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AVEUTISSEMKNÏ, 


Au  mois  de  juin  1889,  nous  avons  pu  l'aire  parailrc  un 
premier  fascicule  de  ce  Volume,  complet  aujourd'hui,  et 
qui  est  à  la  fois  le  quatrième  tome  du  Cours  de  Malhé- 
matiques  et  le  second  de  Y  Algèbre  supérieure  :  ses  six 
Livres  sont  consacrés  à  V Etude  des  quantités  imaginaires 
et  à  la  Théorie  générale  des  équations. 

En  considérant  les  quantités  imaginaires,  nous  avons 
pris  ces  quantités  à  leur  origine  même,  et  nous  nous 
sommes  efforcé  d'établir  leur  droit  de  cité,  au  même  titre 
que  celui  conquis  depuis  longtemps  par  les  quantités 
négatives. 

Nous  avons  la  conviction  que  l'avenir  ne  fera  qu'ac- 
croitre  l'utilité  des  quantités  complexes,  et  qu'elles  ré- 
servent encore  d'importants  résultats  aux  explorateurs 
de  ce  monde  nouveau. 

C'est  là  notre  excuse  pour  avoir  donné  au  sixiènu; 
Livre  une  si  grande  étendue.  Nous  avons  voulu  montrer 
comment,  et  sous  quelles  réserves,  on  pouvait  étendre 
aux  fonctions  d'une  variable  imaginaire  les  déveloi)pe- 
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niLMils  en  scries,  les  irgles  de  la  dill'érenlialion  et  les 
premiers  principes  du  Calcul  intégral.  Cela  nous  a  paru 
indispensable  pour  établir  entre  les  quantités  réelles  et 
les  (juantilés  imaginaires  la  liaison  nécessaire,  et  pour 
aborder  la  Géométrie  analytique  avec  toute  la  généra- 
lité désirable. 

Les  pages  si  profondes  que  M.  .1.  Bertrand  a  éci'itessur 
ce  sujet  dans  son  Traité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul 
intégral  et  les  travaux  de  Bnior  et  Bouquet,  extension 
de  ceux  de  Cauciiy,  mous  ont  été  d'un  grand  secours  à 
cet  égard. 

Nous  avons  terminé  le  sixii-me  Livre  par  un  Appendice 
relatif  aux  tondions  hyperboliques. 

Les  cin((  Livres  suivants,  du  septième  au  onzièm<', 
renferment  la  Théorie  générale  des  équations. 

Nous  n'avons  pas  hésité  à  dépasser  les  progTam?nes 
classiques  toutes  les  fois  que  cela  nous  a  paru  utile. 
Les  programmes  changent  assez  souvent,  pour  des  rai- 
sons diverses.  Il  faut  tâcher  qu'un  Livre  reste  et  qu'on 
puisse  encore  le  consulter  plus  tard,  après  les  examens 
subis  ou  transformés.  C'est  notre  ambition  pour  LOu- 
vrage  que  nous  soumettons  actuellement  au  public. 

Ainsi,  par  exemple,  nous  nous  sommes  appesanti 
sur  la  résolution  algébricjue  des  équations,  parce  qu'il 
y  a  là  un  point  capital  qui  a  changé  la  marche  de  la 
Science  et  ouvert  à  ses  recherches  d'autres  horizons. 
Mais,  si  nous  avons  démontré  le  théorème  d'AuEi.,  sur 
l'impossibilité  d'une  résolution  générale  au  delà  du 
(juatrième  degré,  nous  n'avons  pas  été  plus  loin,  et 
nous  nous  sommes  arrêté  aux  découvertes  de  Galois, 
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parce  que,  pour  nous,  avec  ces  découvertes,  c'est  une 
nouvelle  branche  de  la  Science  qui  prend  naissance. 

De  même,  nous  avons  exposé  en  détail  la  résolution 
des  équations  transcendantes,  sans  oublier  de  dire  un 
mot  du  cas  où  elles  peuvent  admettre  des  racines  ima- 
ginaires, parce  qu'on  rencontre  à  chaque  instant  ces 
équations  dans  les  applications  les  plus  simples  ou  les 
plus  élevées  des  Mathématiques,  et  qu'il  nous  a  paru 
impossible  de  laisser  ignorer  de  pareilles  notions  au 
lecteur.  Au  reste,  notre  première  édition  contenait  déjà 
sur  ce  point  un  Chapitre  moins  étendu  que  celui  que 
nous  avons  rédigé  pour  la  présente  édition. 

Grâce  aux  développements  dans  lesquels  nous  n'avons 
pas  craint  d'entrer,  nous  espérons  que  notre  travail 
pourra  être  utile,  non  seulement  aux  candidats  à  nos 
grandes  Ecoles,  mais  encore  aux  auditeurs  des  Fa- 
cultés des  Sciences,  à  ceux  du  moins  qui  se  destinent 
à  la  Licence  es  Sciences  mathématiques. 

(]omme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  le  ïome  l*"' de  ce 
<]ours,  c'est-à-dire  en  Algèbre  élémenlaire,  nous  avons 
employé  les  constructions  graphiques,  toutes  les  fois 
(|u'elles  pouvaient  élucider  la  question  ou  abréger  les 
calculs.  C'est  un  procédé  si  fécond,  et  dont  l'emploi  est 
aujourd'hui  si  répandu,  qu'on  doit  se  familiariser  avec 
lui  aussitôt  que  possible,  et  qu'on  aurait  tort,  selon 
nous,  d'attendre  l'étude  de  la  Géométrie  analytique  pour 
pouvoir  l'appliquer  dans  toute  sa  rigueur. 

Un  coup  d'œil  jeté  sur  la  Table  analytique  des  ma- 
tières prouvera  au  lecteur  que  nous  avons  cherché,  pour 
le  Tome  IV  comme  pour  le  Tome  111,  à  être  aussi  corn- 
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plet  que  possible  dans  les  liniiles  du  cadre  que  nous 
essayons  de  remplir  (').  Nous  avons  attaché  le  plus 
grand  prix  à  l'enchainement  logique  des  idées  et  à  la 
clarté  des  démonstrations.  Puissions-nous  avoir  réussi. 
Nous  nous  reprocherions  d'achever  cet  Avertissement. 
sans  témoigner  à  nos  Editeurs  et  amis  toute  notre  gra- 
titude pour  les  soins  qu'ils  ont  bien  voulu  apporter  à 
l'impression  des  deux  Volumes  de  Y  Algèbre  supérieure 
où  le  nombre  des  formules  est  si  considérable. 


(')    Voir  la  Prélacc  du   Toiiie  I",  3'  édilion  (i8S4)- 


.luin    1889. 
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cherche de  la  fonction  symétrique  qui  représente  le  produit  des  carrés  des 
difféi-ences  des  racines  d'une  équation  donnée,  prises  deux  à  deux,  221. 


CHAPITRE  IV. 

TUANSFOHMATION    DES    ÉQUATIONS    DANS    LES    CAS    LES    PLUS    SIMPLES 
ET  LES  PLUS  USUELS.  —  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES. 

But  quon  se  propose  dans  la  transformation  des  équations,  Transformation 
linéaire  générale,  225.  —  Multiplier  les  racines  d'une  équation  donnée  par 
une  quantité  constante,  227.  —  Transformée  en  — z,  229.  —  Ramener  les 
coefficients  d'une  équation  à  la  forme  entière,  en  conservant  l'unité  comme 
coefficient  du  premier  terme,  23o.  —  Diminuer  d'une  quantité  constante 
los  racines  d'une  équation  donnée,  280.  —  Faire  disparaître  un  terme  quel- 
conque d'une  équation,  232.  —  Disparition  simultanée  de  plusieurs  termes. 

Disparition  successive,   !35.  —  Transformée  eit  -  ou  en  —  -  d'une  équation 

donnée  '^(s)  =0,  286.  —  Théorème  relatif  aux  racines  infinies  des  équa- 
tions algébriques,  287.  —  Théorie  des  équations  réciproques  de  première  et 
de  seconde  espèce,  abaissement  et  formules  de  transformation,  289. 
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CIIAPITKE  \  . 

FACTELUS  PREMIERS  CO.MML>S  A  DEl  X  FONCTIONS  EMIÈRES.  —  ['US 
GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGÉRRIQIE.  —  RACINES  COMMUNES  A  DEl  A 
ÉQUATIONS.  —  RECHERCHE  DES  DIVISEURS  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES 
d'une    VARIABLE. 

Fadeurs  premiers  communs  ii  di^ux  l'onctions  entières,  Théorie  du  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique,  i!\(j.  —  Racines  communes  à  deux  équations, 
loi.  —  A  et  A,  étant  deux  fonctions  entières  de  z  absolument  premières 
entre  elles,  on  peut  toujours  trouver  deux  autres  Ibnclions  Z  et  Z,  entières 
par  rapport  à  ;,  et  telles  qu  on  ait  AZ  —  A,Z,  =  i,  253.  —  Applications  re- 
latives à  la  recherche  des  racines  communes  à  deux  équations,  25^.  —  Rc- 
cliercke  des  diviseurs  des  fonctions  entières  d'une  variable,  leur  nombre  en 
fonction  de  leur  degré  et  de  celui  de  la  fonction,  -ib-.  —  La  reclierche  des 
diviseurs  est,  en  général,  plus  difficile  que  la  résolution  de  l'équation  cor- 
respondante ello-mênie,  2.59.  —  On  peut  suivre  deux  méthodes  pour  trou- 
ver les  diviseurs  d'un  certain  ordre,  269.  — -  Recherche  des  diviseurs  du  se- 
cond degré,  dans  le  cas  des  fonctions  entières  du  troisième  et  du  quatrième 
degré,  260. 

CHAPITRE  VI. 

THÉORIE    DES    RACINES    ÉGALKS. 

Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  d'une  fonction  entière  et  de  sa  dé- 
rivée, conséquences,  266.  —  Condition  pour  qu'une  équation  algébrique  ait 
des  racines  égales,  exemples,  268.  —  Décomposition  de  toute  équation  qui  11 
des  racines  égales,  en  équations  plus  simples  faisant  connaitre  chacune  les 
racines  des  différents  ordres  de  multiplicité,  prises  seulement  une  fois.  2-0. 

—  Exemple,  2'j3.  —  Recherche  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'une  équation  algébrique  ait  une  racine  d'un  certain  ordre  de  mul- 
tiplicité, 2-'|.  —  Emploi  des  l'onctions  homogènes,  276.  —  Cas  général,  280. 

—  Généralisation  du  théorème  des  fonctions  homogènes.  2S1. 

CHAPITRE  Vil. 

PROPRIÉTÉ    FONDAMENTALE    DES    DÉRIVÉES    DES    FONCTIONS    ENTIÈRES.    — 
THÉORÈME    DE    CAUCHY. 

Propriété  fondamentale  des  dérivées  des  fonctions  entières  :  cas  où  la  fonction 
est  à  coefficients  réels  et  où  la  variable  est  réelle,  cas  où  la  fonction  et  la 
variable  sont  imaginaires,  283.  —  Théorème  de  C'auckj,  relatif  au  nombre 
de  points-racines  ou  de  racines  (égales  ou  inégales)  d"une  équation  algé- 
brique quelconque,  qui  se  trouvent  comprises  à  l'intérieur  d'un  contour 
fermé,  donné  d'une  manière  quelconque,  286.  —  Application  du  théorème 
de  Cauchy  à  une  pareille  équation,  au  point  de  vue  de  l'ensemble  de  ses 
racines,  29^. 


DES    MATIERES. 

LIVRE  HUITIÈME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 
(suite). 

DE  L'ÉLIMhNATIOÎS . 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉLIÎIIXATIOX    PXK    LES    FONCTIONS    SYMÉTRIQUES. 

Définitions  el  notions  préliniinaiies,  nombre  de  termes  que  peut  contenir  la 
l'onction  entière  la  plus  générale  d'un  degré  donné,  297.  —  Tout  sjsième 
renfermant  autant  d'inconnues  que  d'équations  admet,  en  général,  un 
nombre  de  solutions  égal  au  produit  des  degrés  des  équations  proposées,  298. 
—  Cas  où  il  y  a  plus  d'inconnues  que  d'équations,  299.  —  Cas  où  il  y  a 
plus  d'équations  que  d'inconnues,  équation  finale  ou  résultante.  Résultant 
DU  éliminant,  3oo.  —  Le  résultant  d'un  système  de  n  équations  à  «  —  i  in- 
connues est  une  fonction  des  coefficients  de  ces  équations,  qui  doit  se  ré- 
duire à  zéro  lorsqu'elles  ont  des  racines  communes,  et  seulement  dans  ce 
cas,  3oo.  —  Extension  au  cas  où  il  y  a  autant  d'équations  que  d'inconnues, 
Soi.  —  Elimination  par  les  fonctions  symétriques  :  cas  de  deux  équations  à 
une  seule  inconnue,  Résultant,  son  poids,  sa  formation,  3o2.  —  Propriétés 
du  Résultant,  3o6.  —  Cas  de  deux  équations  à  doux  inconnues,  théorème 
de  Bézout  dans  ce  cas,  exemple,  307.  —  Cas  de  deux  équations  renfermant 
un  nombre  quelconque  de  variables,  309.  —  Fonctions  symétriques  et  ra- 
tionnelles des  groupes  de  solutions  communes  à  plusieurs  équations,  3  10.  — 
Cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues,  3i!.  —  Cas  de  trois  équations  a 
îrois  inconnues,  3i3.  —  Les  fonctions  symétriques  et  rationnelles  des  groupe-- 
de  solutions,  communes  à  plusieurs  équations,  sont  des  fonctions  ration- 
nelles des  coeflicients  de  ces  équations,  3i5.  —  Extension  de  la  méthode 
d'élimination  par  les  fonctions  symétriques  à  un  nombre  quelconque  d'é- 
quations, méthode  de  Poisson,  3i5.  —  L'équation  finale  est  obtenue  sans 
aucune  solution  étrangère,  et  n'exige,  pour  èire  formée,  la  résolution  effec- 
tive d'aucune  équation,  3i8.  —  Degré  de  l'équation  finale,  théorème  gé- 
néral de  Bézout.  3 18. 

CHAPITRE  II. 

ÉLIMINATION    PAR    LA    MÉTHODE    DU    PLUS    GRAND    COMMUN    DIVISEUR. 

lîemarques  préliminaires,  simplifications  qu'on  peut  apporter  au  calcul  dans 
certains  cas,  322.  —  Elimination  entre  deux  équations  à  deux  inconnues 
par  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur,  024.  —  Défaut  de  la 
méthode,  l'équation  finale  se  trouve  ordinairement  compliquée  de  solutions 
étrangères,  328.  —  Application  à  la  recherche  de  l'équalion  aux  carrés  des 
différences  des  racines  d'une  équation  donnée,  329. 
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CHAPITHK  111. 

AUTRES    MÉTllODKS    d'ÉLIMINATION,    KXPUKSSION    DES    RÉSLLTAMS 
SOUS    FORME    DE    DÉTERMINANTS. 

Melliode  di!  Bézout  et  dEuler,  33'|.  —  beruiidc  niéthodc  de  liézout,  338.  — 
Méthode  de  Cauchy  :  Lorsque  les  équations  données  sont  de  même  degré, 
on  obtient  comme  résultant  un  déterminant  symétrique,  342.  —  Lorsque 
les  équations  données  sont  de  degrés  différents,  on  peut  revenir  au  cas  pré- 
cédent, si  le  coefïicient  de  la  plus  haute  puissance  de  la  variable  dans  l'é- 
quation de  degré  moindre  est  un  nombre,  3'Î6.  —  Formation,  dans  le  cas 
général,  du  déterminant  qui  représente  le  premier  membre  de  l'équation 
finale,  346.  —  La  méthode  de  Caucliy  permet  de  retrouver  le  théorème  de 
Bézout  sur  le  degré  de  l'équation  finale,  348.  —  Calcul  de  la  racine  com- 
mune, lorsqu'on  suppose  qu'il  n'y  en  a  qu'une,  349.  —  Exemple,  35o.  — 
Application  de  la  méthode  de  Cauchy  à  la  recherche  de  l'équation  aux  dif- 
férences des  racines  d'une  équation  donnée,  35i. 

CHAPITRE  IV. 

ItECHERClli;    DES    RACINES    COMMUNES    A    DEIX    liQLATIONS. 

Indications  prcliminaii-es,  353.  —  Méthode  d'élimination  de  M.  Sylvestcr,  35'|. 

—  Recherche  des  racines  communes  à  deux  équations,  transformation  du 
déterminant  de  M.  Sylvester,  357.  —  Conditions  pour  que  les  deux  équa- 
tions proposées  aient  exactement  p  racines  communes,  théorème  fonda- 
mental de  M.  Rouché,  359.  —  Équation  aux  racines  communes,  363.  — Ap- 
plications, 365. 

CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS    DE    LA    THÉORIE    DE    L'ÉLIMINATION. 

Tidiisfoimalion  des  équations,  d'une  manière  générale,  Z-fi.  —  Cas  où  les  ra- 
cines de  la  transformée  dépendent  rationnellement  de  deux  racines  seule- 
ment de  la  proposée,  373.  —  Équation  aux  sommes  des  racines  prises  deux 
\k  deux,  374.  —  Équation  aux  différences  des  racines  prises  deux  à  deux,  377. 

—  Équation  aux  produits  des  racines  prises  deux  à  deux,  377.  —  Equa- 
tion aux  rapports  des  racines  prises  deux  à  deux,  37g.  —  Toute  transfor- 
mation rationnelle  peut  être  ramenée  à  une  transformation  entière,  38o.  — 
De  l'abaissemeut  des  équations,  3S.>.  —  Fonction  entière  irréductible^  équa- 
tion algébrique  irréductible,  383.  —  Toute  équation  irréductible  à  coefli- 
cients  rationnels  ne  peut  avoir  que  des  racines  simples,  384.  —  F(z)=  o 
étant  une  équation  irréductible  et<I>(i)  étant  une  fonction  rationnelle,  il 
suffit  que  l'équation  <I'(s)  =  0  admette  une  seule  racine  de  la  première 
équation,  pour  qu'elle  admette  toutes  les  autres,  384-  —  Lorsque  deux  ra- 
cines d'une  équation  algébrique  sont  liées  par  une  relation  donnée,  on 
peut,  dans  certains  cas,  abaisser  l'équation  par  voie  d'élimination,  exemple, 
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385.    —    Recherche     des    raci/tes    imagiiiatrcs    des    équations     algébriques . 
exemple,  387.  —  Disparition  des  radicaux,  exemjile,  cas  particuliers,  089. 
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(SIITP,  ). 

RÉSOLLTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


Position  générale  de  la  question,  393. 

CHAPITRE  PKEMIEIÎ. 

THÉORÈMK     DE     DESC.VRTES. 

IJeiJiiilioiis,  propositions  preliuiinaiies,  ot).').  —  Tliéoréine  de  Descartes,  398. 
—  Conséquences,  Syg.  —  Lorsqu'une  équation  est  complète,  les  nombres  de 
variations  et  de  permanences  de  son  premier  membre  sont  respectivement 
des  limites  supérieures  des  nombres  de  racines  positives  et  négative.s 
qu'elle  peut  admettre,  et  les  différences,  quand  il  en  existe,  sont  des 
MO)nbres  pairs,  Sgg.  —  Quand  l'équation  est  incomplète,  la  somme  des 
nombres  de  variations  de  son  premier  membre  et  de  celui  de  sa  trans- 
formée en  — X  ne  peut  pas  surpasser  son  degré,  et  la  différence,  si  elle 
existe,  est  un  nombre  pair,  4oo.  —  Limites  relatives  au  nombre  des  racines 
imaginaires,  théorème  des  lacunes,  limite  de  Sturm,  !\oi.  —  Exemples. 
4o3.  —  Formes  du  théorème  de  Descartes,  lorsque  l'équation  proposée,  com- 
plète ou  incomplète,  a  toutes  ses  racines  réelles,  t\oô.  —  Détermination, 
dans  la  même  hypothèse,  du  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  deux 
nombres  donnés^  407.  —  Conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une 
r/juation,  à  l'aide  de  l'équation  aux  carrés  des  différences-,  408. 

CHAPITRE  1!. 

THÉORÈME     DE     ROLLi;. 

Propositions  préliminaires,  4'0.  —  Théorème  de  Rolle  :  Deux  racines  réelles 
consécutives  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  réels  comprennent 
toujours  entre  elles  un  nombre  impair  de  racines  réelles  de  l'équation  dé- 
rivée, 4i2.  —  La  réciproque  du  théorème  de  Rolle  n'est  pas  vraie,  d'une 
manière  générale,  et,  lorsque  deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équation 
dérivée  comprennent  une  racine  réelle  de  la  proposée,  elles  ne  peuvent  en 
comprendre  qu'une,  !\i%.  —  Séparation  des  racines  réelles  d'une  équation 
algébrique  à  coefficients  réels,  à  l'aide  du  théorème  de  Rolle,  4i4-  — •  Ap- 
De  C.  —  Cours.  W .  b 
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plication  aux  cquulioiis  du  troisicme  et  du  qualriéme  degré,  ,^i5.  — ■  Cas 
où  l'équation  jjroposce  a  toutes  ses  racines  réelles,  4i6.  —  Application  du 
théorème  de  Rolle  à  la  recherche  des  conditions  de  réaliti-  des  racines  de 
l'équation  du  iroisième  de\;vé  privée  de  son  second  terme,  4  •7-  —  Cas  où 
l'équation  du  troisième  degré  est  complote,  421.  —  Extension  aux  équations 
trinômes  à  exposants  impairs,  /(■i2. 

CHAPITRE  III. 

SÉPARATION    DES    RACINES    RÉELLES    PAR    LA    MÉTHODE    DE    M.    BLDAN.    — 
THÉORÈME    DE    FOIRIER.   —    MÉTHODE    DE    LAGRA^GE. 

Remarques  préliminaires,  4'-*6-  —  Méthode  de  M.  Rudun,  427.  —  Exemples 
de  son  ap|>Hcation,  lorsque  les  i-acines  de  l'équation  considérée  sont  toutes 
réelles,  429.  —  Insuflisanco  de  la  méthode  dans  le  cas  contraire,  432.  -- 
Théorème  de  Fourier,  433.  —  Limite  ialerieure  du  nombre  des  racines 
imaginaires  de  l'équation  proposés,  436.  —  Le  théorème  de  Descartes  est 
une  simple  conséquence  du  théorème  da  Fourier,  437.  —  Séparation  des 
racines  réelles  d'une  équation  à  l'aide  de  ce  théorème:  lorsqu'elles  ne  sont 
pas  toutes  réelles,  la  méthode  est  insuf'lisanle  comme  celle  de  M.  Budan,  et 
pour  la  même  raison,  438.  —  Méthode  de  Lagrange.  elle  est  complète- 
ment rigoureuse,  emploi  de  l'équation  aux  carrés  des  difTcrences  des  racines 
de  l'équation  proposée,  439.  —  On  peut  éviter  l'emploi  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences,  lorsqu'on  sait  d'avance  que  toutes  les  racines  de  l'é- 
quation considérée  sont  réelles,  !\\\, 

CHAPITRE  IV. 

THÉORÈME    DE    STURM. 

Indications  préliminaires,  442.  —  Théorème  de  Sturm,  443-  —  Remarques 
sur  l'emploi  du  théorème,  447-  —  ^^^  o"  l'équation  proposée  a  des  racines 
égales,  4'i8.  —  Détermination  du  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation. 
449-  —  Séparation  des  racines  réelles  d'une  équation  à  l'aide  du  théorème 
de  Sturm,  45o.  —  Exemples,  4Ji-  —  Conditions  de  réalité  de  toutes  les  ra- 
cines d'une  équation  de  degré  donné,  maximum  du  nombre  de  ces  condi- 
tions, comparaison  avec  le  résultat  fourni  par  l'équation  aux  carrés  des  dif- 
férences, 4''^3.  —  Application  à  l'équation  du  Iroisième  degré,  4^4-  ^ 
Nombre  des  racines  imaginaires,  lorsque  la  suite  de  Sturm  est  complète, 
^56.  —  Conditions  de  substitution  d'autres  fonctions  à  celles  de  Sturm,  ^5~. 
Application  à  une  question  particulière,  If^S. 

CHAPITRE  V. 

SÉPARATION    DES    RACINES    IMAl^LNAIRES. 

Rappel  du  théorème  de  Caucliy  sur  le  nombre  de  points-racines  qui  se 
trouvent  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé,  ^61.  —  Règle  de  Sturm,  462.  — 
Cas  oîi  le  contour  choisi  est  une  circonférence,  4t)'i-  —  Exemple,  '\(J6.  —  Cas 
où  le  contour  choisi  est  un  rectangle,  4'>'^-  —  Exemple,  470- 
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CHAPITRE  VI. 

RECHERCHE   DES    LIMITES    DES    RACINES    D'lXE    ÉQUATION. 

Observations  préliminaires,  473.  —  Principe  fondamental,  ^76.  —  Recherche 
d'une  limite  supérieure  des  racines  posiiii>es  d'une  équation  :  Limites  im- 
médiates (Limite  de  Maclaurin,  limite  plus  resserrée  en  tenant  compte  du 
rang  du  premier  terme  né{jatif  de  l'équation),  /l'jS.  —  Méthode  des  groupe- 
ments, 481.  —  Méthode  de  Newton,  482.  —  Méthode  de  M.  Laguerre,  484- 

—  Limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  dérivée,  4S6.  — Re- 
cherche d'une  limite  inférieure  des  racines  positif  es  d'une  équation,  487-  — 
Recherche  d'une  limite  inférieure  et  d'une  limite  supérieure  des  racines  né- 
gatives, 488.  —  Cas  où  une  équation  ne  peut  avoir  aucune  racine  positive 
ou  aucune  racine  négative,  488.  —  Exemple,  489.  —  Recherche  des  limites 
des  modules  des  racines  d'une  équation  quelconque,  490- 

CHAPITRE  MI. 

DÉTERMINATION    DES    RACINES    COMMENSL  RABLES    DES    ÉQUATIONS 
A    COEFFICIENTS    RATIONNELS. 

Observations  préliminaires,  494-  —  Détermination  des  racines  entières,  con- 
ditions pour  qu'un  nombre  entier  a  soit  racine  de  l'équation  proposée.  49^. 
Théorème  permettant  de  diminuer  le  nombre  des  essais,  496.  —  Règle  pra- 
tique, 498.  —  Exemple,  498.  —  Théorème  fondamental  relatif  aux  racines 
fractionnaires,  5oo.  —  Détermination  indirecte  des  racines  fractionnaires, 
5oi.  —  Détermination  directe  de  ces  racines,  5o3.  —  Exemple,  5o4.  —  La 
méthode  des  racines  égales  ne  doit  être  appliquée  aux  équations  à  coeffi- 
cients coramensurables  qu'au  delà  du  cinquième  degré,  5o6. 

CHAPITRE  Mil. 

UECHEKCHE    DES    RACINES    INCOMMENSURABLES.   —    MÉTHODE    DES    PARTIES 
PROPORTIONNELLES. 

Indications  générales,  5og.  —  Première  recherche  des  racines  incommensu- 
rables, exemples  choisis,  5io.  —   Méthode  des  parties  proportionnelles,  bi-j. 

—  Application,  bu. 

CHAPITRE  IX. 
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Du  véritable  rôle  de  l'Algèbre. 

799.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  revenir  ici,  très  succinctement, 
sur  des  notions  déjà  établies  (t.  I,  Alg.  élém.),  afin  de  définir 
plus  complètement  le  rôle  de  l'Algèbre. 

Comme  nous  l'avons  dit,  ily  a  trois  cboses  à  distinguer  dans 
la  résolution  d'un  problème  d'Algèbre  :  sa  mise  en  équations, 
la  résolution  des  équations  ainsi  obtenues,  la  discussion  des 
valeurs  qu'elles  fournissent  pour  les  inconnues. 

La  mise  en  équations  n'est  que  la  traduction  algébrique  des 
relations  établies  par  l'énoncé  entre  les  données  et  les  incon- 
nues du  problème.  D'autre  part,  la  résolution  des  équations 
est  soumise  à  des  règles  fixes.  Par  conséquent,  si  aucune 
erreur  ne  s'est  glissée  dans  la  mise  en  équations  et  dans  la 
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ri'solulion  qui  raccompagne,  les  valeurs  trouvées  pour  les  in- 
connues, quelle  que  soit  leur  forme,  doivent  nécessairement 
satisfaire  aux  équations  du  problème  ou  les  transformer  en 
identités;  et  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu. 

Mais  l'Algèbre,  en  raison  des  symboles  généraux,  qu'elle  \ 
emploie,  conduit,  pour  les  valeurs  des  inconnues,  à  des  for- 
mules qui  correspondent  à  tous  les  cas,  possibles  ou  impos- 
sibles actuellement,  du  problème  qu'on  étudie.  Il  faut  donc 
discuter  ces  formules,  c'est-à-dire  en  déduire  les  conditions 
de  possibilité  du  problème  tel  qu'il  a  été  posé,  cherclier  entre 
quelles  limiles  les  données  doivent  se  mouvoir  pour  que  ces 
conditions  soient  remplies,  et  interpréter  les  résultats  aux- 
quels on  parvient  lorsque  les  données  franchissent  ces  limiles. 

C'est  ainsi  que  l'Algèbre,  après  avoir  indiqué  dans  ses  for- 
mules toutes  les  opérations  nécessaires  à  la  détermination  des 
inconnues,  sans  se  préoccuper  de  savoir  d'avance  si  ces  opé- 
rations pourront  ou  non  s'effectuer  directement  dans  certains 
cas,  nous  laisse  le  soin  de  rechercher  ce  que  les  diverses 
formes  de  résultats  peuvent  signifier,  suivant  la  nature  du 
problème  à  résoudre. 

800.  L'entière  généralité  des  formules  algébriques  n'est  ap- 
parue aux  géomètres  que  très  lentement.  Pendant  longtemps, 
les  racines  négatives  des  équations,  par  exemple,  ont  été  re- 
gardées comme  des  solutions  fausses. 

On  sait  aujourd'hui,  et  nous  sommes  entré  précédemment 
dans  de  longs  détails  à  ce  sujet  {Alg.  élém.,  199  à  203),  que, 
toutes  les  fois  qu'une  grandeur,  représentée  dans  ses  états 
successifs  pai-  des  longueurs  prises  à  une  échelle  déterminée, 
est  susceptible  d'être  comptée,  sur  une  même  ligne  et  à  partir 
d'une  certaine  origine  fixe,  dans  deux  sens  nettement  diffé- 
rents, le  changement  de  sens  est  lié  algébriquement  au  chan- 
gement de  signe:  de  sorte  que,  si  l'on  regarde  comme  posi- 
tives, dans  la  mise  en  équations,  les  valeurs  de  cette  grandeur 
(|ui  sont  comptées,  à  partir  de  l'origine,  dans  un  certain  sens 
d'ailleurs  arbitraire,  les  résultats  négatifs  indiquent  ensuite 
simplement  des  valeurs  de  la  même  grandeur  comiUées  en 
sens  contraire  à  partir  de  la  même  origine. 

On  voit  par  laque  les  quantités  négatives  peuvent  être  tout 
aussi  admissibles,  tout  aussi  palpables,  tout  aussi  réelles  que 
les  quantités  positives.  El  c'est  pourquoi  l'on  a  admis  d'abord 
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que  ces  deux,  espèces  de  quautilés  constituent,  dans  leur  en- 
semble, les  quantités  dites  réelles. 

801.  On  comprend  facilement  quelle  extension  peut  prendre 
dans  les  applications  le  principe  fondamental  que  nous  venons 
de  rappeler.  >îous  n'insisterons  pas  sur  ce  point,  et  nous  ren- 
verrons à  l'Algèbre  élémentaire  et  à  la  Géométrie  analytique. 

Nous  rappellerons  seulement  qu'une  solution  négative  peut 
n'être  pas  acceptable  et  indiquer  une  impossibilité  complète 
de  satisfaire  à  la  question,  lorsqu'il  s'agit  de  grandeurs  non 
susceptibles  d'être  directement  opposées  ou  pour  lesquelles 
un  changement  de  sens  ne  modifie  en  rien  les  conditions  in- 
ti'insèques  du  problème  {Alg.  élém.,  âOi). 

Il  peut  en  être  de  même,  d'ailleurs,  d'une  solution  positive, 
lorsque  certaines  conditions  de  l'énoncé  n'ont  pu  être  expri- 
mées dans  la  mise  en  équations  {Alg.  élém.,  198). 

802.  Finalement,  il  importe  lie  comprendie  c[ue  l'Algèbre 
ne  crée  ou  ne  détruit  rien.  Elle  ne  fait  que  traduire  exacte- 
ment l'énoncé  de  la  question  qu'on  lui  soumet,  sans  modifier 
les  rapports  qui  en  résultent;  et  elle  se  borne  à  mettre  sous 
nos  yeux,  à  l'aide  de  ses  symboles  et  des  signes  adoptés,  le 
Tableau  des  opérations  qui  permettent  de  déduire  les  incon- 
nues des  données. 

Si,  par  suite  des  valeurs  attribuées  aux  données,  ces  opéra- 
tions présentent  quelques  particularités  inattendues  ou  quel- 
ques impossibilités,  l'Algèbre  nous  avertit  ainsi,  par  un  don 
merveilleux,  de  l'état  critique  de  la  question  et  sollicite  notre 
interprétation. 

En  un  mot,  les  quantités  confiées  à  l'Algèbre  conservent  en 
elles-mêmes  toute  leur  réalité;  mais  elles  peuvent,  lors  de  la 
résolution  des  équations,  se  trouver  engagées  dans  des  opéra- 
tions qui  deviennent  impossibles  au  point  de  vue  abstrait  ou 
au  point  de  vue  primitivement  adopté,  quand  les  données  re- 
çoivent certaines  valeurs.  Le  véritable  rôle  de  l'Algèbre  con- 
siste à  dénoncer  ces  impossibilités  par  les  formes  spéciales 
que  revêtent,  dans  ce  cas,  les  valeurs  des  inconnues.  A  nous, 
ensuite,  de  les  expliquer. 

Nous  allons  étendre  ces  considérations,  déjà  amplement 
vérifiées  à  l'égard  des  quantités  négatives,  aux  quantités  dites 
iinas;inaires. 
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Origine  des  quantités  imaginaires. 

803.  On  sait  (.  J/a"^.  élém..  233  et  siiiv.)  (jue  l'équalion  géné- 
rale (lu  second  degré  à  une  inconnue 

aœ-  -r-  bx  ~  c  ^=  o 

a  jiour  expression  de  ses  racines 


—  b±i  \l b-  ^  \ac 

X  =1     : 


La  quanlilé  b- —  Liac  placée  sous  le  radical  de  la  valeur  de  x 
pouvant  être  positive,  négative  ou  nulle,  il  y  a  trois  cas  à  dis- 
tinguer. 

Si  l'on  a  b^  —  ^ac'>o,  les  racines  sont  réelles  et  inégales. 
Si  l'on  a  b^—  liac  =  o,  elles  sont  réelles  et  égales.  Enfin,  si 
l'on  a  b-  —  ^ac  <io,  elles  sont  dites  imaginaires. 

Cette  expression  vient  de  ce  que,  dans  ce  dernier  cas,  au- 
cune valeur  réelle  (800)  de  x  ne  peut  satisfaire  à  l'équation. 

En  effet,  b'^ — [\ac  étant  une  quantité  négative,  on  peut 
poser,  en  désignant  par  /.•  une  quantité  réelle  dont  le  carré 
sera  nécessairement  positif, 

Z>- —  \ac^=.  —  k-. 

L'équation  donnée  peut  alors,  comme  on  l'a  vu,  se  mettre 
sous  la  forme 

{lax  -^  b)'^  ~-  k- Tzz  o . 

Son  premier  membre  étant  la  somme  de  deux  carrés  reste 
donc  positif  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x.  Par  consé- 
quent, aucune  valeur  réelle  de  x  ne  peut  l'annuler,  et  l'Al- 
gèbre doit  avertir  de  cette  impossibilité  (802)  par  une  forme 
spéciale  que  nous  allons  préciser  et  simplifier. 
En  remplaçant  b"- —  \ac  par  —  k-,  on  a,  pour  les  racines. 


—  b±  J—  k'' 
X  =  ^ 

Or  la  racine  carrée  d'une  quantité  négative  — /.-  ne  peut  être, 
par  définition  (130,  2"),  représentée  par  aucun  résultat  réel. Et 
c'est  par  celte  impossibilité  équivalente  que  l'Algèbre  répond 
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à  celle  manifestée  par  la  forme  du  premier  membre  de  l'équa- 
lioii. 

Mais  les  règles  trouvées  pour  les  opérations  successives  (le- 
vant rester  immuables,  quelles  que  soient  les  quantités  qui  y 
sont  soumises,  sous  peine  d'enlever  à  l'Algèbre  son  caractère 
fondamental  d'universalité,  il  faut  toujours  que  y/—  k-  élevée 
au  carré  reproduise  — A-.  Il  faut,  en  outre,  que,  pour  élever 
un  produit  au  carré,  on  n'ait  qu'à  élever  cbaque  facteur  au 
carré  et  que,  par  conséquent,  pour  extraire  la  racine  carrée 
d'un  produit,  on  n'ait  qu'à  extraire  la  racine  carrée  de  cbaque 
fadeur. 

Nous  écrirons  donc 

Cette  transformation  a  l'avantage  de  faire  porter  Viniagiiut- 
rité  sur  le  seul  sjanbole  v' — i-  Nous  disons  symbole,  parce 
qu'il  n'y  a  dans  —  k-  que  la  quantité  positive  A-  soumise  à  une 
soustraction  indiquée  par  le  signe  moins,  de  sorte  que  \l — i 
revient  au  fond  à  un  signe  d'opération. 

D'ailleurs,  pour  qu'il  y  ait  identité  entre  les  carrés  des  deux 
membres  de  l'égalité  (i),  il  faut  que  le  carré  de  \/—  i  soit,  lui 
aussi,  regardé  comme  étant  égal  à  —  i. 

Nous  poserons,  suivant  l'usage, 

sj—  I  =  /, 

sous  la  réserve  de  remplacer  toujours  clans  les  calculs  i-  par 
—  I . 

En  revenant  à  l'expression  des  racines,  nous  aurons,  d'après 
les  notations  précédentes, 

—  b±  ki 


et,  en  posant ^  =  se,  —  =3,  a  et  3  étant  des  quantités 

réelles,  il  viendra  finalement 

^  =  a  ±  [3  /. 

Telle  est  la  forme  générale  des  quantités  ou  des  expressions 
imaginaires  auxquelles  la  résolution  de  V équation  générale 
du  second  degré  à  une  inconnue  peut  donner  naissance. 
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-  Ces  expressions  comprennent  deux  quantités  réelles  asso- 
ciées par  le  signe  +  ou  par  le  signe  —,  la  seconde  de  ces 
quantités  élanl  aiïectée  du  facteur  ou  du  signe  d'opération  /. 
On  a  proposé,  par  suite,  de  donner  aux  expressions  imagi- 
naires du  second  degré  la  dénomination  de  fjuantilés  com- 
plexes. Et  cette  dénomination,  qui  supprime  le  mot  imagi- 
naire, sera  encore  mieux  justifiée  quand  nous  exposerons  le 
mode  de  représentation  géométrique  de  ces  quantités. 

Si  l'on  suppose  a  =  o  (ou  6  =  0),  l'imaginaire  complexe  se 
réduit  à  l'imaginaire  simple  [3/,  qui  répond  à  l'équation  du 
second  degré  privée  de  son  second  terme,  «x-^+c  — o, 
lorsque  les  racines  de  cette  équation  sont  imaginaires. 

80i.  Il  est  facile  de  vérifier  que,  si  l'on  applique  les  règles 
habituelles  de  calcul  en  tenant  compte  de  ce  qui  précède 
(803),  les  valeurs  de  l'inconnue  satisfont  à  l'équation  pro- 
posée, aussi  bien  lorsqu'elles  sont  imaginaires  que  lors- 
qu'elles sont /•ee//e.î  (799). 

En  effet,  on  a,  dans  la  première  bypothèso,  en  prenant 
l'équation  sous  la  forme  correspondante  (803) 

(aa.r  +  ^)-  -!-  /i-=:  o, 

et  en  substituant  les  valeurs  de  x  (803  s 

(— Zv  ±  A/ +  Z>)2  +  A-- —  o. 

803.  On  peut  remarquer  que  toute  écjuation  du  second 
degré,  à  une  inconnue  et  à  coefficients  réels, 

x- — S^  +  P  =  o, 

répond  à  cette  question  :  troin'er  deux  nombres  x'  et  x" ,  con- 
naissant leur  somme  réelle  S  et  leur  produit  réel  P  {Alg. 
élém.,  2V3K 
On  a  donc 


2 


Il  en  résulte  que  les  racines  x'  et  x"  sont  réelles  tant  que 
le  produit  P  demeure  inférieur  au  carré  de  la  demi-somme 

->  et  qu'elles  sont  imaginaires  dès  que  le  produit  P  devient 

supérieur  à  ce  carré. 
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L'Algèbre  indique  ainsi  qu'il  y  a  conlradiclion  entre  la  réa- 
iité  des  racines  et  la  condition  P  >  —,  et  les  racines  ne  re- 
vêtent la  forme  imaginaire  que  par  suite  des  valeurs  spéciales 
substituées  aux  données  S  et  P  (802). 

Si  l'on  a,  comme  on  vient  de  le  dire, 


on  en  déduit  facilement 

{jc'  —  x")'-  <i  o, 

inégalité   qui   ne  peut  être   satisfaite   par   aucunes   valeurs 
réellea  de  x'  et  de  x" . 

806.  On  a  essayé  d'interpréler  les  solutions  imaginaires  d'une  ma- 
nière analogue  à  celle  qui  a  réussi  pour  les  solutions  négatives  (.^Z--. 
élém.,  199). 

Dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer  (80,j),  les  deux  racines  x' 
et  .r",  lorsqu'elles  sont  imaginaires,  peuvent  évidemment  s'écrire  (803) 


J7   =    — 


^l/'>-fv/-.       ■'■•=!-\/''-fv/^. 

De  même  que  l'on  rend  positives  les  racines  négatives  pour  les  in- 
terpréter par  comparaison,  il  a  pu  sembler  naturel  de  rendre  réelles  les 
deux  racines  imaginaires,  en  supprimant  dans  les  formules  c'-dessus 
le  signe  d'imaginarité  /— i,  et  de  chercher  ensuite  de  quelle  façon 
l'énoncé  de  la  question  primitive  devait  être  modifié  pour  s'adapter  à 
ces  racines  réelles. 

Or,  la  somme  des  nouvelles  racines  obtenues  étant  toujours  S,  leur 
produit  devient  évidemment 

et  aucune  interprétation  ne  peut  être  déduite  de  cette  transformation. 
La  condition  de  réalité  des  racines  de  la  nouvelle  équation 

X- 'àx  -\ ^P:=0 

est  simplement  renversée,  et  elle  est  P  >  ^  au  lieu  d'être  P  <  ^ —  C'est 

4  4 

ce  que  devait  faire  prévoir  la  suppression  du  facteur  /—  i. 
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807.  Il  était  évident,  a  priori,  que  la  marche  convenable  pour  les 
quantités  réelles  ne  pouvait  l'être  pour  les  quantités  complexes  qui  ne 
se  confondent  avec  les  premières  que  lorsque  la  quantité  réelle  affectée 
du  facteur  / —  i  s'annule. 

D'ailleurs,  on  n'a  pu  arriver  à  interpréter  complètement  les  solu- 
tions négatives  qu'en  introduisant  la  considération  concrète  du  change- 
ment de  sens  manifesté  par  le  changement  de  signe,  dans  l'hypothèse 
de  deux  directions  partant  du  même  point  et  nettement  opposées  (800). 
Et  c'est  aussi  par  une  représentation  concrète,  empruntée  à  la  Géo- 
métrie, que  nous  parviendrons  à  la  véritable  interprétation  des  quan- 
tités imaginaires,  comme  nous  le  montrerons  plus  loin. 
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CHAPITRE    II. 


OPÉRATIONS  ARITHMÉTIQUES  APPLIQUÉES  AUX   QUANTITÉS 
IMAGINAIRES. 


Remarques  préliminaires. 

808.  Nous  nous  proposons  de  prouver  clans  ce  Chapitre 
que,  si  l'on  soumet  les  expressions  imaginaires  du  second 
degré,  c'est-à-dire  déduites  de  la  résolution  de  l'équation  gé- 
nérale du  second  degré  à  une  inconnue,  aux  six  opérations 
arithmétiques,  d'après  les  règles  démontrées  en  Algèhre  élé- 
mentaire, on  obtient  toujours  des  expressions  imaginaires  de 
même  espèce,  c'est-à-dire  pouvant  se  ramener  à  la  forme 

a  —  bi: 

a  et  b  sont  des  quantités  réelles  quelconques;  /représente 
\  —  I  et  n'est,  à  proprement  parler,  qu'un  signe  d'opération 
qu'on  traite  néanmoins  comme  une  lettre  ordinaire;  seule- 
ment, on  doit  toujours  remplacer  i-  par  — i  (803). 

809.  L'expression  imaginaire  a  —  bi  est  évidemment  racine 
de  l'équation  du  second  degré 

{x  —  «  ) '  -^  />-=:  O. 

L'autre  racine  est  alors  nécessairement  (803) 

a  —  bi. 

Les  expressions  a  --  bi  et  a  —  bi  sont  ce  qu'on  appelle  des 
imaginaires  conjuguées.  Elles  ne  diflfèrent  que  par  le  chan- 
gement de  signe  de  6  (ou  de  i),  et  jouissent  de  propriétés  im- 
portantes que  nous  signalerons  successivement. 

810.  Deux  quantités  imaginaires  complexes  a-\-bi  et 
a'-\-b'i  sont  égales,  lorsque  les  quantités  réelles  qui  y  en- 
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treiit  sont  égales  deux  à  deux  et  dans  le  m»''me  ordre,  c'est- 
à-dire  lorsqu'on  a  à  la  fois 

a  =  a' ,         h  -=.  h' . 

Réciproquenienl,  on  ne  peut  poser  régalité 

a  -i-  hi  --=^  a'  -^  b'  i, 

que  si  l'on  sait  d'avance  que  les  conditions  «  :=  a'  et  6  r=  b' 
sont  remplies. 

Addition  et  soustraction. 

811.  Soit  à  ajouter  ou  à  retrancher  les  deux  expressions 
imaginaires 

a  -i-  bi,     a'  -V  b'  i. 

On  a  immédiatement  {Alg.  élém.,  lo,  16),  en  prenant  en- 
semble les  signes  supérieurs  et  les  signes  inférieur?, 

(«^  bi)  ±  (a' -h  y  i)  =  {a  —  a')  -^{bzz  b')i, 

quantité  de  môme  forme  que  les  deux  imaginaires  ajoutées 
ou  retranchées. 

812.  S'il  s'agit  de  deux  imaginaires  conjuguées  (SOG^i,  il 
faut  faire  a'=:  a  et  Z^'=: —  b. 

La  somme  de  deux  imaginaires  conjuguées  est  donc  réelle 
et  égale  au  double  2a  de  leur  partie  réelle;  leur  dijférence 
est  une  imaginaire  simple  (803)  égale  à  26/,  de  sorte  que  le 
carré  de  cette  différence  est  une  quantité  essentiellement  né- 
gatii,-e  égale  à  —  \b-. 

Multiplication. 

813.  Soit  à  multiplier  les  deux  expressions  imaginaires 

a  -\-  bi,     a'  -^  b'  i. 

On  a  immédiatement  {Alg.  élém.,  23) 

(a  +  bi)  ( a'  +  b'  i)  =  aa    -f-  ba'  i  -^  ab'  i  -\-  bb'  i- 
=  {aa'~bb')  -^  {ab'  +  ba')i, 

produit  de  même  forme  que  les  deux  quantités  imaginaires 
multipliées  et  indépendant  de  l'ordre  des  deux  facteurs. 
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81i.  Si  l'on  a  à  nuilliplier  deux  imaginaires  conjuguées,  il 
faut  faire  a'^=:a  el  b' ■= —  b.  \\  vient  ainsi 

{a  +  bi)  {a  —  bi)  =:  a'H-  b'-. 

Le  produit  de  deux  imaginaires  conjuguées  est  donc  réel 
et  égal  à  la  somme  des  carrés  des  quantités  réelles  a  et  b. 

815.  On  aurait  trouvé  plus  rapidement  ce  résultat,  en  se 
rappelant  que  le  produit  de  la  somme  de  deux  quantités  par 
leur  différence  est  égal  à  la  dilTérence  des  carrés  de  ces  quan- 
tités {Alg.  élém..  30,  II).  On  a  donc  immédiatement 

( a  H-  bi)  {a  —  bi)  =:  a-  —  b- i-  =  a'- H-  b-. 

816.  Si  l'on  a  à  elïecluer  le  produit  d'un  nombre  quel- 
conque de  fadeurs  imaginaires  de  la  forme  a -\- bi  {Alg. 
élém.,  29),  on  calculera  le  produit  des  deux  premiers  facteurs 
comme  on  vient  de  l'indiquer  (813).  On  multipliera  ce  pro- 
duit par  le  troisième  facteur,  el  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que 
le  produit  définitif  sera  encore  une  imaginaire  de  même 
forme. 

817.  Considérons  le  cas  de  trois  facteurs  imaginaires 

a  -1-  bi,     a'  -T-  b'i,     et"  -i-  b"  i. 

Quel  que  soil  l'ordre  des  deux  p/emiers,  nous  aurons  tou- 
jours (813) 

{a  H-  bi)  {a'  -i-  b'  i)  =z  {a'  -\-  h'  i)  (a  -f   bi) 

=z  [aa' —  bb')  -4-  {ab'  +  ba'  )i. 

Nous  aurons  de  même 

{a-^  bi){ a'  4-  b'  i)  ( a"  -h  //'  /) 
3=  (a  -i-  bi)  {a"  -i-  ^"0  («'+  b' i) 
=^  (  aa'  a"  —  bb'  a"  —  ab'  b"  —  ba'  b"  ) 
-r-  (  ab'  a"  -i-  ba'  a"  -i-  aa'  b"  —  bb'  b"  )  /. 

On  peut  donc  aussi,  sans  clianger  le  produit  de  trois  fac- 
teurs imaginaires,  changer  l'ordre  ties  deux  derniers  fac- 
teurs. 

Il  en  résulte  immédiatement,  el  on  le  prouvera  en  suivant 
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la  même  marche  qu'en  Arilhmélifiue  {Ariihm.,  66),  que, 
étant  donné  un  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs 
imaginaires  de  la  forme  a  h-  bi,  on  peut  intervertir  leur  ordre 
de  toutes  les  manières  possibles,  sans  que  le  produit  varie. 

818.  Toutes  les  conséquences  déduites  en  Arithmétique  et 
en  Algèbre  du  théorème  fondamental  sur  le  changement 
d'ordre  des  facteurs  se  trouvent,  par  suite,  étendues  aux 
quantités  imaginaires.  Nous  n'énoncerons  pas  ces  consé- 
quences; mais  nous  appelons  l'attention  du  lecteur  sur  ce 
point. 

819.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  remarquerons  que  l'em- 
ploi des  quantités  imaginaires  permet  souvent  d'arriver , 
d'une  manière  simple  et  rapide,  à  des  résultats  dont  la  dé- 
monstration directe  pourrait  être  pénible.  C'est  ce  qui  aura 
lieu  surtout,  lorsque  les  relations  qui  serviront  de  point  de 
départ  seront  fondées  sur  l'idée  de  Y  ordre ,  c'est-à-dire  sur 
un  simple  fait  de  combinaison.  Nous  allons  en  donner  un 
exemple,  en  nous  appuyant  sur  le  théorème  précédent  (817). 

Soit  un  produit  de  quatre  facteurs  imaginaires,  dont  les  deux  pre- 
miers sont  conjugués,  ainsi  que  les  deux  derniers. 

P  —  (rt  —  bi)  {a  —  /;/  I  (c  —  di)  (c  —  di). 

Si  Ion  multiplie  séparément  les  deux  premiers  facteurs  et  séparé- 
ment les  deux  derniers,  ce  qui  est  permis  d'après  le  théorème  rappelé, 
on  a  (81i) 

Si  l'on  multiplie  ensuite  séparément  le  premier  et  le  troisième,  puis 
le  second  et  le  quatrième  facteur,  il  vient  (813) 

P  ==  [{ar  —  bd)  -h  (ml  -^  bc)i]  [u/c  —  bd  )  —  {ad  —  bc)i\. 

c'est-à-dire,  les  deux  nouveaux  facteurs  étant  conjugués, 

P  =  (  ac  —  hdy-—  {ad  -i-  bcy- . 

Si  l'on  multiplie  entin  séparément  le  premier  et  le  quatrième,  puis  le 
second  et  le  troisième  facteur,  on  trouve  de  même 

P  =  [{ac  -r-  bd)  —{ad  -  bc)i]  [(ac  -h  bd)  -i-  {ad  —  bc)i], 

c'est-à-dire 

P  =  (ac  —  bdy- -r-  {ad  —  bc)-. 
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En  rapprochant  les  trois  valeurs  de  P,  on  trouve  alors  cette  formule 
remarquable,  dans  le  second  membre  de  laquelle  les  signes  supérieurs 
et  inférieurs  doivent  être  pris  ensemble, 

in'-  ^  ù^){c'-^  d-^)  =  {ac  =  hdy--^{ad  —  bcf. 

Cette  formule  exprime  que  le  produit  de  deux  sommes  de  deux 
carrés  est  lui-même  e'gal,  et  cela  de  deux  manières  différentes,  à  la 
somme  de  deux  carre's. 

Il  est  très  aisé  de  pamenir  directement  à  ce  résultat  {Alg. 
éléin.,  30,  IVj;  mais  cette  application  montre  néanmoins  tout 
le  parti  ((u'on  peut  tirei",  dans  la  Théorie  des  nombres,  de 
l'introduction  des  imaginaires. 


Du  module. 

820.  On  appelle  module  de  l'expression  imaginaire  a  -j-  bi 
le  nombre  réel  et  positif  —  \ja}  -^  b-. 

Deux  expressions  imaginaires  conjuguées,  a  -i-  bi  el  a  —  bi, 
ont  même  module,  et  leur  produit  est  égal  au  carré  de  ce  m,o- 
dule{Siï). 

On  estime  la  grandeur  d'une  quantité  imaginaire  a  -+-  bi 
par  celle  de  son  motiule. 

Lorsque  le  module  devient  nul,  il  en  est  de  même  de  la  quan- 
tité imaginaire,  et  réciproquement. 


D'ailleurs,  pour  que  le  module  -t-\  a-  -h  b-  devienne  nul,  il 
faut  et  il  suffit,  puisque  a-  et  b-  sont  des  quantités  essentiel- 
lement positives,  qu'on  ait  à  la  fois 

a  =  o,         6  =  0. 

Le  module  d'une  quantité  réelle  est  cette  quantité  elle- 
même  prise  positivemen  t . 

821 .  I.  Le  module  d'un  produit  de  /acteurs  imaginaires  est 
égal  au  produit  des  modules  des  facteurs. 

Soient  d'abord  les  deux  facteurs  a  h-  bi  et  c  -i-  di.  On  a  (813) 
(rt  +  bi)  (c  -h  di)  ^={ac  —  bd)  -t-  {ad -h  bc)i. 
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Le  module  du  produii  est  donc  é^al  (820)  à 


\!{ac  —  bdy  +{ad+  bcf  =  \'a- c"- -h  h' cl'  +  a\P  +  bH- 
—  \/{a'+  b-){c'--^  cl-)  —  \f(ï^^b-, \/c' -^  cP. 

Le  lliéorème  étanl  ainsi  établi  dans  le  cas  de  deux  facteurs, 
on  retend  facilement,  par  un  mode  de  raisonnement  connu  et 
déjà  souvent  employé,  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de 
facteurs. 

Soit,  par  exemple,  le  produit  de  quatre  facteurs  imaginaires 
que  nous  désignerons,  pour  plus  de  rapidité,  par  les  lettres  a, 
(3,  y,  ô.  Nous  aurons  successivement 

inod  (  a,3/o  )  =  mod  (  x^y  ) .  mod  6, 
mod  (  ajSy  )    =  mod  (  a^  ) .  mod  y, 
mod(ar3)     rr:  mod  a.  mod  [3, 

d'où,  en  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre  et  sim- 
plifiant, 

mod  (  aj3yô  )  =^  mod  a. .  mod  ,3 .  mod  y .  mod  ô. 

Ce  résultat  prouve  évidemmenl  que  le  produit  d'cmtant  de  sommes 
de  deux  carrés  qu'on  voudra  est  encore  égal  à  la  somme  de  deux  carrés. 
C'est  la  généralisalion  du  llicorèmc  démontré  au  u"8l9. 

822.  IL  Pour  qu'an  produit  de  facteurs  imaginaires  soit 
nul,  il  faut  et  il  suffit  cjue  l'un  des  facteurs  soit  nul. 

Le  théorème  est  évident  pour  un  produit  de  facteurs  réels. 
Il  s'agit  de  l'étendre  au  cas  de  facteurs  imaginaires. 

Or,  si  un  produit  de  facteurs  imaginaires  est  nul,  son  mo- 
dule l'est  également  (820).  Ce  module,  étant  le  produit  des 
modules  des  facteurs  (821),  est  un  produit  de  facteurs  réels, 
et  même  positifs.  Il  ne  peut  donc  être  nul  que  si  l'un  de  ses 
facteurs,  c'est-à-dire  le  module  de  l'un  des  facteurs  imagi- 
naires, est  nul.  Mais  alors  ce  facteur  imaginaire  est  nul  lui- 
même,  et  la  condition  indiquée  est  nécessaire.  Elle  est  d'ail- 
leurs suffisante;  car,  si  l'un  des  facteurs  imaginaires  est  nul, 
son  module  est  nul,  ce  qui  entraîne  la  nullité  du  module  du 
produit  cl,  par  conséquent,  celle  du  produit. 
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Division. 


823.  Diviser  l'expression  imaginaire  a+  bi  par  l'expression 
imaginaire  c  +  cli,  c'est  trouver  une  expression  de  même  forme 
qui,  multipliant  c  -{-  dl,  reproduise  a  +  bi  {Alg.  élém.,  40). 

Représentons  le  quotient  cherché  par  x  -^ri,  x  et  y  étant 
deux  quantités  réelles  à  déterminer.  Nous  devrons  avoir 


a  H-  6f=  (c  +  di)  {x  -+-/0  ^=  (ex  —  dy)  +  {dx  4-  cy)i; 
le  comme  conséquences  (810)  1 

ex  —  dy  =  a,         dx  +  cy  =r  b. 


ce  qui  entraîne  comme  conséquences  (810)  les  deux  équa- 
tions 


On  en  déduit 


de  sorte  que  l'on  a 


bd  _  ^^  —  ^^ 

W         ^'  ~  c'-  +  d'  ' 


a  -+-  bi        ac  4-  bd        bc  —  ad  . 
c  +  di         c^  -h  d'^  c-  -H  d'^ 

On  voit  que  le  prohième  est  toujours  possible,  qu'il  n'admet 
qu'une  seule  solution  et  que  le  quotient  de  deux  imaginaires 
du  second  degré  est  une  imaginaire  de  môme  forme. 

82i.  On  peut  arriver  plus  rapidement  au  résultat,  en  remar- 

\ 
quant  qu'on  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction  =r  à  termes 

imaginaires,  lorsqu'on  multiplie  ses  deux  termes  par  une 
même  quantité  réelle  ou  imaginaire,  telle  que  C.  Et,  en  effet, 
si  l'on  représente  par  Q  le  quotient  imaginaire  qu'on  vient  de 
trouver,  on  a 

A  =  BQ. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  C,  on 
a  (817) 

AG  =  BQC  =  BCQ 

ou,  en  divisant  de  part  et  d'autre  par  BC, 

BC       ^       B 

On  peut  donc  écrire  immédiatement,  en  multipliant  les  deux 
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termes  de  la  fraction  par  l'imaginaire  conjuguée  c  —  di  du  dé- 
nominateur c  -i-  di.  (814), 

a  -\-  bi  (a  -h  bi)  {c  —  di)  ac  ■+-  bd        bc  —  ad  . 


c  H-  di  c^  H-  d-  c-  H-  d'^  c-  +  d^ 

825.  Si  l'on  considère  une  équation  du  premier  degré  à  une 
inconnues,  où  les  coefficients  soient  quelconques,  c'est-à-dire 
réels  ou  imaginaires,  on  peut  la  ramener  à  la  forme  habituelle 
Aa^=:B,  A  et  B  étant  des  quantités  imaginaires.  11  résulte  de 
ce  qui  précède  que  cette  équation  admettra  pour  ^  une  valeur 
imaginaire,  et  une  seule;  ce  qui  suffit  pour  montrer  que  la 
théorie  des  équations  linéaires  n'est  pas  modifiée  par  l'exis- 
tence des  coefficients  imaginaires. 


Puissances. 

826.  Examinons  d'abord  les  puissances  successives  de  \^ —  i 
ou  de  i. 


i'-=z—i. 


On  a  d'abord  (803) 

On  a  ensuite 

i*  =  i-  iz=  —  i,         i^  z^i^iz=  —  /-  ^  -f- 1 , 

et,  en  continuant, 

r''  m  /,         «^  =:  —  I ,         r  =:  —  i,         /^  =  -i-  I ,  .... 

La  quatrième  puissance  ï*  étant  égale  à  4-i,  il  est  clair  que 
les  résultats  obtenus  pour  les  quatre  premières  puissances  de  i 
vont  se  reproduire  ainsi  périodiquement  et  indéfiniment,  de 
sorte  qu'on  peut  écrire  d'une  manière  générale,  p  étant  un 
entier  quelconque  (150), 

ï'p     =(  r  )/'=:  +  1 ,         i*p^^  =  ï'i'  i  ■=-{-  i, 

l^P+-  =  i'P  i2  —  _  I  ,  i^P  +  S  _  i^p  p  —  _  i^ 

On  voit  que  les  puissances  paires  de  i  sont  réelles  et  égales 
à  ±  i,  suivant  que  l'exposant  est  de  la  forme  .\p  ou  4p-\-2, 
tandis  que  les  puissances  impaires  sont  imaginaires  et  égales 
à  ±.  i,  suivant  que  l'exposant  est  delà  forme  ^p-\-i  ou  4/^ +  3. 
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827.  m  étant  un  nombre  entier  positif,  passons  maintenant 
à  la  recherche  de  la  w'"^™"  puissance  de  l'imaginaire  a  +  bi. 

Il  est  évident  qu'on  obtiendra  comme  résultat  une  imagi- 
naire de  même  forme,  puisqu'on  a  à  multiplier  entre  eux 
m  facteurs  égaux  k  a  +  bi  (813). 

On  peut  d'ailleurs  elfectuer  le  développement  de  (a-hbi)'" 
à  l'aide  de  la  formule  du  binôme  (255);  il  vient 

((7+  bt)'"  =  a'"  -f-  —  a"'-i  bi 
I 

7?i(m — i)  ,,1-,       m  (m — i)( 771  —  1) 

1.2  1.2.3 

7)1  (771  —  i)  (7)1  —  2)  (/H  —  3)  ,  ,  ,  . 

1.2.3.4 

Si  nous  remplaçons  les  puissances  successives  de  i  par  les 
valeurs  trouvées  au  numéro  précédent,  c'est-à-dire  les  puis- 
sances paires  par  —  i  et  +1,  et  les  puissances  impaires  par 
4-  <  et  —  /,  nous  aurons 

,,  fit  M         -M         •  tu       \       lit-       1       I 

(r/ 4-60'"=  «'"H a"'-^bi ^ a'"-^- b- 


-f- 

771 

I 

bi- 

/n 

(771- 
I  .  2 

—  a'" 

-2 

ni [ni  — 

lUw 

— 

2) 

^bH 

I 

.2.3 

4- 

7?î  {m  — 

■l){77l 

-  2)  (/?? 

-3) 

a 

1.2.3 

On  remarque  alors  que  les  termes  du  développement  sont  al- 
ternativement réels  et  imaginaires  et  que,  à  deux  termes  po- 
sitifs, succèdent  régulièrement  deux  termes  négatifs.  Si  l'on 
sépare  les  termes  réels  et  les  termes  imaginaires,  en  mettant 
dans  ces  derniers  /  en  facteur  commun,  les  signes  +  et  — 
alterneront  dans  chaque  parenthèse,  et  nous  pourrons  écrire 
finalement 

,  . .  r  '"  f^'"  —  0  0/  ^       '"  (>n  —  I  )  (,  w  —  2)  (771  —  3  ) 

bi)'"  =  \a"' ■a"'-^ù^--. ^-i '  ax'-'^b''- 

L  '  •  2  1 . 2 . 3 . 4 

['"  ,  ,        7/1  ( 771  —  i)ini  —  •?, )  ,  , 

I  1.2.3 

Les  parenthèses  représentant  deux  quantités  essenliellement 
réelles  A  et  B,  on  a  donc  bien 

(a  -h  biy"  =  k  -f-B«. 
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Le  développement  de  («  —  bi)'"  ne  diffère  du  précédent  que 
par  le  changement  de  b  en  —  b  ou,  si  l'on  veul,  de  i  en  —  i 
(261).  Par  suite,  on  a  égalenienl 

{a  —  biy"r^\  —  V>i. 

En  rapprochant  ces  deux  résultats,  on  peut  énoncer  cette 
remarque  importante  :  les  puissances  semblables  de  deujc  ima- 
ginaires conjuguées  sont  elles-mêmes  des  imaginaires  conju- 
guées. 

En  multipliant  memhre  à  membre  les  deux  relations  précé- 
dentes, on  trouve  encore 

{a'- -^  b-^Y"  =  \^  +  W     [819,821]. 

828.  Considérons  une  fonction  entière  de  jo  (iW)  ou  un 
polynôme  entier  en  x  de  la  forme 

Y{x)  =AoJ?"'  + A,.r'"-'  + A2j:'"--  +  .  . .  + A,„_i.-r  +  A„,, 

à  coefficients  quelconques,  réels  ou  imaginaires. 

On  a  souvent  à  remplacer  x  dans  un  pareil  polynôme  par 
une  valeur  imaginaire  a  +  bi.  11  est  clair  que  le  résultat  de 
cette  substitution  sera  encore  une  imaginaire  de  même  forme. 
En  effet,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  (827),  toute  puissance 
entière  de  a  +  bi  est  une  imaginaire  de  même  forme  et,  si 
on  la  multiplie  par  une  quantité  imaginaire,  le  produit  satis- 
fera encore  à  la  même  condition  (813).  En  réunissant  les 
résultats  obtenus  pour  chaque  terme,  on  aura  donc  finale- 
ment (811) 

Y{a-^bi)  =  P  -hQi. 

829.  On  peut  se  demander  si,  en  substituant  à  la  place  de  d\ 
dans  F(.r),  l'imaginaire  conjuguée  de  la  première  substitu- 
tion, c'est-à-dire  a  —  bi,  on  trouvera  un  résultat  conjugué  du 
précédent.  11  y  a  alors  deux  cas  à  distinguer. 

Si  tous  les  coefficients  du  polynôme  considéré  sont  réels,  le 
terme  \„x",  par  exemple,  devient  simplement 

A„(a  —  bi)"     au  lieu  de     A„(a+  bi)", 

et  les  deux  résultats  partiels  correspondant  à  chaque  terme 
sont  évidemment  conjugués,  de  sorte  qu'il  en  est  de  même  de 
leurs  ensembles. 
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Mais,  si  le  polynôme  proposé  renferme  des  coejjlcients  ima- 
ginaires, si  l'on  a,  par  exemple,  A„  =  a„  +  (3,,/,  les  deux  ré- 
sultais partiels  à  comparer  sont 

(  a„  +  (3„  0  (  «  +  biy     et     (  a„  +  |3„  /)  (  a  —  hi)  '' , 

et  ils  ne  sont  plus  conjugués,  puisque  i  ne  change  de  signe  que 
dans  l'un  des  facteurs  des  deux  produits.  Par  suite,  les  ensem- 
bles des  résultats  obtenus  ne  sont  pas  eux-mêmes  conjugués. 
Ce  n'est  donc  que  dans  le  cas  oà  tous  les  coefficients  du  po- 
lynôme proposé  sont  réels  que  les  valeurs  conjuguées  de  x 
donnent  des  résultats  conjugués  et  qu'on  peut  écrire 

F(a4-Z^0=P  +  Q'.         l^{a  —  bi)^V  —  qi. 
Cette  observation  nous  sera  utile  plus  tard. 

830.  Soit  une  fraction  à  termes  imaginaires 

a  -1-  /;/■ 
c  -t-  di 

Si  l'on  remplace  chaque  terme  par  l'expression  conjuguée,  la 
fraction  obtenue 

a  —  bi 

c  —  di 

est  conjuguée  de  !a  première,  puisque  l'on  a  (Sa*) 

a  —  bi {a  —  bi)  (c  +  di) 

c  —  di  c'^  -+-  d^ 

11  en  résulte  (829)  que,  si  l'on  considère  une  fonction  ration- 
nelle de  jc  (44-7)  de  la  forme 

AqX'" -4-  A ,  .j-'"-'  +  A.,3-"'-^-  +  ■  ■  ■  +  A,„^i .r  ^  A,„ 

et  si  tous  les  coefficients  de  la  fonction  sont  réels,  on  obtient 
deux  fractions  conjuguées  en  substituant  à  la  place  de  x,  dans 
la  fonction,  deux  imaginaires  conjuguées  a  +  6t  et  a  —  bi. 

Racines. 

831.  Proposons-nous  d'abord  d'extraire  la  racine  carrée  de 
la  quantité  imaginaire  a -t-  bi.  Il  faut  chercher  une  quantité 
imaginaire  x  -\-  yi  qui,  élevée  au  carré,  reproduise  a  +  bi.  On 
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doit  donc  avoir 

{■r+yiY  =  a+bi 
on,  en  développanl  Je  carré  du  premier  membre, 
■^^  —  J'  +  2  xy  i  z=za  -h  bi. 
Il  en  résulte  (810) 

^'  —  J^  =  <^' >  2  xy  =L  h. 

En  éliminant  j  ent^e  ces  doux  équations,  on  trouve,  par  la 
substitution  de  j=  --  dans  la  première,  lequation  bicarrée 

4->P*—  ^ax-—b'-—o, 
d'où 


~  V^  2 


Comme  ^  et  r  doivent  avoir  des  valeurs  réelles,  on  ne  peut     i 
conserver  pour  x  que  les  deux  valeurs  '■ 

y,  à  son  tour,  admet  donc  les  deux  valeurs  correspondantes 
•^         ix  


ou,  par  des  transformations  faciles  {Alg.  élém.,  30,  II), 

On  doit  assembler  les  signes  des  valeurs  de  x  et  de  y  de 
manière  que  le  produit  xy  reproduise  -•  On  a  donc  finale- 
ment 


a  -h  \ld'-  +  b'^ 


On  trouverait  de  même 


'  - 

-  a  + 

sjo" 

H- 

b^ 

•1 

— 

«  + 

^ITc^ 

-1- 

T^ 
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Les  racines  carrées  de  deux  imaginaires  conjuguées  sont 
donc  elles-mêmes  conjuguées. 

[On  peut  comparer  ce  qui  précède  avec  la  marche  suivie 
en  Algèbre  élémentaire  {Alg.  élém..  266).] 

832.  On  voit  que  la  quantité  imaginaire  «  ^  Z;/ a  toujours 
deux  racines  carrées  de  même  forme  qu'elle,  et  que  ces  ra- 
cines sont  égales  et  de  signes  contraires. 

Il  en  résulte  que  l'équation  du  second  degré  à  une  in- 
connue et  à  coefficients  imaginaires  peut  être  traitée  absolu- 
ment comme  l'équation  à  coefficients  réels,  et  qu'elle  admet 
deux  racines  imaginaires  de  la  forme  habituelle. 

833.  L'équation  bicarrée 

ax*  -^  bx--\-  c  =^0 
a  pour  expression  de  ses  racines  (.1/^.  élém.,  260,  26i) 


V 


—  b±\j  b- —  \ac 
ia 

Si  l'on  a  6-— 4ac<o,  les  quatre  racines  de  l'équation, 
toujours  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  sont 
imaginaires  (831). 

.r^  étant  une  quantité  imaginaire,  il  y  a  lieu  d'appliquer, 

pour  obtenir  x,  le  calcul  indiqué  au  n"  831  pour  extraire  la 

racine  carrée  de  l'expression  a  +  bi.  On  arrivera  évidemment 

au  résultat  cherché  en  remplaçant,  dans  les   formules   du 

b                     \  \ac  —  b-         ,,  c         V- 

n"  831,  a  par  -  —  et  Z.  par  — ou  b-  par  -  -  t^' 

On  aura  ainsi 


(i/--k-^\/h^'a''J^ ± iW  -jl^^Va^ 


a 


ou,  après  simplifications. 


Kv^-^Vl^v: 


b  fc     ,    .,    /  b  le 


83i.   Si  l'équation  bicarrée  à  une  inconnue  a  ses  coeffi- 
cients imaginaires,  on  peut  la  traiter,  d'après  ce  qui  précède, 
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comme  l'équation  bicarrée  à  coefficients  réels,  cl  l'on  est 
conduit  à  quatre  racines  imaginaires,  deux  à  deux  égales  et 
de  signes  contraires,  de  la  forme  habituelle. 

835.  Extraire  la  racine  ni'''""'  de  la  quantité  imaginaire 
a  +  hi,  c'est  trouver  une  quantité  imaginaire  de  môme  forme 
qui,  élevée  à  la  m'^'"«  puissance,  reproduise  la  quantité  pro- 
posée. 

Nous  résoudrons  complètement  cette  question  dans  le  Cha- 
pitre suivant,  qui  traite  de  l'introduction  des  rapports  trigo- 
nométriques  dans  les  expressions  imaginaires,  et  des  consé- 
quences qui  en  résultent  au  point  de  vue  de  la  facilité  des 
démonstrations  et  des  calculs. 
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CHAPITRE  III. 

liNTRODUCTIOX  DES  RAPPORTS  TRIGONO-MÉTRIQUES   DANS  LES 
EXPRESSIONS  IMAGINAIRES.  —  CONSÉQUENCES. 


Forme  nouvelle  donnée  à  l'expression  imaginaire  a  -^  bi. 

836.  Soil  l'expression  imaginaire  a  -i-  bi. 
r  étant  un  nombre  positif  et  a  un  certain  angle,  on  peut 
toujours  poser 

(i)  a  =  /'COS«,  b^rsiny.. 

En  élevant  ces  deux  relations  au  carré  et  en  les  ajoutant 
membre  à  membre,  il  vient  {Trigon.,  3i) 

a- H-  b-=  /'-(sin-a  +  cos-a)  =^  r-, 
d'où 


(a)  r  =  ^\a^-\-b-. 

r  étant  connu,  les  relations  (i)  donnent 

,-.  a  a  .  b  b 

(3)  cosa  =  -=: ; ■.         sma=:-  = ; 

r        ^^a'-+b''  ''        ^s/a'--^b' 

En  remplaçant  a  et  b  par  leurs  valeurs,  il  vient 

(4)  rt  4- 6«'= /'(cosa  +  «  sina). 

Telle  est  la  forme  nouvelle  qu'on  peut  donner  à  toute  ima- 
ginaire du  second  degré. 

Le  nombre  positif  /■  =  -+-  \/a-  +  b-  est  le  module  de  la  quan- 
tité imaginaire  (820),  l'angle  a  est  son  argument. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  module  /'  a  une  seule 
valeur,  parfaitement  définie;  mais  que  l'argument  a  est  sus- 
ceptible d'une  infinité  de  valeurs. 
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En  effet,  l'angle  a.  est,  d'après  les  relations  (3),  déterminé 
par  son  sinus  et  par  son  cosinus.  Il  a  donc,  en  le  supposant 
mesuré  sur  le  cercle  Irigonométrique,  une  valeur,  et  une 
seule,  de  o  à  271  (voir  la  Trigon.).  Mais  on  peut  ensuite,  sans 
modifier  l'expression  imaginaire,  faire  varier  a  d'un  multiple 
quelconque  de  27:  (  Trigon.,  12,  18).  En  désignant  par  a,  la 
l)remière  valeur  de  a  entre  o  et  27:,  et  par  k  un  entier  quel- 
conque positif,  négatif  ou  nul,  on  aura,  par  conséquent, 

(5)  a  =  3^0 4- 2/17:. 

837.  Pour  que  deux  imaginaires  sous  forme  trigonomé- 
Irique  soient  égales,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  aient  même 
module  et  des  arguments  qui  soient  égaux  ou  qui  diffèrent 
d'un  nombre  entier  de  circonférences  2 A-  (810,  836). 

Pour  qu'une  imaginaire  Irigonométrique  soit  nulle,  il  faut 
et  il  suffit  que  son  module  soit  nul  (820,  822). 

Deux  imaginaires  Irigonométriques  sont  égales  et  de  signes 
contraires,  lorsqu'elles  ont  même  module  et  que  leurs  argu- 
ments diffèrent  de  t.  ou  d'un  nombre  impair  quelconque  de 
demi-circonférences  (  Trigon..  11,  17). 

Deux  imaginaires  Irigonométriques  conjuguées  (809)  ont 
même  module  et  leurs  arguments  ont  une  somme  égale  à  271 
ou  à  un  nombre  entier  quelconque  de  circonférences  (7^/7- 
gon.,  13,  19). 

838.  Les  imaginaires  Irigonométriques  par  lesquelles  nous 
venons  de  remplacer  les  imaginaires  complexes  renferment 
les  quantités  réelles  et  les  imaginaires  simples  (803). 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  A  un  module  quelconque  (836), 
on  a  successivement 


H-  A    =  A  (coso  -+- 

«  sine). 

—  A    =A(cos7:-i- 

«  sinTï), 

+  A  i  =  A  (  cos  - 

-^  isin-  ) 
2/ 

—  Af  =  A  (cos  — 

.  .    37: 
-r-  i  sin 

839.  Nous  allons  reprendre,  au  point  de  vue  de  la  nouvelle 
notation  adoptée,  les  quatre  opérations  supérieures  sur  les 
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imaginaires.  Quant  à  l'addition  et  à  la  soustraction,  nous 
n'avons  rien  à  ajouter  à  ce  qui  précède  (811),  et  nous  nous 
contenterons  de  démontrer  le  théorème  suivant,  qui  se  rat- 
tache à  ces  opérations. 

Module  d'une  somme  ou  d'une  différence. 

840.  Le  module  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux 
expressions  imaginaires  est  compris  entre  la  somme  et  la  dif- 
férence des  modules  de  ces  expressions. 

Soient  les  deux  expressions  imaginaires 

;■  (cosa  H-  /sin  a),     /•'(cosa'+  / sina'). 

La  somme  ou  la  différence  de  deux  expressions  imagi- 
naires étant  une  expression  de  même  forme  (811),  on  peut 
poser 

/■(cosa  4-  /  sina)  ±  /'(cosa'-f-  «  sina')  =:  R(cosA  +  /sinA). 

On  en  déduit  immédiatement  (810) 

/•  cosa  ±  /■'  cosa'=:  R  cosA, 
/•  sina  ±  /•'  sina'  =:  R  sin  A. 

On  tire  facilement  de  ces  égalités,  en  les  élevant  au  carré, 
en  les  ajoutant  ensuite  membre  à  membre  et  en  extrayant  la 
racine  carrée  du  résultat  (  Trigon.,  53), 


R  =  \//--=:  2/7-'  cos(a  — •  a')  +  /■'-. 

On  a  donc,  pour  le  module  R  du  résultat,  quantité  essen- 
tiellement positive  (820,  836),  dans  le  cas  de  l'addition  comme 
dans  celui  de  la  soustraction,  et  les  limites  supérieure  et  in- 
férieure de  cos(cx  —  a')  étant  h-  i  et  —  i, 


R5  v\/- H- /•')-        ou        R  S /■  +  /•' 

et  

R>vV'-  '-')-        ou        R>±  (/•  —  /■'). 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  le  module  de  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  d'expressions  imaginaires  ne  peut  être 
supérieur  à  la  somme  des  modules  de  ces  expressions. 
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Multiplication 
8il.  Soit  à  multiplier  les  deux  expressions 

/•(cosa  +  isina),     r'{cosy.' -h  isinx'). 
Nous  obtiendrons,  en  remplaçant  toujours  /^  par  -  i, 

/•/•'[(  cos«cos«'-sin5fsina')^,-(sinacos=.'+cosasiny)], 
c'est-à-dire  {Triton.,  53) 

/•/■'[ cos (  a  -(-  a')  4-  <'sin(  a  +  a')]. 

Pour  muUipUer  l'une  par  Vautre  deux  expressions  imagi- 
naires sous  forme  trigonométrique,  il  suffit  donc  de  multi- 
plier leurs  modules  et  d'ajouter  leurs  arguments. 

Cette  règle  s'étend  sans  peine  à  un  nombre  quelconque  de 
acteurs.  Amsi,  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs imaginaires  s'obtient  en  multipliant  leurs  modules  et  en 
ajoutant  leurs  arguments. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  : 

1°  Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  change  pas,  lors- 
qu  on  change  d'une  manière  quelconque  l'ordre  des  fac- 
leurs  (817);  -^ 

2'>  Le  module  d'un  produit  de  facteurs  imaginaires  est  és>al 
au  produit  des  modules  des  facteurs  (821  ). 

Division. 

8i2.  La  division  étant  l'opération  inverse  de  la  multiplica- 
t.on,  s.  1  on  a  à  diviser  l'une  par  l'autre  les  deux  expressions 

'(cosx-i-ismx),     /-'(cosa'+Zsina'), 
le  quotient  est  évidemment  égal  à 

/• 

p  Lcos(a  — a')  -H/sin(a  — a')]. 

En  effet,  en  multipliant,  suivant  la  règle  précédente  (8il) 
ce  résultat  par  le  diviseur,  on  retrouve  bien  le  dividende.      ' 
Le  quotient  de  deux  imaginaires  trigonométriques  s'ob- 


ALGEBRE    SUPERIEURE.  29 

lient  donc  en  divisant  le  module  du  dividende  par  celui  du 
diviseur  et  en  retranchant  V argument  du  diviseur  de  celui 
du  dividende. 

Puissances,  formule  de  Moivre. 

8i3.  m  étant  entier  el  positif,  on  veut  élever  à  la  puis- 
sance m  l'expression  imaginaire 

/•(cosa  -+-  /sina). 

Si  l'on  applique  alors  la  règle  trouvée  pour  la  multiplica 
tion  (8il)  au  cas  de  m  facteurs  égaux  entre  eux,  il  vient 

[/•(cosa  -i-  «sin «)]'"=  /-'"(cosma  -\-  i sinm  a). 

On  voit  que,  pour  élever  une  imaginaire  trigonométrique 
à  une  puissance  entière,  on  élève  le  module  à  cette  puissance 
et  Von  multiplie  l'argument  par  l'exposant  de  la  puissance. 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  le  module  r  égal  à  l'unité, 
on  a 

( cos  y.  -r-  i  sin  y.)'"  :=  cos  m  y.  -\-  i  sin  m  y.. 

Cette  égalité  remarquable  constitue  la  formule  de  Moivre,  du 
nom  du  géomètre  français  qui  l'a  découverte  (1667-1704). 
Il  est  utile  de  remarquer  que  le  développement  de 

(cosa  —  f  sina)'" 

ne  peut  différer  de  celui  de 

(cosa  -h  ?  sina)'" 

que  par  les  signes  des  termes  qui  renferment  les  puissances 
impaires  de  /  (827).  On  a  donc  aussi 

(cosa  —  i  sin  a)'"  :=  cos  m  a  —  i  sin/«  a. 

8i4-.  Quand  on  suppose  le  module  égal  à  l'unité  dans  une 
imaginaire  trigonométrique,  on  la  qualitie  {{'expression  ré- 
duite. 

Le  produit  de  deux  imaginaires  conjuguées  étant  toujours 
égal  au  carré  de  leur  module  commun  (820),  si  l'on  divise 
r  unité  par  une  expression  réduite,  on  a  pour  quotient  la  con- 
juguée de  cette  expression'réduite.  Ainsi 

I  .    . 

r—. —  =:  cosa  —  i  sma. 

cosa  +  L  sma 
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845.  La  formule  de  Moivre,  établie  seulement  dans  le  cas 
d'un  exposant  entier  et  positif  (8'i3),  subsiste  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  et  commensurablcs  de  cet  exposant,  qu'il  soit 
entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif.  C'est  ce  que  nous 
allons  montrer. 

Puisque,  par  définition  (129),  la  racine />''™''  d'une  expres- 
sion imaginaire  est  une  autre  expression  imaginaire  qui,  éle- 
vée à  la  puissance  p,  reproduit  la  première,  on  a  bien  (IVO,  liSj 

1 

Cf.  .Cf. 

(i)  (cosa  4-<  sina)'' ;=  cos — h  <  sm  -  • 

P  P 

En  effet,  en  élevant  les  deux  membres  de  cette  relation  à  la 
puissance  entière  /:»,  ce  qui  se  fera  pour  le  second  membre  en 

multipliant,  d'après  la  règle  précédente  (84^3),  l'argument  - 

par  p,  on  trouvera  des  deux  parts  cosa  +  i  sina. 

De  même,  si  l'on  élève  à  la  puissance  entière  m  les  deux 
membres  de  la  relation  (i),  on  aura  encore  (143,  843) 

m 

(2)  (cosa  4-  i  sina)'  =  cos  —  a  -+-  i  sin  —  a. 

P  P 

Enfin,  on  a  aussi  (145),  en  supposant  m  positif,  mais  entier 
ou  fractionnaire  d'après  la  relation  (2), 

T  T 

(cosa  -h  i  sina)~ 


(cosa -H  i  sma)'"        cos/«aH-«  sinma 

ou  (844) 

(cosa  +  i  sina)~"'  =  cos;?ia  —  i?>'\nin  a, 

résultat  qui  revient  évidemment  {Trigononi.,  13,  19)  à 
(3)       (cosa  H-  «  sina)~'"  =  cos( —  m  y.)  -^  i  sin(^ —  ma). 

La  formule  de  Moivre  subsiste  donc  bien  pour  toutes  les  va- 
leurs réelles  et  commensurahles  de  l'exposant,  en  remarquant 
que,  dans  le  cas  où  la  puissance  quelconque  indiquée  dans  le 
premier  membre  de  la  formule  serait  susceptible  de  plusieurs 
valeurs,  notre  démonstration  prouve  seulement  que  le  second 
membre  de  la  formule  est  l'une  de  ces  valeurs. 

Nous  allons  revenir  sur  ce  point  essentiel,  en  cbercbant  à 
obtenir  directement  la  racine  d'ordre  quelconque  d'une  ima- 
ginaire trigonométrique  (835). 
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Racines. 

8i6.  Proposons-nous  d'extraire  la  racine  m'^"^"  de  la  quan- 
tité imaginaire  a  —  bi,  ramenée  à  la  forme  trigonométrique 
/•(cosa  -i-  i  sin^:),  où  a  est  la  plus  petite  valeur  de  l'argument, 
comprise  entre  o  et  2-  (836). 

Admettons  que  celte  racine  7?î'^'"«  soit  une  imaginaire  de 
même  forme,  que  nous  représenterons  par 

p(cosç.j  4-  i  sinoj). 

Si  l'on  élève  cette  dernière  expression  à  la  puissance  /??,  on 
devra  reproduire  la  première.  On  aura  donc,  d'après  la  for- 
mule de  Moivre  (8i3), 

/■(cosa  -1-  /  sina)  ^  p"'(cos7??oj  -+-  is\nm  w). 

Pour  que  ces  deux  imaginaires  soient,  en  effet,  égales,  il  faut 
et  il  suffit  que  leurs  modules  soient  égaux  et  que  leurs  argu- 
ments soient  égaux  ou,  d'une  manière  générale,  diffèrent  d'un 
nombre  exact  de  circonférences  (836).  Nous  poserons,  par 
suite, 

(i)  p'"  =  r        ou         p  =  "\/7- 

et 

.    ,  ,  aH-2A-7: 

(  2  )  ni  oj  =  a  -i-  2  A  -  ou  OJ  zz:  • 

m 

II  en  résulte  que,  pour  extraire  la  racine  /?i'^™'=  d'une  ima- 
ginaire trigonométrique,  il  faut  extraire  la  racine  nV^"^^  du 
module  et  diviser  par  m  la  valeur  générale  de  l'argument. 
Ainsi,  nous  écrirons,  ce  qui  n'est  qu'une  transformation  de  la 
formule  de  Moivre, 


a 


ik-        .   .     y- -^  '->.!(- 


o  )     \  /(cos  X  -h  i  sin  y.)  =  \'  ri  cos '-  i  sin 

et  c'est  bien  encore  une  imaginaire  de  même  forme. 

Il  faut  maintenant  démontrer  que  le  second  membre  de  la 
formule  (3)  a  exactement  m  valeurs  distinctes  et  n'en  a  pas 
davantage. 

D'abord,  le  module  r  est  une  quantité  essentiellement  po- 
sitive, et  il  doit  en  être  de  même  du  module  "\^-  qui  n'aura 
ainsi  qu'une  seule  valeur. 
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Cela  posé,  attribuons  à  l'entier  indéterminé  k  les  m  valeurs 

successives  o,  \,  ■?.,...,  m  —  i.  Nous  obtiendrons,  pour  l'argu- 

y.-^ikr..  , 

ment  ?  les  m  valeurs 

m 

y.        a        271        y.        /jt:  a        2(//î  — 1)7: 

—  j 1 » 1 ;        •••5 i 

m       m        m        m         m  ni  m 

Toutes  ces  valeurs  sont  distinctes  et  moindres  que  la  circon- 
férence 2  71.  11  suffit  de  le  prouver  pour  la  plus  grande  d'entre 
elles.  Or  on  a  bien 

a         2  (m  —  1)7:  a  2  ti 

-     H —       ou        ■ \-  2K <2  7:, 

m  fil  m  m 

puisque,  par  hypothèse,  a  est  moindre  que  27:. 

Les  m  premières  valeurs  de  l'argument  étant  ainsi  distinctes 
et  moindres  que  la  circonférence  27:,  aucun  de  ces  arcs  ne 
pourra  avoir  à  la/ois  le  même  sinus  et  le  même  cosinus  qu'un 
autre  d'entre  eux,  et  les  m  valeurs  correspondantes  du  second 
membre  de  la  formule  (3)  seront  elles-mêmes  distinctes. 

Si  l'on  donne  à  k,  en  continuant,  les  valeurs  m,  m  +  i, 
/?i  H-  2,  . . .,  on  obtient  des  arguments  qui  ne  peuvent  différer 
des  précédents  que  d'un  nombre  exact  de  circonférences.  On 
retrouve  donc,  indéfiniment  et  périodiquement,  les  mêmes  va- 
leurs pour  le  second  membre  de  la  formule  (3). 

Par  exemple,  pour  k  =  m,  on  a 

a  -+-  ikn        a         imii        a 

— 1 := 1-  27;. 


m  m  m 


On  trouvera  donc,  pour  cette  valeur  de  l'argument,  les  mêmes 

valeurs  du  suius  et  du  cosinus  que  pour  —-,  et  ainsi  de  suite. 

'         tn 

Enfin,  si  k  prend  les  valeurs  négatives  —  i,  —  2,  —  3,  . . . , 
on  retrouve  encore,  pour  le  second  membre  de  la  formule  (3), 
les  mêmes  valeurs,  mais  en  ordre  inverse. 

Par  exemple,  pour  A=  —  i ,  on  a 

a  +  2A'7:        a        277 


m  m        m 

qui  diffère  de  27:  de  l'arc 

a  2(n2  — 1)7: 
m  ni 
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Ainsi,  il  revient  au  même  de  faire  A=:— i  ou  /i^m  —  i, 
A-  =  —  2  ou  k  =  /n  —  9.,  .... 

On  peut  donc,  si  l'on  veut,  à  partir  de  A  =z  o,  donner  à  A  des 
valeurs  successives,  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires, 
jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  ni  racines  distinctes,  puisqu'il  n'y 
en  a  pas  davantage. 

En  résumé,  la  racine  d'une  quantité  imaginaire  présente 
autant  de  valeurs  di£[érentes  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  indice  ; 
et,  comme  les  quantités  imaginaires  comprennent  les  quantités 
réelles  (838),  cette  propriété  fondamentale  se  trouve  établie 
pour  les  quantités  réelles  (129),  auxquelles  la  formule  de 
Moivre  est  également  applicable.  On  peut  juger  par  là  des 
conséquences  fécondes  de  l'introduction  des  imaginaires  dans 
la  Science. 

Il  est  évident  que  si,  p  étant  un  autre  entier,  on  avait  à  ex- 
traire la  racine  m'^'""^"  de  l'expression 

[/•(cosa  -h  /  sina:  )]/'  =  rP{cospy.  -+-  is'inpx), 

on  aurait  de  même 


V'[/'(cosa-i-  isina)y'=-  [/-(cosa  -h  <  sina  )]' 


= /•'"  r 


py.  +  o.k-        .    .     ny.  ^-y.kTz 
cos \-  i  sin 


et  que  l'on  obtiendrait  toutes  les  valeurs  distinctes  du  second 
membre  en  substituant  encore  à  l'entier  indéterminé  k  les 
m  valeurs  o,  i,  2,  3,  . . .,  w  ^  i. 

Racines  imaginaires  de  l'unité. 

8W.  La  formule  de  Moivre,  sous  la  forme  qui  convient  à 
l'extraction  des  racines  (8i6),  est 

,  ,     /«/— —. m/-f        y.-^ikT^        .   .     a-H2A7-\ 

(1)  \J  r  {icQ%  y. -^  l  i,\\\  y.)  zzz  ^/-    coS r-fSin • 

\  m  m        J 

Si  l'on  suppose  dans  cette  relation  /•  =  i  et  a  =  o,  c'est-à-dire 
cosa  ^  I  et  sina  =  o,  elle  devient 

,      ,  m/-  lk-  .     .      ik-K 

(2)  y/i^zcos h  i  sin , 

m  m 

et  elle  fait  connaître  les  m  racines  m'''^""  de  Vanité  positive, 
De  C.  —  Cours.  IV.  3 
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quand  on  donne  h  k  les  valeurs  o,  i,  2,  3,  .  .  .,  m  —  \ ,  ou,  ce 
qui  revient  au  même  (8V6),  les  valeurs  o,  h-  i ,  —  i,  —  2,  — 2, 
+  3,  — 3,  ...,  jusqu'à  ce  qu'on  ail  obtenu  m  racines  dis- 
lincles. 

Mais  la  seule  différence,  lorsqu'on  fait  k  ^^  p  ou  kz^  —  p, 
c'est  le  changement  de  signe  du  second  terme  du  second 
membre  dans  la  formule  (2).  On  peut  donc  encore  écrire 

,„.  m,-  ikn    .    .   .    2k~ 

(3)  v/i  =  cos =  i  sm , 

m  m 

et  donner  simplement  à  k,  en  tenant  compte  du  double  signe 
du  second  membre,  les  valeurs  positives  successives  o,  i,  2> 
3,  . .  .,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  m  racines  distinctes. 
On  peut  distinguer  entre  m  pair  et  m  impair. 

i"  m  est  pair. 

On  pose  m  =  ip,  et  l'on  a 

//v  "'/-  kr.  _^  .   .     kr. 

(4)  vi=cos —  dz  <  sm 

P  P 

m 
11  sul'tit  alors  de  donner  à  k  les  valeurs  o,  i,  2,  3,  . .  . ,  /^  ;=  — • 

On  obtient  ainsi,  à  cause  du  double  signe,  2/?  +  2  ou  /?«  +  2  ré- 
sultats; mais  les  deux  résultats  trouvés  en  faisant  />•  ^  o  ou  en 
faisant  k=.p  n'en  font  qu'un  seul  à  cause  de  la  nullité  du 
sinus,  de  sorte  qu'on  n'a  en  tout  que  ni  racines.  Les  résultats 
extrêmes  (pour  k^o  et  k^=zp)  sont  d'ailleurs  -t- i  et  — i. 
Toutes  les  autres  racines  sont  imaginaires  et  conjuguées  deux 
à  deux,  par  suite  réciproques  (8iV). 

2"^  ni  est  impair. 

On  pose  /?î  r=  2/j  ^  1 ,  et  l'on  a 

mr  2  A- 7:       ...       "ik-F. 

(o)  v'i=cos in  ;  sin 

^    '  *  2/J  -i-  I  2/>  + 1 

Il  suffit  alors  de  donner  à  A- les  valeurs  o,  i,  2,  3,  ...,  p  z= 

2 

On  obtient  ainsi,  à  cause  du  double  signe,  2/^-1-2  ou  m  -h  i  ré- 
sultats; mais  les  deux  résultats  trouvés  en  faisant  A  =0  n'en 
font  qu'un  seul  à  cause  de  la  nullité  du  sinus,  de  sorte  qu'on 
n'a  en  tout  que  m  racines.  Le  premier  résultat  (pour  A  =  o) 
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est  d'ailleurs  -i-i.  Toutes  les  autres  racines  sont  imaginaires 
et  conjuguées  deux  à  deux,  c'est-à-dire  réciproques. 

8i8.  Si  l'on  suppose,  dans  la  relation  (i)  du  numéro  précé- 
dent, z'^:!  et  a  =:  7T,  c'est-à-dire  cos  a  :=  —  ietsina  =  o,  elle 
devient 

,       ...  m, (2  A-  +  1)7:     ,      .     .       (2/:  +  l)7i 

il  bui)        V  — i  =  cos^ i-isin-^ ^— , 

m  m 

et  elle  fait  connaître  les  m  racines  m'^'^*'*  de  l'unité  négative 
quand  on  donne  à  k  les  valeurs  o,  i,  2,  . . .,  m  —  i  ou,  ce  qui 
revient  au  même  (846),  les  valeurs  o,  +  i,  —  i,  +  2,  —  2,  +  3, 
—  3,  .  .  .,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  m  racines  distinctes. 

Mais  la  seule  différence,  lorsqu'on  fait/:  =/?  ou  A-^— (/>  +  i), 
c'est  le  changement  de  signe  du  second  ternie  du  second 
membre  dans  la  formule  (2  bis).  On  peut  donc  encore  écrire 

,„,.,  m; (2/f +  1)71     ,      .     .      (2A'^-l)7i 

(3  bis)  V—  I  =  cos  ^^ —  ±  i  sm ■ 

m  m 

et  donner  simplement  à  A",  en  tenant  compte  du  double  signe 
du  second  membre,  les  valeurs  positives  successives  o,  1,2, 
3,  . . .,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  m  racines  distinctes. 
On  peut  encore  distinguer  entre  m  pair  et  m  impair. 

i"  m  est  pair. 

On  pose  m  =  2/?,  et  l'on  a 

,,,.,        m, (2A:-M)7r    ,    .    .     (2A-  +  i)7r 

^  '  '^  2/J  2/? 

11  suffit  alors  de  donner  à  A  les  valeurs  o,   i,  2,  3,   ..., 
PI 

p  —  I  =: I.  On  obtient  ainsi,  à  cause  du  double  signe,  ip 

2 

ou  m  résultats  qui  sont  tous  imaginaires,  et  d'ailleurs  conju- 
gués deux  à  deux  ou  réciproques. 

2"  m  est  impair. 

On  pose  m  =  2/?  +  I,  et  l'on  a 

,.,.,        m, (2A--f- Or    ,    .   .    (2A--[-i)- 

(0  bis)         v'— '  =  cos ±:  f  sin 

^  2/^  +  1  2/»  -h  I 

m  ■ —  I 
Il  suffit  alors  de  donner  à  A- les  valeurs  o,  i,  2,  3,  ...,  p  =: • 
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(3n  obtient  ainsi,  à  cause  du  double  signe,  2/;  + 2  ou  ni  +  i  ré- 
sultats; mais  les  deux  résultats  trouvés  en  faisant  /.=/>  n'en 
font  qu'un  seul  à  cause  de  la  nullité  du  sinus,  de  sorte  qu'on 
n'a  en  tout  que  m  racines.  Le  dernier  résultat  (pour  k=zp) 
est  d'ailleurs  —  i.  Toutes  les  autres  racines  sont  imaginaires 
et  conjuguées  deux  à  deux  ou  réciprociues. 

Racines  des  quantités  réelles. 

84-9.  D'après  ce  qui  précède  (8i6),  la  racine  m'^"'"  d'une 
quantité  réelle  a  m  valeurs,  puisque  les  quantités  réelles  ne 
sont  qu'un  cas  particulier  des  quantités  imaginaires  (838). 

A  étant  une  quantité  réelle,  nous  avons  vu  (130)  que,  dans 
le  cas  de  m  impair,  "y^A  a  toujours  une  valeur  réelle,  et  une 
seule,  de  même  signe  que  A.  Toutes  les  autres  valeurs  de  y/A 
sont  imaginaires.  Dans  le  cas  de  m  pair,  '^X  admet  deux  va- 
leurs réelles  ou  n'en  admet  aucune,  suivant  que  A  est  une 
quantité  positive  ou  négative.  Toutes  les  autres  valeurs  de 
"s/a  sont  imaginaires. 

Nous  allons  montrer  que,  les  racines  imaginaires  d'ordre  771 
de  l'unité  positive  ou  négative  étant  connues  (847,  8i8),  on 
peut  en  déduire  immédiatement  toutes  les  racines  imagi- 
naires de  "\/A. 

A  étant  une  quantité  positàe.  posons 


j  sera  l'une  quelconque  des  racines  /n'^'"*'^  de  +  A  ou  de  —A. 
En  élevant  à  la  puissance  771  les  deux  membres  de  la  relation 
ci-dessus,  il  vient 

(I)  y"'  =  ±\. 

Si  a  est  la  racine  /7i'^"^'=  arithmétique  de  A,  on  peut  poser 

et  remplacer  A  par  a'".  L'équation  (i)  devient  alors 

a"' a;'"  =z  ±  a'" , 
c'est-à-dire 

(  2  )  JC"'=:±l. 
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On  voit  que  ^  n'est  pas  autre  chose  que  l'une  quelconque 
des  m  racines  nv^""^^  de  -i- 1  ou  de  — i  (8i7,  8i8),  suivant 
qu  il  s  agit  de  y  +  Aoude  \J  —  A. 

On  est  ainsi  conduit  à  ce  théorème  : 

Toutes  les  racines  m"^""^^  d'une  quantité positu-e  s'obtiennent 
en  multipliant  sa  racine  ni^^'"^  arithmétique  par  les  m  racines 
jjiiimcs  cle  -\-  i  ;  toutes  les  racines  m'^'""  d'une  quantité  7iéga- 
tive  s'obtiennent  en  multipliant  la  racine  m'^""^  arithmétique 
de  la  quantité  positive  correspondante  par  les  m  racines 
fft'é'nes  ^^  — i  {Alg-  élém.,  équations  binômes,  267  et  suiv.). 

850.  On  peut  dire  d'une  manière  plus  générale  que,  dans 
tous  les  ordres,  les  racines  d'une  quantité  quelconque  s'ob- 
tiennent en  multipliant  l'une  d'elles  par  les  racines  corres- 
pondantes de  l'unité. 

Soit  a  l'une  quelconque  des  valeurs  de  "\/A,  A  étant  une 
quantité  quelconque,  réelle  ou  imaginaire.  Soient  i,  a,  (3,  y, 
ô,  ...,  les  m  valeurs  de  \/i.  Formons  les  m  produits  diffé- 
rents 

«  X  1,     a'X  oi,     <?  X  (3,     «  X  y,     a  ~xo,      .... 

Ils  représentent  les  m  valeurs  de  "\^\  car,  si  on  les  élève  à 
la  puissance  m,  on  obtient  m  résultats 

«'",      a'"  a'",      rt"'j3'",      (7'"y'",      «"'ô'",      ..., 

tous  égaux  à  A.  On  a,  en  effet,  par  hypothèse, 

«'«—A         et         «'«=  ;3'"=y'«  =  â'»  =  . .  .  =  1. 

831.  Cette  règle  s'appliquant  à  l'unité  elle-même,  on  peut 
dire  que,  lorsqu'on  multiplie  successivement  toutes  les  racines 
jj^iemes  ^g  l'unité  par  V une  quelconque  d'entre  elles,  on  ne 
fait  que  les  reproduire  dans  un  ordre  différent. 

C'est  ce  que  nous  allons  vérifier,  par  exemple,  pour  les  ra- 
cines cubiques  de  l'unité. 

En  désignant  l'une  d'elles  par  x,  on  a 


Il  faut  donc  résoudre  l'équation 

X^ —  I  =  G. 

Le  binôme  x'^  —  i  étant  exactement  divisible  par  le  binôme 
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j  —  I  f  l'O,  elle  se  partage  immédiatement  en  deux  autres, 

jc-  —  i  =  o,        a-- -h  r  -}-  i  z=  o  ; 
d'où  les  trois  racines 

j       —  I  -h  i\/T\       —  1  — fy/â 

2  '  2 

Les  deux  racines  imaginaires  sont  bien  conjuguées  et  ré- 
ciproques (847). 

Si  l'on  multiplie  les  trois  racines  par  la  dernière,  on  trouve 

-i-W^       (-  I  4-  /\/3)  (-1-  iJs) 

2  '      ~ 1 =1' 

H- 

—  1  —  /y/s  Y      —  I  4-  «  v/3 


On  voit  en  même  temps,  et  cette  remarque  est  importante, 
que  chacune  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité  est 
le  carré  de  l'autre,  de  sorte  que,  si  l'une  de  ces  racines  est 
représentée  par  a,  l'autre  pourra  l'être  par  a^ 

Calcul  des  radicaux,  lorsqu'on  tient  compte  de  leurs  déterminations 

multiples. 

852.  Nous  n'avons  considéré  précédemment  que  ce  qu'on 
appelle  les  valeurs  arithmétiques  des  radicaux  (131),  et  nous 
avons  donné  (132etsuiv.)  toutes  les  règles  relatives  au  c<7/c«/ 
de  ces  valeurs  arithmétiques.  Mais  un  radical  possédant  (lors- 
qu'on le  prend  dans  toute  sa  généralité)  autant  de  valeurs 
distinctes  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  indice,  il  est  essentiel 
de  revenir  ici  sur  le  calcul  des  radicaux  entendus  de  celle 
manière,  et  de  montrer  que  les  règles  connues  demeurent, 
en  général,  applicables,  les  indices  et  les  exposants  restant 
des  entiers  positifs  quelconques. 

833.  I.  Pour  multiplier  deiLv  (ou  plusieurs)  radicaux  de  même  in- 
dice, on  multiplie  les  quantités  placées  sou.1  ces  radicaux,  et  l'on  af- 
fecte leur  produit  du  radical  commun  (  133  ). 

Il  s'agit  de  démontrer  l'identité 

"^.7b  =  7-0. 

On  peut  dire  simplement  que,  en  élevant  le  premier  membre  de  celte 
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relation,  quel  qu'il  soit,  à  la  puissance  m,  ou  obtient  toujours  AB  (818). 
Ce  premier  membre  représente,  par  conséquent,  l'une  quelconque  des 
racines  m'""*'  de  AB  ou  des  valeurs  du  second  membre.  D'ailleurs, 
chacun  des  facteurs  "\/k  et  V^  ^  "^  valeurs  différentes,  comme  "i/X^. 
Il  en  résulte  que,  si  l'on  multiplie  les  m  valeurs  de  "s/ k  par  l'une  quel- 
conque des  valeurs  de  "\/^^  on  obtiendra  les  tn  valeurs  distinctes  de 
y/AB.  El,  si  l'on  emploie  de  la  même  façon  les  autres  valeurs  de  "s/^. 
on  reproduira  nécessairement,  dans  un  autre  ordre,  les  m  valeurs  de 

"m. 

On  voit  que  l'identité  posée  est  bien  vérifiée;  mais  que,  si  l'on  veut 
ne  pas  laisser  à  son  premier  membre  m-  valeurs,  qui  n'en  font  en  réa- 
lité que  «2,  il  faut  spécifier  qu'on  fera  correspondre  à  chaque  valeur  de 
y/A  une  valeur  spéciale  de  "i/^,  par  exemple,  la  première  à  la  pre- 
mière, la  deuxième  à  la  deuxième,  . . . ,  la  m'"°<'  à  la  m'''""". 

On  peut  aussi,  pour  vérifier  l'identité  posée,  revenir  à  la  forme  trigo- 
nométrique. 

Soient 

A  =  A-]  (  cos  ai  -i-  i  sin  aj  ) , 

B  =  /'s  (  cos  a,  -h-  J  sin  aj  ) . 

On  aura,  d'après  la  formule  de  Moivre  (846),  et  Ai  et  Ao  étant  des 
entiers  quelconques, 


Par  suite  (Sil,i33), 
v/A  y/B  =   \/rxi'i     cos -r-  '  Sin ■ 

D'autre  part,  on  a  (8 il  ) 

AB  =  /■ir2[cos(ai  -f-  ao)  —  i"  sin(ai-f-  a,;] 

et  (8i6) 

/  "'/TÏ7       '"/ /        ai--a.2^2/-    ,    •„-„^i-^  =^2-'^  2^"\ 

(2)      v^AB=  //-ir-Wces ^^ nisin -^^ j, 

/  étant  un  entier  quelconque. 

Si  l'on  rapproche  les  résultats  (i)  et  (2).  on  a  évidemment,  en  raison 
de  l'indétermination  complète  des  entiers  Ai,  A^  et  /,  et  le  diviseur  m 
restant  le  même  (846), 

717b  =  VÂB. 
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8o4.  II.  Pour  dwiser  deux  radicaux  de  même  indice,  on  divise  les 
quantités  placées  sous  ces  radicaux,  et  l'on  affecte  leur  quotient  du. 
radical  commun  (133). 

Il  s'agit  (le  démontrer  ridcntitc 

En  élevant  le  premier  membre  de  cette  relation,  quel  qu'il  soit,  à  la 
puissance  /«,  on  obtient  toujours  ^  (823,  824).   Ce  premier  membre 

représente,  par  conséquent,  l'une  quelconque  des  racines  w''""  de  - 
ou  l'une  quelconque  des  valeurs  du  second  membre. 

U  suffit  de  diviser  les  m  valeurs  de  7Â  par  l'une  quelconque  des 
valeurs  de  Vb  pour  obtenir,  sans  répétition,  les  m  valeurs  distinctes 

y/5(8o3). 

On  peut  aussi  présenter  la  démonstration  en  revenant  à  la  forme  tri- 
gonométrique  (833).  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

833.  111.  Four  élever  un  radical  à  une  puissance,  il  suffit  d'élever  à 
cette  puissance  la  quantité  placée  sous  le  radical  (136). 

Il  s'agit  de  démontrer  l'identité 

(VA)"  =71^. 

No^S  supposerons  d'abord  jh  et  p  premiers  entre  eux. 
/a  a  m  valeurs,  et  il  faut  prouver  que,  en  élevant  chacune  d'elles  à 
la  puissance/),  on  obtiendra  les  m  valeurs  de  "\/Xp. 
êoit 

A  =  /"(cosa  -1-  /sina  i. 

On  aura,  successivement  (  8i6,  130,  8i3), 


cos H-  i  sin  - 


//i 


u;         (7X/  =  7^'  (cos  ^^  ~  ^^^'"  1-  i  sin  g^  -  ■'■P^'^l], 
\  "i  m  ) 

A/'  = /"^(cos/ja -^^ /sinyja), 

(2)     7X^   ^'yvpUo^Pi±2à}±  _^/sin^^^^ti^V 

\  '«  m  ) 

Le  diviseur  m  étant  le  même  de  part  et  d'autre  et  les  entiers  A-  et  A-,, 
complètement  indéterminés,  les  relations (i)  et  (2)  justifient  l'identité  à 
démontrer. 
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856.  Si  m  et  p  ne  sont  pas  premiers  e/itre  eux,  tu  peut  être  multiple 
de  p  ou  présenter  avec  p  un  plus  grand  commun  diviseur  inférieur 
a  p. 

Dans  la  première  hypothèse,  ou  peut  poser  m  =  np,  et  l'on  a 

(7I)''=.('7â)"=v/â. 

En  effet,  toute  valeur  x  de  "v^,  élevée  à  la  puissance  np,  doit  re- 
produire A.  On  a  donc  .r"P  =  A  ou,  ce  qui  revient  au  même  (ISO), 
{xpY—  a.  Les  valeurs  de  xp  ou  de  ("v^A)^  ne  sont  donc  autre  chose 
que  les  valeurs  de  "\/x. 

Dans  la  deuxième  hypothèse,  en  désignant  par  /i  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  m  et  de  /?,  on  peut  poser  m  =  kn  et  p  =^  In^  et  l'on  a, 
d'après  ce  qui  précède  et  d'après  le  n°  800, 

Cviy"=  [C'VÂ)"]'=  Ci/iy=  t/r'. 

Ainsi,  on  a  le  droit  de  rendre  premiers  entre  eux  l'indice  du  radical 
et  l'exposant  de  la  puissance  (138),  et  il  ne  reste  plus  ensuite  qu'à  ap- 
pliquer la  règle  du  n°  8oo. 

857.  IV.  Pour  extraire  une  racine  d'un  radical,  on  extrait  cette  ra- 
cine delà  quantité'  placée  sous  le  radical,  ou  l'on  multiplie  l'un  par 
l'autre  les  deux  indices  conside're's  (137). 

Il  faut  démontrer  la  double  identité 

771=  7^= 'Ta. 

Or.  si  X  est  l'une  quelconque  des  racines  n'"'^"^  de  l'une  quelconque 
des  racines  w'*^"""^  de  A,  on  a  x"  =  "s/ X. 
Par  suite, 

(.r«  )'«  =  (,r'«  )"  =  x'nn  =  A. 

Il  en  résulte  que  x  ou  y  y^A  est  Tune  quelconque  des  racines  mn'""""^ 
de  A.  D'autre  part  (800,  836), 

x'«=  (  VVaJ'"=  y(Wr-=  "/Â. 

X  est  donc  aussi  l'une  quelconque  des  racines  w"'""  de  l'une  quel- 
conque des  racines  n''"""  de  A,  et  l'identité  posée  est  complètement  jus- 
tifiée. 

808.  V.  Pour  multiplier  oit  diviser  des  radicaux  d'indices 
différents,  il  faut  d'abord  les  ramener  au  même  indice:  puis, 
appliquer  les  règles  que  nous  venons  de  généraliser  (  139). 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  transformation  aug- 
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iiiciile  les  indices  des  radicaux  et,  par  conséquent,  le  nombre 
de  leurs  valeurs  distinctes.  Elle  est  donc,  en  général,  défec- 
tueuse. Cependant,  si  Ton  a  soin  de  réduire  toujours  au  plus 
petit  indice  commun  {Alg.  élém.,  77),  les  résultats  obtenus 
sont  exacts. 


839.  Soit,  par  exemple,  à  nitiliiplier  les  deux  radicaux  d'indices  dif- 
férents 

Nous  supposerons  d'abord  les  indices  m  et  //  premiers  entre  eux.  Il 
s'agit  de  démontrer  l'identité 


Admettons  qu'on  ait 

A  =  /•i(cosai-4-  /sinai),         B  =  r.,  (  cos  a2 -r-  i  sina*). 
On  en  déduit  successivement 


"v/Â  =  7^ 


S'r^     ces 


-f-  i  Sin ■   ) 


y/U  —  v//"2  (  COS 


a-i  -!-  2/i.)TT 


m 


-t-  «  sni    — 


ai  -f-  aA-i 


t>-i-  a/coTi"^ 


(•) 


l  Va  y/B  =  "7^^(005 


«  a I  —-  m  ao  -(-  2  rt Al  TT  -f-  2 m  A^  ir 


//  ai  -;-  7?z  ao  -^  2 «  A I TT  ^-  2  m  Ao  t:' 


D'autre  part,  on  a 

A"  =  /''/  ( COS //  ai  -+-  /  sin n  a,  ),         B'"  —  r'.i'  ( cos m oc^  -j-  i  sin /n  x-,  ), 
A«B"'  =  /■'//*;,"[ cos (// a i-î-  wa2  )-^  zsiii(«ai-t-  mai)]. 

n  a,  -r-  w  a.j  -t-  2/'!t 


(^-) 


1  ""^.v^B^=."";/,-'77f /cos 


.   .    «ai  -4-  moi.=>-\-  iItz 
i  sin = 


Les  expressions  (i)  et  (2),  en  raison  du  diviseur  commun  m/i  et  de 
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l'indétermination  des  entiers  Ai,   /i-î  et  /,   sont  bien  équivalentes,   et 
l'identité  est  justifiée. 

On  a,  par  exemple,  exactement, 

v/I  y/ii  =  v/Â^. 

860.  Si  les  indices  m  et  ii  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  ils  admet- 
tent un  plus  grand  commun  diviseur  d,  et  l'on  peut  poserm=/)rf, 
n  —  qd,  p  el  q  étant  premiers  entre  eux.  Il  faut  démontrer  l'identité 

Or  on  peut  écrire  (8j7) 

Il  en  résulte,  l'indice  d  étant  commun  et  p  et  <y  étant  premiers  entre 
eux  (8o3,  859,  8o7), 


L'identité  posée  est  donc  encore  justifiée. 
On  a,  par  exemple,  exactement. 

v/Âv/b=  Vâ^bï, 

et  les  vingt-quatre  déterminations  du  premier  membre  se  réduisent  aux 
douze  déterminations  du  second. 

861.  S'il  s'agissait  de  diviser  des  radicaux  d'indices  difierents,  on  em- 
ploierait le  môme  mode  de  démonstration,  en  réduisant  toujours  au 
plus  petit  indice  commun. 

862.  Dans  la  pratique,  on  peut  avoir  à  considérer  tantôt  les 
valeurs  arithmétiques  des  radicaux,  tantôt  leurs  valeurs  gé- 
nérales, c'est-à-dire  l'ensemble  de  leurs  déterminations, 
tantôt  une  seule  de  ces  déterminations.  Quelques  auteurs  ont 
proposé  d'adopter  pour  chaque  cas  une  notation  spéciale. 

Mais  cela  nous  semble  inutile,  à  la  condition  que  le  lecteur 
soit  prévenu  et  prenne  lui-même  les  précautions  nécessaires 
pour  éviter  toute  confusion. 
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Application  des  imaginaires  à  la  généralisation  et  à  la  démonstration 
des  formules  trigonométriques. 

863.   I.  Rapports  trigonométriques   de  la  somme  dx.n  nombre 

QUELCONQUE   d'aRCS. 

Nous  avons  vn{Trigon.,  6Ï)  comment  on  pouvait  calculer 
de  proche  en  proche  les  rapports  trigonométriques  de  la  somme 
d  un  nombre  quelconque  d'arcs,  quand  on  connaissait  les  rap- 
ports trigonométriques  de  chacun  d'eux.  Nous  nous  proposons 
ICI  de  trouver  directement,  à  l'aide  des  imaginaires,  les  for- 
mules générales  qui  résolvent  cette  question. 

Considérons  n  imaginaires  réduites  (8H),  d'arguments  a, 
«2,  oc„  ...,  a„.  D'après  la  règle  connue  (841),  leur  produit 
aura  pour  expression 

(0     C0S(a,-|-a,+  a3  +  ...  +  aJ  +  .sin(a,  +  a,-4-a3  4-...+  a„). 

On  peut  l'obtenir  sous  une  autre  forme  en  employant,  pour 
chaque  facteur  imaginaire,  la  transformation 

cosaj  +  i  sinai  =  cosa,(i  -i-  nangai). 

Le  produit  a  alors,  pour  seconde  expression, 

^^^    j  cosa,cosa,cosa3...cosa«(i-f-Manga,) 

)       X  (,  +  ,•  tanga,)  (,  +  i  tangua) ...(,  +  /  tanga„). 

Mais,  si  l'on  désigne  par  P,  la  somme  des  produits  k  à  k  des 
tangentes  des  arguments  considérés,  k  variant  de  i  à  /î  le 
produit  des  facteurs  binômes  de  la  forme  i  +  ùanga.  poJrra 
s'écrire  (826  et  ^/^-.c7e,«., -29)  .louiia 

i-P,+  P,_...+  /(P  _p  _^p  _       ^ 

Par  conséquent,  en  substituant  ce  résultat  dans  l'expression  (o) 
et  en  égalant  ensuite  celte  expression  à  l'expression  (i),  on 


aura 


C0S(«.  +  oc,+  ^3-^.  .  .  +  a„)  +  /  sin(a,+  a,+  «3  +  .  .  .+  a,) 
=::cosa,cosa,cosa3...cosa„[,-P,4-P^_..._^,-(P^_p  _^p 
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Il  en  résulte  immédiatement  (810) 

i  cos  (  ai  -+-  a,  4-  aj  +  .  .  .  —  a,,  ) 
(o)  \ 

I      =  cos y-i  cos  a.,  cos Xj .  . .  cos  a„  ( i  —  P.,  4-  Pi  —  ... )> 


(4) 


sin(ai-i-  7.2-1-  y.3  +  - .  .—  a„) 

=  cos  a,  cosa,  cosaj .  .  .  cosa„(Pi —  Pj-h  P5  — . .  .). 


Si,  dans  les  seconds  membres  des  formules  (3)  et  (4)  qui  ré- 
solvent la  question  pour  le  cosinus  et  le  sinus  d'une  somme, 
on  fait  passer  le  produit  des  cosinus  dans  la  parenthèse  qui 
renferme  les  tangentes,  ces  dernières  disparaissent,  et  le  co- 
sinus ou  le  sinus  d'une  somme  d'arcs  se  trouve  exprimé  en 
fonction  des  sinus  et  des  cosinus  de  ces  arcs. 

En  divisant  les  formules  (4)  et  (3)  membre  à  membre,  il 
vient,  pour  la  tangente  d'une  somme  d'arcs,  exprimée  en  fonc- 
tion des  tangentes  de  ces  arcs, 

(a)     tang(a,  — a2^a3  +  ...+ a„)  = 


Pj+Pi-... 

86i.  II.  Rapports  trigo>'03iétriques  d'un  multiple  quelconque 
d'un  arc. 

Nous  avons  montré  également  [Ti-igon.,  61,  62)  comment 
on  pouvait  calculer  de  proche  en  proche  les  rapports  trigono- 
métriques  d'un  multiple  quelconque  d'un  arc,  quand  on  con- 
naissait les  rapports  trigonométriques  de  cet  arc.  Nous  allons 
trouver  directement,  à  l'aide  des  imaginaires,  les  formules 
générales  qui  résolvent  cette  question. 

La  formule  de  Moivre  (8i3)  nous  donne 

(cosa  —  i  sin  a)'"  :=  cos/??  a  -i-  «  imm  y.. 

Or,  si  l'on  développe  le  premier  membre  comme  on  a  déve- 
loppé {a  H-  6«)'"[827],  on  pourra  ensuite  (810)  égaler  la  partie 
réelle  de  ce  développement  à  cos/?«  a  et  le  coefficient  de  «dans 
ce  même  développement  à  sin  ma.  On  aura  ainsi  immédiate- 
ment, en  se  reportant  au  n°  827, 

Im{m  —  i)  .,       .    , 

cos  m  a  =  cos'"  y. cos'"--  y.  sin-  y. 
1 .2 

'  '    j  7»  (m -0  (m  — 2)  (m -3)  .    , 

/  -^ ^ — — 7^—r cos'"-*a  sm-a  — . . . 

1.2.3.4 
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et 

(2)  t-^-^ 

m  (,n  —  I  )  (m  —  o.)  (,„  _  3)  (;>j  _  /j) 
l  +  ^^37475 cos— ^asiira-, 

Les  formules  (i)  et  (2)  font  connaître  le  cosinus  et  le  sinus 
d'un  multiple  quelconque  d'un  arc,  en  fonction  du  sinus  et  du 
cosinus  de  cet  arc.  Il  est  utile  de  remarquer  que  cosma  peut 
toujours  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  cosa, 
tandis  que  sinma  ne  le  peut  jamais.  D'autre  part,  pour  que 
cos  m  a  puisse  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  sin  a, 
il  faut  que  m  soit  pair;  et,  pour  que  sinwa  puisse  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  de  sin  a,  il  faut  que  m  soit  impair 
(Trlgon.,  3'0.  ^ 

En  divisant  les  formules  (2)  et(i)  membre  à  membre,  puis 
en  divisant  par  cos'"a  les  deux  termes  de  la  fraction  trouvée, 
il  vient 

I  "^  ,  inim  -~  i)(m  —  o\ 

-  lang  a ^ '±^ 1}  tang»  a 

'    '  1.2.3  °  f 

J  >n{m--iMin  —  '?.)i?7i  —  r){ni—^)  î 

-.  ;   „  •> — 7~^ tangua  — ...  1 

(3)     langmoL= ^.-i.i.j.^ ^ !^ 

I  _  'Ji(!!izz_^  tana2a  _  '^'^'"  ^  '  '  ^'"  -  2)  i>n  -  3)  ^       ^ 

Ldug  a -,  ^ tangua — .. 

On  voit  que  tang  «i  a  s'exprime  toujours  rationnellement  en 
fonction  de  tangsc. 

865.  III.  Puissances  des  rapports  trigoxométriques  d'un  arc. 

Comme  dernière  application,  proposons-nous,  m  étant  un 
entier  positif,  de  calculer  cos-a  et  sin'«a,  connaissant  les  co- 
smus  et  les  sinus  de  a  et  des  arcs  multiples  de  oc. 

Prenons  les  deux  expressions  imaginaires  conjuguées  qui 
correspondent  à  a,  et  posons 

cos  a  -}-  i;sina=  u, 
cos  a  —  ismx=.v. 

Il  en  résulte,  par  addition  et  soustraction, 
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Nous  aurons  donc,  en  élevant  ces  deux  relations  à  la  puis- 
sance m, 

2'"  cos'"  a  =:  ( «  4-  (^ )'",         2'" «■'«  sin  '« a  =  (  <<  —  v)'". 

Si  l'on  développe  les  seconds  membres  par  la  formule  du  bi- 
nôme, il  vient  (255,  261) 


(0 


■2'"  cos'"  a      =  a'"  +  —  «'"-'  ( 
I 


m 
2'"  L'"  sm'"  a  =;  «'"  —    -  u' 


fin  l'ii  cin'« 
(2) 


I 


m  (m  — 

0 

I  .  2 

ni 

I 

1  4-  p'« 

/Ai  (  /?i  — 

i) 

I  .2 

-h   nm 

Mais,  dans  ces  développements,  les  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux  en  valeur  absolue  et 
peuvent  être  groupés  deux  à  deux. 

Considérons  la  relation  (i). 

En  supposant  d'abord  ni  pair,  on  pourra  l'écrire 


l  2'"  cos'"  a  :=  («'"+  ("")  A uv{ii"'--+  V'"---) 

m  {m  —  I  )     ^    o , 


et  le  dernier  terme  du  second  membre,  qui  sera  alorsle  terme 
du  milieu  dans  le  second  membre  de  la  relation  (i),  se  pré- 
sentera sous  la  forme  (262) 

ni{m  —  i)  [m  —  2).  .  .  (~  -h  i]     m   ,n 

—-^ u'-ç' 

1.2.3...      — 

Si  Ton  remarque  maintenant  que  l'on  a  d'abord  ui>  =  i,  puis- 
qu'il s'agit  d'imaginaires  conjuguées,  et  ensuite,  d'après  la 
formule  de  Moivre  (843), 

«^-+-  v'-'  =  2  cos  A"  a, 
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il  vient,  dans  le  cas  de  m  pair,  en  divisant  tout  par  >., 


m 
s'"-'  cos"'a  r=  cos/?«a  -f cos(m  —  2) a 


(A) 


I 

m  (ni  —  I  ) 
1 .2 


cos(/?«  ---  4)3: 


m{m  —  i)(m  —  2)..  .  (^  4-  1  j 


1.2.3...//? 

Si  l'on  suppose  m  impair,  la  seule  différence,  c'est  que  le 
dernier  terme  du  second  membre  de  la  relation  (3)  est  alors 
la  somme  des  deux  termes  du  milieu  dans  le  second  membre 
de  la  relation  (i).  Ce  dernier  terme  se  présente  donc  sous  la 
forme  (262) 

ni{m  —  }){m  —  2) .  .  .  \^  — ~ —  1     m-i   ;»-i 

u    -    ç    ^    («  H-  p). 


„        m  —  I 
1.2.0... 

2 


Comme  a  +  c  =  2  cosa,  on  peut  alors  diviser  tous  les  termes 
par  2,  et  il  vient,  dans  le  cas  de  m  impair, 

!       I  "?       /  X 

2'"-^' cos'"a  =  cos//za  M cos(//i  —  2) a. 

1  I 

I  //?(///  —  I  )         ,  , , 

1  H cos(/// —  4)a -{-.  . . 

(.V)    ' 


J7i  {m  — ■  I )  ( '''  —  2  )  .  . 


m  —  i 

1.2.3... 


cosa. 


Considérons  à  présent  la  relation  (2). 

En  lui  appliquant  la  même  analyse  et  en  supposant  d'abord 
m  pair,  on  pourra  l'écrire 

î  2'" i'"  sin'"  a  =  ( u'"  +  v'" )  —  ~  in-{u"'---{-  t''«-2) 

(4)     ,  ,  ' 

m(m  —  I )     ,    ,  ^ 

1.2  ^ 

et  le  dernier  terme  du  second  membre,  qui  sera  alors  le  terme 
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du  milieu  dans  le  second  membre  de  la  relation  (2),  se  pré- 
sentera sous  la  forme 

m 


m(m  —  I )  ( "^  —  2 ) . . .  ( 


h  I 

2 

u-  ç 


m 

1 .2. J.  .  .  — 
2 

Le  signe  —  correspond  évidemment  a  —  pair  et  le  signe  —  a 

m  . 

—  impaii'. 

2 

Ainsi,  dans  le  cas  de  m  pair,  on  a,  en  divisant  tout  par  2, 

1,  .      .                                   m         ,  , 

2"!-i  i>n  sm'"  y  ^r:  cos  m  7. cos  (/n  —  2  )  a 
I 
(B)   i                                +^-_-cos(m-4)a-... 

I  /7l{7)l  —  i)  {ni  —  2  )  .  .  .  ( i-  I 


I  .  2  .  O  .  .  .  «î 


Si  l'on  suppose  m  impair,  les  coefficients  des  termes  à  égale 
distance  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  au 
lieu  d'être  égaux  et  de  même  signe,  de  sorte  que  la  relation  (2) 
peut  s'écrire 

i   2'"  i"'  s'nV"  y.  —  (  II'"  —  V'")  —  '-  «('(«'"--  —  ("■•—-) 

i^bis)     <  ' 

H !^ u-i>-(u"'-^—  v'"-^)  -  ..., 

\  1.2 

et  le  dernier  terme  du  second  membre,  qui  est  alors  la  somme 
des  deux  termes  du  milieu  dans  le  second  membre  de  la  rela- 
tion (2),  se  présente  sous  la  forme 

/?Z  (  /??   —  I  )  (  /??   —  2  )  .  .  .  (   -^—^ j       m  -2     »7-l 

H     '      Ç     '^      {1/  —  i'). 


„        m  —  I 

1.2.3... 


T        .  .    .    •  T  •     f"  —  I        • 

Le  signe  -^   correspond  évidemment  a   — - —  pair  et  le 

.    ffi  — ^  I  . 

signe  —  a   impair. 

2 
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D'ailleurs,  d'après  les  valeurs  de  a  et  de  c  cl  la  formule  de 

Moivrc,  ou  a 

II'' —  v''  =^  2  i  sin/i  a. 

Par  suite,  u — v=^ii  ?,\ny.,  et  l'on  peut  diviser  tous  les  termes 
par  2  i.  11  vient  donc,  dans  le  cas  de  m  impair, 

2'"-'{'"-'  sin"'a  —  sin/«a sin(/«  —  '.i)y. 


m{m  —  i)    . 

I  1       O 


7n{/n  —  i)  {m  —  2). . .( 


//n  -f-  3 


m  - 

i  .2.6.  .  . 

2 


•sina. 


Dans  le  premier  membre  de  la  formule  (B),  /n  élant  pair, 

m  m 

on  peut  remplacer  /'"  luu-  (/'-)-  ou  t)ar  ( —  i)-.  De  même,  dans 
le  premier  membre  de  la  formule  (B'),  m  —  1  éini^t  pair,  on 


in-\ 


peut  remplacer  «'"-'  par  {i-)   -    ou  par  (—1)   -   .  Toule  trace 
des  expressions  imaginaires  employées  disparait  donc. 
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CHAPITRE  IV. 

REPRÉSENTATION  ET   INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQUE 

DES  QUANTITÉS  IMAGINAIRES 

ET  DES  OPÉRATIONS  SUR  CES   QUANTITÉS. 


Notions  préliminaires. 

866.  Comme  nous  l'avons  rappelé  (800),  les  quantités  né- 
gatives ont  été  d'abord  regardées  comme  de  purs  symboles. 
Ce  n'est  que  par  une  interprétation  concrète  qu'on  a  pu  leur 
restituer  la  réalité  qui  leur  appartient  et  leur  faire  dans  la 
Science  leur  véritable  place.  11  en  a  été  de  même  des  quan- 
tités imaginaires,  qui  n'ont  pu  acquérir  un  sens  réel  que  lors- 
qu'on est  arrivé  à  les  représenter  géométriquement. 

Il  convient  de  dire  ici  que  la  théorie  algébrique  des  imagi- 
naires a  été  fondée  surtout  par  les  travaux  de  d'Alembert, 
d'EuLER  et,  en  dernier  lieu,  de  Cauchy. 

Quant  à  leur  interprétation  concrète,  on  doit  sans  doute  en 
faire  remonter  l'honneur  à  K.  Arga>d  ('),  à  C.-V.  Mourey  (-), 
et  à  Cauchy  (^)  lui-même,  qui,  en  adoptant  les  vues  de  ses 
devanciers,  leur  a  donné  la  consécration  de  son  génie. 

La  règle  relative  aux  solutions  négatives  (800)  ne  peut  être 
directement  démontrée,  mais  elle  se  vérifie  d'une  manière 


(')  R.  Argand,  Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  quantités 
imaginaires  dans  les  constructions  géométriques  (i8o6).  2=  édition,  187:^; 
Gaulhier-Villars. 

{-)  C.-V.  Mourey,  La  vraie  théorie  des  quantités  négatives  et  des 
quantités  prétendues  imaginaires  (1828).  2=  édition,  1861;  Mallet-Baclielier. 

(^)  Cauchy-,  Anciens  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathéma- 
tique, t.  IV  (voir  les  Œuvres  complètes  de  Cauchy,  publiées  sous  la 
direction  scientifique  de  TAcadémie  des  Sciences  et  sous  les  auspices  du 
Ministre  de  lIxstruction  publique.  —  Gaulhier-Villars.) 


t)2 
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conslanle  clans  toutes  les  branches  des  Sciences  mathémati- 
ques. Nous  croyons  qu'il  en  est  de  même  de  la  règle  que  nous 
allons  faire  connaître  et  qui  sert  de  fondement  à  la  représen- 
tation géométrique  des  quantités  imaginaires. 

867.  Reportons-nous  aux  premières  notions  établies  en 
Algèbre  élémentaire  {Alg.  éiéni.,  312  et  suiv.)  sur  la  repré- 
sentation graphique  des  variations  correspondantes  d'une 
fonction  et  de  la  variable  dont  elle  dépend.  Ces  notions  nous 
ont  déjà  permis  de  définir  les  rapports  trigonométriques  d'une 
façon  complètement  générale  {Trigon.,  k,  o,  6  et  suiv.). 

Traçons  dans  un  plan  {fig.  21)  deux  axes  rectangulaires 


xx' ,  yy',  formant  un  système  d'axes  coordonnés  dont  le  point 
0  est  l'origine. 

Si  l'on  donne  une  expression  imaginaire  de  la  forme  a  -r-  bi. 
il  est  facile  de  construire  le  point  M  dont  l'abscisse  OP  repré- 
sente la  partie  réelle  a  de  l'imaginaire  et  dont  l'ordonnée  PM 
représente  la  quantité  réelle  b  associée  à  i. 

Toutes  les  fois  qu'on  connaîtra  l'imaginaire  par  ses  éléments 
a  et  b,  le  point  M  correspondant  sera  ainsi  déterminé  dans  le 
plan;  et,  réciproquement,  toutes  les  fois  qu'on  marquera  le 
point  M  dans  le  plan,  une  certaine  expression  imaginaire,  et 
une  seule,  lui  correspondra,  cette  imaginaire  ayant  pour  partie 
réelle  la  valeur  de  l'abscisse  OP  et,  pour  coefficient  de  /,  la 
valeur  de  l'ordonnée  PM. 

Pour  identifier  entièrement  le  point  M  (qualifié  alors  de 
point  imaginaire)  et  l'expression  imaginaire  a-\-bi,  il  suffit 
de  convenir  que  l'expression  imaginaire  est  la  somme  de 
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l'abscisse  et  de  l'ordonnée  du  point,  cette  dernière  étant  mul- 
tipliée par  i. 

Mais,  l'ordonnée  étant  perpendiculaire  à  l'abscisse,  cette 
assimilation  exige  que  le  signe  d'opération  i  ou  \/ — i  soit 
l'équivalent  algébrique  de  la  perpendicularité  géométrique. 
C'est  ce  que  l'on  admet  aujourd'hui. 

868.  Si  l'on  joint  l'origine  0  au  point  M  {Jig.  21),  on  a, 
dans  le  triangle  rectangle  OPM,  en  désignant  par  a  l'angle 
^OM  de  OM  avec  Ox, 

b 


OM=v'«'+/>-,         cosa=:     >  sina^r    , 

\Ja^+  b^  \/a'^+  b- 

On  voit  (836)  que  OM  représente  le  module  ûq  l'expression 
imaginaire  dont  il  s'agit  et  que  l'angle  a  est  son  argument. 

Considérer  OM  au  lieu  de  considérer  le  point  M,  c'est  donc, 
pour  l'imaginaire  a-i-bi,  passer  de  la  forme  algébrique  à  la 
forme  trigonométrique. 

On  parvient  de  la  sorte  à  un  second  mode  de  représentation 
géométrique,  qui  est  celui  que  nous  adopterons  ici. 

a  est  la  projection  de  OM  sur  l'axe  a^x',  b  est  la  projection 
de  OM  sur  l'axe  yy',  et  cette  dernière  projection  doit  être 
affectée  du  signe  ou  du  facteur  i,  l'axe  jj'  étant  perpendicu- 
laire à  l'axe  cco''.  .L'expression  imaginaire,  représentée  trigo- 
nométriquement  par  OM,  est  donc,  algébriquement,  la  somme 
des  projections  de  OM  sur  les  deux  axes. 


Mode  de  représentation  géométrique  des  quantités  imaginaires. 

869.  Soit  l'expression  imaginaire  trigonométrique 

/•(cosa  -t-  «  sina). 

D'après  ce  qui  précède,  nous  tracerons  dans  un  plan 
{fig.  11)  les  deux  axes  coordonnés  rectangulaires  xx',  yy'. 
De  l'origine  0  comme  centre,  avec  le  module  /■  pour  rayon, 
nous  décrirons  un  cercle.  L'expression  imaginaire  proposée 
sera  figurée  par  le  rayon  OM  de  ce  cercle  qui  fait  l'angle  a 
avec  la  partie  positive  Oj:*  de  l'axe  xx' ^  c'est-à-dire  que  sa 
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représentalion  gôomélrique  dépend  immédiatement  de  son 
module  et  de  son  argument  ('). 

On  compte  langle  a,  positivement,  à  partir  de  0>r,  en  tour- 
nant dans  un  sens  convenu.  Ce  sera,  comme  en  Trigonomé- 
trie, celui  de  0>r  vers  Or  ou  de  droite  à  gauche.  Cet  angle  a 

Fi{j.  20. 


pourra  prendre  toutes  les  valeurs  entre  +  00  et  —  oc  ;  mais  le 
module  /•,  essentiellement  positif,  ne  pourra  varier  que  de  o 
à  +  oc. 

Cette  représentation  admise,  on  voit  que  les  quantités 
réelles  et  les  imaginaires  simples  ne  sont  que  des  cas  parti- 
culiers des  imaginaires  complexes  (803,  838). 

Si  l'on  aa  =  ooua  =  o-+-  ikT.,k  étant  un  entier  quelconque, 
la  quantité  imaginaire  se  réduit  à  la  quantité /?o5«7?(e  /•,  repré- 
sentée par  le  segment  OA  {fig.  22),  compté  à  partir  de  l'ori- 
gine sur  la  partie  positive  de  Taxe  xœ' . 

Si  l'on  a  a^=r.  ou  a  =  (aA- + 1);:,  la  quantité  imaginaire 
se  réduit  à  la  quantité  négatU-e  —  /•,  représentée  par  le 
segment  OA',  compté  à  partir  de  l'origine  sur  la  partie  néga- 
tive de  l'axe  xx' . 

Si  l'on  a  a=  -ou  a=  --^ikr.,  la  quantité  imaginaire  se 
22 

réduit  à  -t- //,  imaginaire  simple  positive,  représentée  par  le 

segment  OB,  compté  à  partir  de  l'origine  sur  la  partie  positive 

de  l'axe  yy' ,  lui-même  perpendiculaire  à  l'axe  xx'  dont  la 

partie  Ox  sert  de  point  de  départ  aux  arguments. 


(')  Mourey  appelait  verseur  l'angle  que  nous  appelons  argument. 


ALGEBRE    SUPEPilECRE.  OD 

9 O 

Enfin,  si  l'on  a  a  =  —  ou  a  =:  —  -i-  ikr.,  la  quantité  ima2:i- 
2  2  ^ 

naire  se  réduit  à  — /v',  imaginaire  simple  négative^  repré- 
sentée par  le  segment  OB',  compté  à  partir  de  l'origine  sur 
la  partie  négative  de  l'axe  tj'. 

En  résumé,  on  peut  dire  que  l'axe  xx'  étant  l'axe  des  quan- 
tités réelles,  l'axe  yy'  est  celui  des  quantités  imaginaires 
simples  positives  ou  négatives,  tandis  que  les  quantités  imagi- 
naires complexes  sont  représentées  par  les  rayons  intermé- 
diaires de  tous  les  cercles  qu'on  peut  tracer  dans  le  plan  des 
axes  autour  de  l'origine  0.  Et  il  apparaît  ainsi  que  la  forme 
générale  des  quantités  est,  au  point  de  vue  où  nous  nous  pla- 
çons, la  forme  imaginaire. 

870.  Le  segment  OM,  transporté  parallèlement  à  lui-même 
en  6j,(jt.  {fig.  22),  ù)  étant  la  nouvelle  origine,  représente  la 
même  expression  imaginaire,  puisque  ce  transport  n'altère  ni 
le  module  ni  l'argument. 

Deux  segments  rectilignes  de  même  longueur,  de  même 
direction  et  de  même  sens,  c'esl-à-dire  deux  segments  paral- 
lèles, égaux  et  de  même  sens,  représentent  donc  deux  imagi- 
naires égales;  et  réciproquement.  (Les  modules  sont  alors 
égaux;  les  arguments  sont  égaux  ou  diffèrent  d'un  nombre 
exact  de  circonférences.) 

871.  Si  l'on  prolonge  OM  en  sens  inverse  suivant  OM' 
[fig.  22),  on  augmente  de  r.  l'argument  a,  et  l'expression 
imaginaire  représentée  par  OM'  est 

/•  [cos  {t.  —  y.)  -;-  <  sin  (-  -f-  a)]  in;  /•  (  —  cosa  —  «  sin  a), 

c'est-à-dire  qu'elle  est  égale  et  de  signe  contraire  à  celle 
représentée  par  OM. 

D'une  manière  générale,  deux  imaginaires  égales  et  de 
signes  contraires  sont  donc  représentées  par  deux  segments 
parallèles,  égaux  et  de  sens  contraires. 

872.  Si  l'on  considère  {fig-  22)  le  raj'on  OM,,  symétrique 
du  rayon  OM  par  rapport  à  l'axe  xx' ,  l'argument  a  change  de 
signe,  et  l'expression  imaginaire  représentée  par  OMi  est 

/■  [cos  (  —  y.)  -f-  /sin  ( —  a)]  =  /"  (cosa  ^  /sina), 

c'est-à-dire  qu'elle  est  la  conjuguée  de  celle  représentée 
par  OM. 
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Deux  imaginaires  conjuguées  sont  donc  représentées  d'une 
manière  générale,  par  deux  segments  égaux,  également  incli- 
nés de  part  et  d'autre  de  l'axe  ara-'. 

873.  La  grandeur  d'une  quantité  imaginaire  s'estime  par 
la  longueur  absolue  de  la  droite  OM  qui  la  représente,  c'est- 
à-dire  par  la  grandeur  même  de  son  module,  -^  v/«^+^  (820). 

Lorsque  le  module  s'annule,  il  en  est  de  même  de  la  quan- 
tité miaginaire,  qui  se  réduit  à  l'origine  0  dont  les  coordon- 
nées sont  nulles.  La  nullité  de  la  quanti  té  imaginaire  correspond 
donc  -d  a  =  o,b  =  o  (867). 

874.  Calchy  a  appelé  gaanlité  géométrique  toute  droite 
donnée  en  grandeur  d'abord,  et  en  direction  ensuite,  en  par- 
tant de  l'une  de  ses  extrémités  dite  extrémité  initiale,  et  en 
marchant  vers  l'autre  extrémité  dite  extrémité  finale,  de  sorte 
que  la  direction  ainsi  entendue  comprend  à  la  fois  la  direction 
et  le  sens. 

D'après  le  mode  de  représentation  que  nous  venons  d'indi- 
quer (869),  on  voit  que  les  quantités  géométriques  comprennent, 
dans  leur  ensemble,  les  quantités  réelles  et  les  quantités  ima- 
ginaires. 

Une  quantité  géométrique  étant  déterminée  par  son  mo- 
dule /■  et  par  son  argument  a,  on  peut  la  représenter  commo- 
dément par  la  notation 

'a, 

à  laquelle  correspond  la  dénomination  souvent  employée  do 
vecteur. 

Les  quantités  géométriques  jouissent  de  propriétés  impor- 
tantes qu'on  peut  démontrer  facilement  {Géom.,  Questions 
proposées,  n°  233),  dont  on  retrouve  l'emploi  dans  toutes  les 
branches  concrètes  des  Sciences  mathématiques,  et  que  nous 
allons  appliquer  aux  opérations  sur  les  quantités  imaginaires 
figurées  géométriquement. 

Addition  et  soustraction. 

873.  Soient  les  deux  quantités  imaginaires  r/ +  bi,  «'+  b' i, 
représentées  géométriquement  (//>.  23)  par  OA  et  OB.  Trans- 
portons le  segment  Olî  parallèlement  à  lui-même  en  AD,  il 
représentera  toujours  la  même  quantité  imaginaire  (870). 
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Considérons  maintenant  le  segment  OD,  résultante  des 
segments  OA  et  OB  qui  sont,  réciproquement,  ses  compo- 
santes {loc.  cit.).  D'après  un  théorème  connu  {Trigon.,  i8),  la 
projection  de  OD  sur  chacun  des  axes  xx',  yy'  est  la  somme 

Fiff.  23. 


y 


des  projections  de  OA  et  de  AD  ou  de  OA  et  de  OB  (  Tri- 
gon., io)  sur  les  mêmes  axes.  La  projection  de  OD  étant 
ainsi  égale  à  a  —  a'  sur  l'axe  xx'  et  à  6  —  6' sur  l'axe  >■_>', 
OD  représente  (868)  la  quantité  imaginaire 

( rt  -f-  a' )  -T-  (  h  -h  h')  i, 

c"est-à-dire  (,811)  \a  somme  des  imaginaires  proposées. 

Pour  ajouter  géométriquement  deux  quantités  imaginaires, 
on  n'a  donc  qu'à  former  le  triangle  OAD  ou  le  parallélogramme 
OADB  de  ces  imaginaires:  leur  somme  est  alors  représentée 
parle  côté  OD  du  triangle  ou  par  la  diagonale  OD  du  paral- 
lélogramme. (C'est  le  théorème  du  triangle  ou  du  parallélo- 
gramme des  imaginaires,  analogue  au  théorème  du  triangle 
ou  du  parallélogramme  des  vitesses  ou  des  forces  en  Méca- 
nique."^ 

Si  Ton  remarque  que,  dans  le  triangle  OAD,  le  côté  OD  est 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres  et  plus  grand  que 
leur  différence,  on  arrive  immédiatement  à  ce  résultat,  déjà 
connu  :  le  modale  de  la  somme  de  deux  quantités  imaginaires 
est  compris  entre  la  somme  et  la  différence  des  modules  des 
parties  (8i0). 


8T6.  On  peut  étendre  immédiatement  les  considérations 
précédentes  à  l'addition  d'un  nombre  quelconque  de  quantités 
imaginaires. 


;8 
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Si  Ton  a  à  ajouter  des  quaniités  imaginaires  représentées 
géométriquement  par  OA,  OA',  OA",  OA'"  {fig.  24),  on  n'a 
qu'à  former  le  contour  polygonal  OABCD,  dont  les  côtés  leur 
sont  respectivement  égaux,  parallèles  cl  de  même  sens.  La 


droite  01)  qui  ferme  ce  contour,  résultante  des  quantités 
géomélriciues  proposées,  représentera  géométriquement  la 
somme  des  imaginaires  correspondantes.  (C'est  le  théorème 
du  polygone  des  imaginaires.) 

La  droite  OD  étant  au  plus  égale  à  la  somme  des  cùlés  du 
contour  OABCD,  on  voit  que  le  module  d'une  somme  ne  peut 
jamais  surpasser  la  somme  des  modules  des  parties  (840). 

877.  La  soustraction  étant  lopéralion  inverse  de  raddilioii, 
il  est  facile  de  construire  géométriquement  la  dilTérence  de 
deux  ([uanlités  imaginaires. 

l'ijî.  10. 


1 


Soient  ces  quantités  représentées  {fig-  25)  par  OD  et  par 
OD  :  on  veut  relranclier  la  seconde  de  la  première. 
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Si  l'on  ajoute  à  OD,  d'après  la  règle  précédente  (875),  la 
quantité  imaginaire  —  OB,  en  prenant  le  segment  DA  égal  et 
parallèle  à  OB,  mais  de  sens  contraire  (871),  la  résultante  OA 
représentera  la  différence  cherchée;  car,  si  l'on  ajoute  à  OA 
la  quantité  soustraite  OB,  en  prenant  AD  égal  et  parallèle  à 
OB,  et  de  même  sens,  on  retrouve  OD  comme  résultante  ou 
comme  somme. 

Multiplication  et  division. 

878.  Nous  avons  vu  (841,  8i2)  que  le  produit  ou  le  quotient 
de  deux  quantités  imaginaires  a  pour  module  le  produit  ou  le 
quotient  de  leurs  modules  et,  pour  argument,  la  somme  ou 
la  différence  de  leurs  arguments. 

Supposons  d'abord  que  OA  et  OB  {/îg.  26)  représentent 
géométriquement  deux  quantités  imaginaires  à  multiplier 
lune  par  l'autre.  Voici  quelle  sera  la  représentation  géomé- 
trique de  leur  produit. 

Fig.  2G. 


ic 


0^ 

.^C"-^^' 

ÛC' 

0 

X 

Le  multiplicateur  devant  toujours  être  considéré  comme 
abstrait,  on  multipliera  la  longueur  OA  par  le  nombre  abstrait 
qui  mesure  la  longueur  OB.  On  obtiendra  ainsi  une  longueur 
OC,  comptée  sur  OA  à  partir  du  point  0.  Il  restera  à  faire 
tourner  la  longueur  OC  d'un  angle  COD  égal  à  l'angle  j:OB, 
et  OD  représentera  géométriquement  le  produit  OA.OB. 

Celte  construction  s'étend  évidemment  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  facteurs. 

Si  l'on  emploie  la  notation  indiquée  (87i)  et  si  l'on  pose 

OA  =  r,.,         OB  =  /-a , 

on  a,  évidemment, 

OD  =  (/v')^+a. 


6o 
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879.  Si  Ion  a  à  multiplier  les  deux  imaginaires  conjuguées 
représentées  {fig.  27)  par  OB  et  OB,  (872),  comme  leurs 
modules  sont  égaux,  on  obtient  d'abord  sur  OB  une  longueur 
OC  correspondant  au  carré  du  nombre  qui  mesure  OB.  Puis, 


F 

ig.  27. 

2/ 

B^-^ 

r. 

X'                    0 

B. 

X 

y 

il  s'agit  de  faire  tourner  OC  de  l'angle  négatif  j"OB,;  ce  qui 
ramène  cette  longueur  sur  Ox.  Le  produit  de  deux  imagi- 
naires conjuguées  est  donc  le  carré  positif  de  leur  module 
commun  (820). 

880.  La  division  étant  l'opération  inverse  de  la  multiplica- 
tion, si  l'on  a  à  diviser  l'imaginaire  représentée  par  OD  par 
l'imaginaire  représentée  par  OB  {fig.  26),  on  divisera  d'abord 
la  longueur  OD  par  le  nombre  abstrait  qui  mesure  la  longueur 
OB,  et  l'on  obtiendra  comme  quotient  une  certaine  longueur 
(qui  sera  égale  à  OA),  comptée  sur  OD  à  partir  du  point  0.  Il 
restera  à  faire  tourner  cette  longueur,  dans  le  sens  négatif, 
d'un  angle  égal  à  l'angle  .rOB,  et  l'on  retombera  sur  OA  comme 
représentation  géométrique  du  quotient  de  OD  par  OB. 

Puissances  et  racines. 


881.  Ce  qu'on  vient  de  dire  pour  la  multiplication  d'un 
nombre  quelconque  de  facteurs  (878)  s'applique  nécessaire- 
ment à  toute  puissance  entière  et  positive  d'une  quantité 
imaginaire.  On  arrive  ainsi,  dans  cette  hypothèse,  à  la  repré- 
sentation géométrique  de  la  formule  de  Moivre  (8i3) 

[/•(cosa  +  i  sin3{)]"'=  /'"(coswîa  -^  iixwmy.). 

882.  Si  l'on  veut,  en  particulier,  former  les  juiissances  de  ?', 
on  sait  (869),  en  supposant  le  module  /•  égal  à  l'unité,  que  i 
est  représenté  par  une  longueur  OB  {fig.  28),  égale  à  l'unité, 
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et  portée  sur  la. partie  positive  de  l'axe  j/',  puisque  l'argu- 
ment correspondant  est  -  • 

2 

Pour  multiplier  ipav  i,  il  faut  alors  porter  la  même  longueur 
égale  à  l'unité  perpendiculairement  à  OB,  afin  d'ajouter  les 
arguments;  ce  qui  donne  i-=:zOX'  =  —  i. 

Fifî.  28. 


On  obtient  de  même  «-^  ==  OB '  =  —  «  et  r=OA==+i.Et 
ces  résultats  se  reproduisent  indéfiniment,  d'une  manière  pé- 
riodique (826). 

883.  m  étant  entier  et  positif,  pour  obtenir  géométrique- 
ment la  puissance  m  de  l'imaginaire  représentée  par  OAi:=  /r^, 
on  peut  opérer  comme  il  suil. 

Soit  {/ïi;-.  29)  01  l'unité  positive  mesurée  sur  0^ .  Con- 


struisons sur  OAi  un  triangle  OAjA,,  semblable  au  triangle 
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OIA,,  les  cotés  homologues  dans  les  deux  triangles  étant  OA, 
et  ()1.  Construisons  successivement,  dans  les  mêmes  condi- 
tions, les  triangles  OA2A3,  OA3A.,  ...,  tous  semblables  au 
premier  triangle  OlAj.  Il  est  clair,  pour  OA;  par  exemple, 
que  l'argument  ^OA^  est  égal  à  ^y..  On  a,  de  plus, 

01  _  OA.  _  OA,  _  OA3  _ 
OA,  ~  OA2  ~  OA3  "  OA4  ' 

et  il  en  résulte 

OA3=OA2.0Ai=  (/•«)% 
0A,=  0A3.0A,^  (/•«)% 


88i.  Nous  avons  vu  (84-6)  que  l'extraction  delà  racine /«'^"^ 
d'une  quantité  imaginaire  correspond  à  la  formule 


V//-(cos3c -i- i  sina)  r=:  \//-l  cos 


2  A- 71 


i  sin 


oA- 


et  que  cette  racine  m'''='^''  présente  m  valeurs  distinctes  qu'on 
obtient  en  donnant  à  l'entier  k  les  fu  valeurs  o,  1,2,  .   . ,  w  —  j . 

Il  est  facile  de  figurer  géométriquement  ces  /n  valeurs  de 
la  racine  ;«''"=". 

On  n'a  qu'à  décrire  un  cercle,  de  l'origine  0  comme  centre, 
avec  "v'7- comme  rayon  (.Ai?.  3o);  puis,  à  prendre  d'abord,  à 


partir  de  son  point  d'intersection  A  avec  O.r,  un  premier  arc 

AAo  égale  à  —  • 
m 

Cela  fait,  on  divise,  à  partir  de  Ao,  la  circonférence  en  ni 
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parties  égales  AoAi,  AjA.,,  A2A3,  . . .,  A,„_iAo.  11  est  évident, 
d'après  ce  qui  précède,  que  les  rayons  qui  aboutissent  aux  m 
points  de  division  Aq,  Ai,  A,,  A3,  .  . . ,  A„;_,,  représentent  res- 
pectivement les  m  racines  de  même  module  "{fr  et  d'argu- 
ments successifs  (8i6) 


a 

a. 

m 

m 

y. 
m 


4~ 

m 


Cf.         2  (m  —  I  )  : 
7«    '  ni 


Interprétation  des  solutions  imaginaires. 

880.  Nous  terminerons  ce  sujet  en  remarquant  que  le 
mode  de  représentation  géométrique  des  quantités  imagi- 
naires permet  de  les  interpréter  comme  solutions  des  pro- 
blèmes, en  entendant  l'énoncé  primitif  dans  un  sens  plus  gé- 
néral, comme  on  l'a  fait  d'ailleurs  dans  le  cas  des  solutions 
négatives. 

Pour  en  donner  un  exemple  simple,  reportons-nous  au 
problème  de  la  /nojenne  et  extrême  raison  {Alg.  étém.,  256). 

Lorsqu'on  place,  sur  la  droite  donnée  AB  =:  «  qu'on  veut 
partager  en  moyenne  et  extrême  raison,  le  point  de  division  C 


entre  les  points  A  et  B  {fig.  3i),  en  posant  AC  =  j;-,  l'équation 
du  problème  est 


x-=:  a{a  —  jc) 
et  l'on  trouve  pour  racines 


x-  -k-  ax  —  rt-zzz  o, 


a    ,    a   j— 

x=^ n:  -  v'3. 

2        2 
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L'une  csl  positive  et  répond  au  point  C;  l'autre  est  néffaiive, 
elle  s'intei-prète  comme  à  l'ordinaire  et  répond  à  un  point  C 
situé  à  gauche  de  BA  ou  du  point  A. 

Si  l'on  essaye  de  placer  le  point  de  division  en  C",  à  droite 
de  AB  ou  du  point  B,  l'équation  du  problème  devient 

cr-=rt(a— rt)         ou         ^-—ajc-ha-  =  o, 

et  l'on  trouve  pour  racines  les  deux  imai^inaires  conjuguées 

^=  ~  :jzi-  v/3. 

2  2 

Ce  résultat  indique  l'impossibilité  de  répondre  à  la  question 
telle  qu'elle  a  été  posée,  impossibilité  évidente  a  priori,  puisque 
C'A  surpasse  à  la  fois  AB  et  C"B. 

Pour  aller  plus  loin,  construisons  les  deux  racines  imagi- 
naires (867,  868),  en  prenant  le  point  A  pour  origine  et  la 
droite  AB  pour  axe  xx'.  Cette  construction  sera  facile,  puisque 

-V^  est  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  cercle 
de  rayon  -  • 

Par  le  point  I,  milieu  de  AB,  élevons  donc  à  l'axe  xx'  une 
perpendiculaire,  sur  laquelle  nous  marquerons,  de  part  et 

d'autre  du  point  I,  des  longueurs  ly  =  iy,=  ^\/3, et  les  deux 

imaginaires  conjuguées  seront  représentées  par  les  longueurs 


Il  en  résulte  que  les  points  symétriques  y  el  y,  sont  les 
sommets  des  deux  triangles  équilatéraux  symétriques,  que 
l'on  peut  construire  sur  AB,  dans  le  plan  considéré. 

Pour  pouvoir  accepter  les  solutions  ou  les  points  imagi- 
naires, y  et  y„  il  suffit  donc  de  modifier  l'énoncé  primitif,  en 
disant  que  l'on  veut  trouver,  dans  un  plan  passant  par  AB, 
soit  sur  cette  droite,  soit  en  dehors  de  cette  droite,  un  point 
dont  la  distance  au  point  A  soit  moyenne  proportionnelle 
entre  sa  distance  au  point  B  et  la  droite  AB. 

On  a  bien,  en  effet,  puisque  ky  —  yB  =  a, 

ly'^AB.yB. 
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On  peut  mettre  les  deux  racines  imaginaires  sous  la  forme 
trigonomélrique  (836) 

iv=i  a\  -  ±  i- —  =a    cos-,  ±  i  sin  -; 

\2  2    /  \  6  6 

et  l'on  \oit  que,  si  l'on  fait  tourner  le  plan  de  la  figure  autour 
de  la  droite  AB,  le  problème  de  la  moyenne  et  extrême  raison 
n'a  que  les  deux  solutions  réelles  répondant  aux  points  C  et 
C,  tandis  qu'il  admet  un  nombre  illimité  de  solutions  imagi- 
naires. Ces  solutions  imaginaires  sont  représentées  par  les 
génératrices  d'un  cône  de  révolution  de  sommet  A,  dont  Taxe 
est  la  droite  AB  et  dont  la  base  est  le  cercle  décrit  sur  yyi 
comme  diamètre,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  AB. 


De  C.  —  Cours.   IV. 
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CHAPITRE  V. 

DES  FON'CTIONS  DE  VARIABLES  IMAGINAIRES. 


Définitions  et  notions  préliminaires. 

886.  Les  définitions  données  précédemment  relativement 
aux  fonctions  (439  et  suiv.,  446  et  siiiv.)  s'appliquent  aux  cas 
où  la  variable  indépendante  reçoit  des  valeurs  ityiag inaires. 

Si  z  est  la  variable  indépendante,  réelle  ou  imaginaire, 
toute  fonction  entière  de  z  est  un  polynôme  de  la  forme 

F(^)  =  Ao^'"  +  A,^'"-'  +  A2^'«--^  + .  .  .  +  A,„_,  :;  ^  A,„, 

jn  représentant  un  entier  positif  et  Ao,  Ai,  A,,  .  . .,  A,,,,  des 
nombres  constants,  réels  ou  imaginaires,  mais  indépendants 
de^. 

Le  quotient  de  deux  pareilles  expressions  est  une  fonction 
rationnelle  de  z,  à  laquelle  on  donne  souvent  le  nom  de  frac- 
tion rationnelle. 

Toute  racine  d'une  fonction  rationnelle  de  -;  constitue  une 
fonction  irrationnelle  de  la  même  variable. 

Ces  différentes  fonctions  sont  dites  algébriques. 

Toutes  celles  qui  ne  rentrent  pas  dans  les  définitions  pré- 
cédentes sont  qualifiées  de  transcendantes. 

887.  Lorsqu'on  remplace,  dans  une  fonction  algébrique 
u  —.  o{z),  la  variable  z  par  une  expression  imaginaire 

^  -\-  vi, 

nous  avons  démontré  (811  et  suiv.)  qu'on  obtient  toujours 
jiour  résultat  une  expression  de  même  forme.  On  ])eut  donc 
écrire 

u-=:o{jc-\-yi)=:P  -+-  Qi, 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  réelles  de  j?  et  de  v. 
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On  peut  mettre  l'imaginaire  ^4-7^  sous  la  forme  trigono- 
métrique  (836),  en  posant 

jr=/'C0sa,         j"=:/'sina, 

de  manière  à  avoir 

z  ■=  r(cosa  -t-  isina). 

Dans  cette  hypothèse,  P  et  Q  sont  des  fonctions  réelles  des 
variables  /•  et  y..  On  peut  d'ailleurs  écrire  aussi 

Il  :=  P  -f-  Q  /  =  p  (  cos  w  +  «  sin  w  ) , 

le  module  p  et  l'argument  w  dépendant  de  /■  et  de  a. 

D'après  le  double  mode  de  représentation  géométrique 
indiqué  précédemment  (867,  868),  à  chaque  valeur  de  z  ré- 
pond un  certain  point  du  plan  où  l'on  a  tracé  les  axes  rectan- 
gulaires 0:0;'  et  jj';  et  les  coordonnées  de  ce  point  détermi- 
nent les  valeurs  correspondantes  de  P  et  Q,  c'est-à-dire,  en 
général,  la  valeur  de  la  fonction  9  pour  la  valeur  attribuée  à  z. 

Si  ^  et  j'  ou  /•  et  a  varient  d'une  manière  continue  (4-36), 
le  point  déterminé  par  chaque  valeur  de  z  décrit  une  cer- 
taine courbe  dans  le  plan  ^Oy,  et  l'on  dit  que  ::  varie  d'une 
manière  continue. 

Si,  dans  ce  cas,  les  valeurs  de  la  fonction  u  varient  égale- 
ment d'une  manière  continue  (et  sans  ambiguïté),  ce  qui 
exige  que  cette  même  condition  soit  remplie  parles  quantités 
P  et  Q  ou  p  et  m,  la  fonction  u  est  continue  dans  l'intervalle 
considéré.  Le  point  {z)  décrivant  une  courbe  dans  le  plan 
JcOy,  le  point  (u)  décrit  alors  une  autre  courbe  dans  le  même 
plan  ou  dans  tout  autre  plan  auquel  on  veuille  rapporter  ses 
coordonnées  P  et  Q. 

888.  Il  est  nécessaire  d'examiner  spécialement  le  cas  où,  la 
fonction  proposée  étant  z'"-,  m  est  un  exposant  fractionnaire 

à  termes  entiers  de  la  forme  -  • 

On  a,  dans  cette  hypothèse,  en  désignant  par  k  un  entier 
quelconque, 

;  =  /-(cosa-i-  i  sina)  =  /-[cos (a  -^  ikr.)  ^  tsin(a  4-  2A•7^)]; 
puis,  par  la  formule  de  Moivre  (843  et  suiv.)  et  ^7  pouvant  ton- 
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jours  être  supposé  positif, 


/' 


p{y.-^2/:-)    ,    ,^._/>{(X-h2kT:y 


_  zi  —  Uzi'  =  \JrP    cos  '— 4-  i  sin 

^^1*7  ^  J 

Pour  cliaque  système  de  valeurs  attribuées  à  /et  à  a,  c'esl- 

n 
à-dire  pour  cliaque  valeur  de  z,  la  fonction  ô'"  ou  -'/  sera  sus- 
ceptible de  q  valeurs  distinctes  qu'on  obtiendra  en  donnant  g' 
valeurs  successives  à  l'entier  A  (846),  par  exemple,  les  valeurs 
G,  I,  2,  ...,  7—1.  Il  en  résulte  que,  à  une  valeur  déterminée 
delà  variable,  ne  répond  pas  une  valeur  déterminée  de  la  fonc- 
tion. La  fonction  complexe  z'"  n'est  donc  pas  complètement 
définie,  lorsque  m  est  fractionnaire. 

889.  Quand  on  supposer  —  o  dans  la  fonction  complexe 

Ç)(o£-  H- -)  /), 

on  obtient  la  fonction  réelle  o^^c).  Il  faut  donc  que  la  fonc- 
tion complexe  ne  soit  que  la  généralisation  de  cette  fonction 
réelle  et  qu'elle  jouisse  de  ses  propriétés  caractéristiques. 
Les  définitions  adoptées  devront  donc  nécessairement  se 
prêter  à  cette  généralisation,  de  manière  que  les  propriétés 
générales  des  fonctions  réelles  appartiennent  également  aux 
fonctions  complexes  correspondantes.  C'est  là  une  remarque 
qu'il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue. 

Pour  pouvoir  passer  commodément  des  fonctions  réelles 
élémentaires  aux  fonctions  complexes  de  même  espèce,  nous 
étudierons  d'abord  les  séries  dont  les  termes  sont  imagi- 
naires. 

Des  séries  à  termes  imaginaires. 

890.  Nous  ferons  observer  en  premier  lieu  que  la  fonction 
représentée  ou  définie  par  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  la  variable,  réelle  ou  imaginaire, 
est  véritablement  une  fonction  transcendante,  puisque  la  dé- 
finition d'une  fonction  entière  exige  que  le  polynôme  corres- 
pondant ait  un  nombre  limité  de  termes  (350). 

Cela  posé,  voici  comment  on  définit  la  convergence  d'une 
série  à  termes  imaginaires. 

Admettons  que  les  termes  d'une  série  soient  de  la  forme 
générale  u  +  vi,  u  et  r  étant  des  quantités  réelles.  Si  les  deux 
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séries  à  termes  réels 

(0  "0,     "1,     "2,     •  •  ■.     l'n~\,     l'n 

(2)  (•„,      (',,      (•,,     .  .  .,      «'„_,,     ('„,     .  .  ., 

sont  convergentes  et  ont  respectivement  pour  sommes  S  etT, 
on  dit  que  la  série  à  termes  imaginaires 

est  convergente  et  qu'elle  a  une  somme  égale  à  Fexpression 
imaginaire  Sh-  T/. 

Si  les  séries  (i)  et  (2)  ne  sont  pas  toutes  deux  convergentes, 
la  série  (3)  est  considérée  comme  divergente  (ou  indéter- 
minée). 

On  voit  que  l'étude  d'une  série  imaginaire  est  ainsi  ramenée 
à  celle  de  deux  séries  réelles. 

Le  théorème  suivant  permet  souvent,  en  revenant  à  la 
forme  trigonomélrique,  de  se  borner  à  l'examen  d'une  seule 
série  à  termes  réels. 

Il  est  entendu  d'ailleurs  (889)  que  les  théorèmes  relatifs 
aux  séries  imaginaires  s'appliquent  aux  séries  réelles. 

891.  1.  Lorsque  les  modii/es  des  ternies  d'une  série  forment 
une  série  convergente,  la  série  proposée  est  elle-même  conver- 
gente. 

On  peut  toujours  mettre  le  terme  général  u^  de  la  série 
donnée  sous  la  forme 

/■„  (  cos  y.a  ^  i  sin  a„  ), 

de  sorte  que  cette  série  devient 

/■«(cos^oH-  «  sin^o)  -^  /'[(cosp^i-^  «  sinaj) 
-T-  /^(cosajH-  <  sin^o) 

4- 

-i-/-„(cosa„4- «sin:z„) 


Or,  si  la  série  des  modules 

(l)  /■„+ /'i^- /-oH-.  •  .4- /•«  +  ••  • 

est  convergente,  il  est  clair  que  les  deux  séries 

2)     /'o  cosao-f-  Ticosai-H  /'scosai-i-. .  .-;-/•„  cos  a„ 
(3)     /'o  sinao4-  '1  sinzi-r-  r,  sina.2  +  . .  -H-  /"/i  sina^ 
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\e  soni  a  fortiori  {3G7,  V,  VI).  Par  suite,  la  série  proposée 
Test  aussi  (890). 

892.  II.  Lorsque  la  série  des  modules  est  divergente,  on 
reste  dans  le  doute  sur  la  convergence  de  la  série  correspon- 
dante. 

En  effet,  la  série  (i)  [891]  étant  divergente,  ses  termes  peu- 
vent ou  non  tendre  indéfiniment  vers  zéro  (363). 

Dans  le  premier  cas,  il  n'est  pas  impossible  que  les  séries 
(2)  et  (3)  [891]  soient  convergentes,  puisque  leurs  termes 
peuvent  n'être  pas  de  même  signe  et  que  ces  termes  tendent 
d'ailleurs  indéfiniment  vers  zéro  (362).  On  reste  donc  dans  le 
doute  à  l'égard  de  la  série  proposée. 

Dans  le  second  cas,  les  séries  (2)  et  (3)  ne  peuvent  être 
toutes  deux  convergentes  (362);  cai-,  si  /■„  ne  tend  pas  vers 
zéro,  il  est  impossible  {Trigon.)  que  les  termes  /'«cosan  et 
/•„sina„  y  tendent  à  la  fois.  La  série  proposée  est  donc  alors 
divergente  (ou  indéterminée)  [890]. 

893.  111.  jMultiplicatiox  des  séries.  —  Soient 

(0  «0.     "I5     «2,      ••  -,     ll„-\,     l'n,     

(2)  Co,      Tj,      Co,      .  .  .,      (•„_,,      (■„,      .... 

deux  séries  convergentes,  réelles  ou  imaginaires,  ayant  res- 
pectivement pour  sommes  U  et  V.  Si  les  deux  séries  sont 
réelles,  on  suppose  qu'elles  demeurent  convergentes  lors- 
qu'on ne  considère  que  les  valeurs  absolues  de  leurs  termes. 
Si  les  deux  séries  sont  quelconques,  on  admet  que  les  modules 
de  leurs  termes  forment  des  séries  convergentes. 
Cela  posé,  la  série 

yo)  Cq,   *[,   tj,    .  .  . ,    c,i—\,  lui    •  •  •  > 

dont  le  ternie  général  tu  a  pour  expression 

(4)       f„=  //o*"«+  "1  <'«-!+  "2t'«-2  +  -  •  •+  ««-ifi  ^  l'ni'oy 

est  alors  convergente  et  a  pour  somme  T  le  produit  UV  des 
sommes  des  deux  séries  considérées. 

1°  Supposons  d'abord  réelles  les  séries  (i)  et  (2)  et  admet- 
tons que  leurs  termes  soient  tous  positifs. 

ReprésentonsparU„,V„,T„,  comme  à  l'ordinaire,  les  sommes 
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respectives  des  n  premiers  termes  dans  chacune  des  séries 
(0'  (2)7  (3).  Nous  aurons 

U„=  Uo-^  Ui—  ilo-^.  .  .-i-  Hn-2-'r-  "«-1. 
Y„  —  t'o  -1-  <',  —  (^2  +  •  -  •  ^  <'/<-2  +  <'/.-! . 
T„  i^  ^0    ^-  ^1    -^  ^2    —  ■   •   •  —  t„-2    -h  ^„-i, 

OU,  d'après  la  condition  (4  >, 

T„=//o*\.-H(«o<'i4-"i«o)^(«o<'2-i-"i'^i+  "^«'o)-^  •■  ■ 

Le  produit  U„  V„  renferme  évidemment  tous  les  termes  de  ï„, 
plus  d'autres  termes  positifs.  On  a  donc 

U„V„>T„. 
D'autre  pari,  si  l'on  désigne  par  A  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  -  (lequel  sera  -  si  n  est  pair  et  — ^  si  n  est  im- 


2  '  2 


pair),  il  est  clair  que  tous  les  termes  du  produit  UaYa  sont 
contenus  à  leur  tom%  avec  d'autres  termes  positifs,  dans 
T„  ('),  de  sorte  qu'on  a  aussi 

iMais  A-  tend  vers  l'intini  en  même  temps  que  n.  Par  suite,  si 
l'on  fait  tendre  n  vers  l'infini,  U„  et  Ua  tendront  vers  leur 
limite  commune  U,  de  même  que  V„  et  V^.  vers  leur  limite 
commune  V.  La  somme  T„  demeure  donc  comprise  entre 
deux  produits  qui  convergent  l'un  et  l'autre  vers  la  même 
limite  UV,  lorsqu'on  fait  croître  n  indéfiniment.  Il  en  résulte 

nécessairement 

T  =  limï„  =  UV. 

2»  Les  séries  (i)  et  (2)  étant  toujours  réelles  et  conver- 
gentes, admettons  qu'elles  aient  des  termes  positifs  et  des 
Termes  négatifs,  mais  qu'elles  restent  convergentes  quand  on 
prend  tous  leurs  termes  positivement. 


(.)  Pour  ,1  -  5,  par  exemple,  il  faut  faire  /:  =  2,  et  l'on  a,  à  la  fois, 

l\,^   («'o  -+-".)   ('^'0^-^.)=  "o^.-^-".^»-^""^'"^"'^' 
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On  a,  d'après  ce  qui  précède  (i°), 

car  on  peut  remarquer  que,  dans  la  valeur  de  T„,  les  diffé- 
rents produits  sont  tous  ceux  otî  les  indices  de  «  et  de  p  ont 
une  somme  variant  de  o  à  /i—  i,  tandis  que,  dans  la  valeur  de 
U„V„,  les  différents  produiis  sont  tous  ceux  où  les  indices  do 
M  et  de  t'  ont  une  somme  variant  de  o  à  2/z  —  2. 

Nous  venons  d'ailleurs  de  démontrer  (x»)  que,  lorsque  les 
séries  (i)  et  (2)  ont  tous  leurs  termes  positifs,  la  différence 
U„V„  —  T„tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  croît  indéfiniment. 
La  limite  du  second  membre  de  l'égalité  (5)  étant  ainsi  zéro 
lorsqu'on  prend  positivement  tous  les  termes  des  séries  (i) 
et  (2),  cette  limite  restera  telle  (389),  lorsqu'on  rendra  aux 
termes  négatifs  des  deux  séries  le  signe  wom^  qu'ils  possèdent 
en  réalité.  De  plus,  les  séries  (i)  et  (2)  étant  toujours  conver- 
gentes, U„  et  V„  présenteront  toujours,  pour  /?  =  00,  des 
limites  déterminées  U  et  V,  de  sorte  que  de 

lim(U„V„-T„)==o 

on  déduira  encore 

T  =  UV. 

11  ne  faut  pas  oublier  que  la  démonstration  que  nous  venons 
de  donner  repose  expressément  sur  la  condition  que  les 
séries  (i)  et  (2)  demeurent  convergentes,  lorsqu'on  prend 
tous  leurs  termes  posiiivement. 

3»  Supposons,  enfin,  les  séries  (i)  et  (2)  imaginaires  et 
convergentes,  et  admettons  que  les  séries  formées  par  les 
modules  de  leurs  termes  soient  aussi  convergentes. 

Représentons  par 

('^«)  '-0.  '\,  r,,    ...,  ,•„_,,  r„,    ..., 

(2-^«)  ^0,   -^i,   s„    ...,   s,,_,,   s„,    ..., 

les  séries  convergentes  et  de  sommes  R  et  S,  formées  par  les 
modules  des  termes  des  séries  (i)  et  (2),  et  par 

(^  bis)  de    6.    9.  9         f) 
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la  série  dont  le  lerme  général  a  pour  expression 

(f^bcs)     On  —  /'o'^/j  +  /'i^^-i  +  /•2^«—2  -h  . . .  +  /-«-i^i  +  /■«•^o- 

D'après  ce  qui  précède  (i°),  la  série  (  3  bis)  est  aussi  conver- 
gente, et  elle  a  pour  somme  0  le  produit  RS  des  sommes 
des  séries  (i  bis)  et  (2  bis). 

Désignons  respectivement  par  U„,  V„,  T„,  les  sommes  des 
n  premiers  termes  des  séries  (i),  (2),  (3),  et  parR„,  S„,  0„,  les 
sommes  des  n  premiers  termes  des  séries  (i  bis),  (2  bis),  {S  bis). 

Nous  aurons,  à  la  fois,  en  appliquant  l'égalité  (5)  [2°]  aux 
deux  groupes  de  séries  considérés, 


-l-  («<„.-!  Ti  -h   «„_2C2+    .  .  .   +«2'', 
R«S„  —  0„  =  /■„_!. î„_,   +   (/•„_!. Ç„_2  -H  /■,,_o5„_,) 


5) 

i  -l-  («<„._iri   -h    «„_2C2+    .  .  .    +«2l'„_o  -h   i/it-^-i), 


5  bis) 

Comme  le  module  d'un  produit  est  égal  au  produit  des 
modules  des  facteurs  (821,  84^1),  le  second  membre  de 
l'égalité  (5  bis)  est  la  somme  des  modules  des  termes  qui 
composent  le  second  membre  de  l'égalité  (5).  Or,  le  module 
d'une  somme  étant  inférieur  ou  au  plus  égal  à  la  somme  des 
modules  des  parties  (8*0),  et  le  second  membre  de  l'égalité 
(5  bis)  tendant  vers  zéro  par  hypothèse  quand  n  croît  indéfi- 
niment, le  module  du  second  membre  de  l'égalité  (5)  tend 
aussi  nécessairement  vers  zéro;  ce  qui  entraîne,  à  la  limite, 
la  nullité  du  premier  membre  de  cette  égalité  (820,873).  On 
a  donc  encore 

T=zUV. 

894.  IV.  Des  séries  ordonnées  suivant  les  plissances  entières, 
POSITIVES  ET  croissantes  DE  LA  VARIABLE.  —  Etant  dounéc  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et 
croissantes  d'une  variable  imaginaire,  on  peut  s'assurer  de  sa 
convergence  comme  il  suit  : 

Il  est  évident  d'abord  que,.«'  l'on  mulliplie  les  termes  d'une 
série  imaginaire  con\'ergente,  à  termes  positifs,  par  des 
nombres  positifs  inférieurs  à  un  nombre  déterminé  A,  on 
obtient  une  nouvelle  série  convergente. 

Car,  soit 

«0  -h  «,  +  «,  H-  .  .  .  +  u„  +  .  .  . 
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la  série  proposée,  dont  la  somme  des  n  premiers  termes 
est  S„  et  dont  la  limite  est  S.  Si  l'on  désigne  par  a„.  a^^a^,  ■  .  ■ , 
a„,  . . . ,  des  nombres  positifs  moindres  que  A,  la  nouvelle  série 
sera 

a^  «0  +  «1  "i  +  «2  «2  -^  •  •  ■  +  ^«  "n  +  •  .  ■  : 

si  l'on  repi'ésente  par  S^,  la  somme  de  ses  n  premiers  termes, 
on  a 

S'„  <  ÂS„     ou     S„  <  AS, 

quel  que  soit  n.  La  seconde  série  a  donc  une  limite  et  est 
convergenle. 

Cela  posé,  si,  pour  une  valeur  de  la  variable^  dont  le 
module  est  r,  les  modules  des  termes  d'une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  cette 
variable,  demeurent  inférieurs  à  un  nombre  déterminé  A,  la 
série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable 
dont  le  module  est  moindre  que  r. 

En  effet,  soit  la  série 

(  I  )  <7o  +  «1  :;  -(-  «2  ^^  -i-  «3  ^^  -+-    .  .  .    H-  Un  ;"    +    ..., 

oii  z  est  la  variable  imaginaire  et  où  «o^  ^i»  '^'■ly  ■  ■  ■■>  ^n^  •  ••' 
sont  des  constantes  réelles  ou  imaginaires.  Appelons  /q,  'L 
/•,,  . .  .  /•„,  .  . .,  les  modules  de  ces  constantes.  On  suppose  que, 
le  module  de  la  valeur  donnée  à  z  étant  /•,  les  modules  des 
termes  de  la  série  (i),  qui  forment  (821)  la  série 

(  2  )  /'o  +  /'i  /•  -^  r.2  r-  -i-  /-^r^  -h  .  .  .  -h  /•„  /■"  -h 

sont  moindres  que  A.  Donnons  maintenant  à  la  variable  z  une 
valeur  dont  le  module  r'  soit  moindre  que  /•.  La  série 

/•'       /r'V       (i 


<^)        -7-    7"-    7     -—7) 


progression  géométrique  indéfiniment  décroissante,  sera  con- 
vergente. Si  l'on  multiplie  alors  respectivement  les  termes 
de  la  série  (3)  par  les  termes  de  la  série  (2),  moindres  que  A 
par  hypothèse,  on  obtiendra,  d'après  la  remarque  préliminaire, 
une  nouvelle  série  convergente 

(  4  )  /■«  +  /'i  /■'  +  /-o  /■"  -H  1-i  l'"  4-  ...  4-  /•„  /■"*  +  .  .  . , 

qui  sera  précisément  la  série  des  modules  des  termes  de  la 
série  (i),  pour  la  valeur  de  z  dont  le  module  est  /'.  La  série  (i) 


ALGEBRE    SUPERIEURE.  ^ .) 

sera  donc  elle-même  convergente  pour  celle  valeur  de  z  (891) 
et  le  théorème  est  établi. 

On  n'aura  donc  qu'à  attribuer  à  la  variable  :;  des  valeurs 
dont  le  module  aille  en  croissant  à  partir  de  zéro,  et  à  vérifier 
si  les  modules  des  termes  de  la  série  conservent  alors  des 
valeurs  finies,  c'est-à-dire  moindres  qu'un  certain  nombre 
déterminé.  Si  cette  dernière  condition  reste  toujours  remplie, 
la  série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z.  Si  celte 
condition  n'est  remplie  que  jusquà  une  certaine  valeur  de  z, 
celte  valeur  est  une  limite  au  delà  de  laquelle  la  convergence 
de  la  série  n'exisle  plus. 

Nous  allons  préciser  celte  notion  si  importante,  en  démon- 
trant dans  tous  ses  détails  le  théorème  extrêmement  remar- 
quable dû  à  Abel. 

893.  y.  Théorème  d'Abel.  —  Une  série  étant  ordonnée  sui- 
vant tes  puissances  entières,  positives  et  croissantes  d'une 
variable  imaginaire  z,  si  cette  série  est  convergente  {ou  diver- 
gente) pour  une  valeur  de  z  dont  le  module  soit  égal  à  r,  elle 
demeure  convergente  (ou  divergente)  pour  toute  valeur  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  (ou  supérieur)  à  r. 

Soit  la  série 

(  1  )  a^-h  aiZ  -^  aoz-  -\-  «3  z^  -{-  ....  +  «„  .c"  -i-  .  .  . , 

où  z  est  une  variable  imaginaire  et  où  a^,  «i,  a., a„,  .  .  . , 

sont  des  constantes  réelles  ou  imaginaires. 

1"  Cette  série  étant  convergente,  par  hypothèse,  lorsque  le 
module  de  z  est  égal  à  /•,  ses  termes,  à  mesure  que  n  augmente 
indéfiniment,  devront  tendre  vers  zéro  (362,890).  Il  en  sera 
donc  de  môme  (820,  873)  de  leurs  modules 

Po»      pi'      p-21       ■    ■    ■■>      P'M        •    •    •  • 

Désignons  par  M  le  plus  grand  de  ces  modules,  quantité  finie. 
Attribuons  maintenant  à  la  variable  z  une  valeur  c,  dont  le 
module  /'i  satisfasse  à  la  condition 

/■i  <  /•• 

Nous  obtiendrons  une  nouvelle  série 

{■i)  «u  +  «1.3,  -h  a,zi  -H  a^z]  4-  .  .  .  +  a„  c^4-.  .  ., 
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qui  pourra  s'écrire 


Si  nous  représentons  par  ;j.  le  module  du  rapport  ^,  égal  à 

-f  (8i2)  et  moindre  que  l'unité,  les  modules  des  termes  de  la 
série  ('2)  ou  (2  bis)  formeront  (8V1)  une  série 

(3)  po+p,/^-f-p,f/-+p3f^.'  +  ..  .  +  p„,a"  +  .  .  .  , 

dont  les  termes  seront  respectivement  inférieurs  à  ceux  de 
la  progression  indéfinie  décroissante 

(4)  M  +  M;ji  +  M;jl2  +  M.a^  +  .  .  .  -ï-  M'j."  h-  .  .  .  . 

La  série  (3)  est  donc  convergente  (367,  V),  et  il  en  est  de 
même,  par  conséquent,  de  la  série  (2)  [891]. 

2°  La  série  (i)  étant  divergente,  par  hypothèse,  lorsque  le 
module  de  z  est  égal  à  r,  elle  est  divergente  pour  toute  va- 
leur ^i  de  la  variable  z,  dont  le  module  /i  satisfait  à  la  con- 
dition 

/•,  >  r. 

En  eiîel,  si  la  nouvelle  série  était  alors  convergente,  elle  le 
resterait  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  ayant  un  mo- 
dule inférieur  à  r\  (i"),  et  en  particulier  pour  la  valeur  de  :; 
dont  le  module  est  r,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse  admise. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 
Si  l'on  considère,  par  exemple,  la  série 


on  voit  qu'elle  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  à  i,  et  divergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  dont  le  module  est  supérieur  à  i  (3o3,  891,  892). 
Pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  égal  à  l'unité, 
c'est-à-dire  qui  correspondent  à  des  imaginaires  réduites  de 
la  forme 

C03  3C  +  «  sina, 

il  est  clair  que  la  série  proposée  est  divergente  (ou  indéter- 
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minée),  puisque  les  termes  de  la  série  des  modules  de  ses 
termes  ne  peuvent  pas  tendre  vers  zéro  quand  n  croît  indéfi- 
niment (892). 

896.  Cercle  de  convergence.  —  Chaque  valeur  imaginaire  de 
z  répond  à  un  certain  point  dans  le  plan  des  axes  rectangu- 
laires choisis  (867,  868). 

Soit  R  une  valeur  du  module  de  z  telle  que,  pour  toute  va- 
leur moindre  de  ce  module,  la  série  (i)  [895]  soit  convergente, 
et  que,  pour  toute  valeur  plus  grande,  elle  soit  divergente. 

Si  l'on  décrit  un  cercle,  de  l'origine  des  a\es  comme  centre 
avec  R  pour  rayon,  tous  les  points  situés  à  l'intérieur  de  ce 
cercle  répondent  à  des  valeurs  de  la  variahle  imaginaire  ren- 
dant la  série  proposée  convergente,  tandis  que  tous  les  points 
situés  à  l'extérieur  répondent  à  des  valeurs  de  la  variahle  ima- 
ginaire rendant  la  série  proposée  divergente  (89o).  On  peut 
donc  dire  que  la  circonférence  R  partage  le  plan  xO y  en  deux 
régions  de  convergence  et  de  non-convergence  de  la  série. 
C'est  pour  cette  raison  que  le  cercle  R  a  reçu  le  nom  de  cercle 
de  convergence  de  la  série. 

Pour  les  valeurs  de  z  qui  répondent  au  module  R  ou  pour 
les  points  de  la  circonférence  R  elle-même,  ily  a  doute.  Si,  z 
ayant  pour  module  R,  les  modules  des  termes  de  la  série  ne 
tendent  pas  vers  zéro,  elle  est  divergente  pour  tous  les  points 
situés  sur  la  circonférence  R  ou  pour  toutes  les  valeurs  ima- 
ginaires correspondantes  de  z  (892).  Si,  z  ayant  pour  module 
R,  les  modules  des  termes  de  la  série  tendent  vers  zéro,  on 
ne  peut  rien  affirmer  (892),  et  la  série  proposée  peut  être 
convergente  ou  divergente  pour  tous  les  points  de  la  circon- 
férence R,  ou  pour  certaines  parties  de  cette  circonférence. 

Il  ne  faut  pas  ouhlier  que,  pour  les  points  situés  à  l'inté- 
rieur du  cercle  de  convergence,  la  série  formée  par  les  mo- 
dules des  termes  de  la  série  proposée  est  convergente  comme 
cette  série  elle-même  (895,  i"). 

897.  On  voit  que,  5?' R  est  nul,  la  série  considérée  ne  peut 
être  convergente  que  pour  cette  valeur  spéciale  de  R,  et  que, 
si  R  est  itifini,  la  série  considérée  ne  peut  jamais  être  diver- 
gente. 

Prenons,  par  exemple,  la  série  indiquée  au  n°  895, 
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Elle  est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i,  divergente 
hors  de  ce  cercle  et  sur  sa  circonférence. 
Soit  la  série 

I  +  I  .  c  -i-  I  .  2 .  c2  _^  I  .  2 .  3 .  :;'  +  .  .  .  4-  I  .  2  . 3 .  .  .  «  .  c"  — 

Elle  est  évidemment  divergente,  lorsqu'on  donne  à  z  une 
valeur  quelconque  différente  de  zéro,  la  suite  des  modules  des 
termes  tendant  vers  l'infini  (8-20).  La  série  n'est  donc  conver- 
gente que  pour  la  valeur  z  =  o,  et  son  cercle  de  convergence 
a  un  rayon  nul. 

Au  contraire,  la  série 


I  1.2  1.2.3  ■■■  1.2.3.  ../i 

est  toujours  convergente,  quel  que  soit,-,  la  série  des  modules 
des  termes  demeurant  évidemment  toujours  convergente, 
pourvu  que  le  module  de  :;  ne  soit  pas  infini  (366,  399,  891). 
On  peut  donc  regarder  le  rayon  du  cercle  de  convergence 
comme  égal  lui-même  à  l'infini,  et  la  série  comme  conver- 
gente dans  toute  l'étendue  du  plan  des  axes. 

898.  Co.MixuiTÉ  DE  LA  FoxcTiox.   —   La  fonction /(z)  repré- 
sentée par  la  série 


(0 


«2^=4-  «3^5  +  .  .  .^a„^"4--. 


reste  continue  dans  le  cercle  de  comergence  de  cette  série, 
c  est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  in- 
férieur au  rayon  R  de  ce  cercle. 

En  considérant  une  valeur  quelconque  de  z  située  dans  le 
cercle  de  convergence  R,  nous  désignerons  par  9(5)  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  série  (i)  et  par  ■]/(;')  le  reste  cor- 
respondant de  la  série.  On  aura,  en  même  temps, 

f{z)=o{z)-^^h{z). 

Il  faut  prouver  (887)  que,  z  ou  son  module  prenant  un  ac- 
croissement infiniment  petit,  l'accroissement  ûcfiz)  ouïe 
module  de  cet  accroissement  (820)  est  lui-même  "infiniment 
petit. 
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De  l'origine  des  axes  comme  centre,  avec  un  rayon  r 
moindre  que  R,  décrivons  un  cercle  :  a  étant  une  quantité 
aussi  petite  qu'on  voudra,  on  peut  toujours  prendre  n  assez 
grand  pour  que  le  module  du  reste  4^(5)  soit  moindre  que  a 
pour  toute  valeur  de  z  non  extérieure  au  cercle  /■.  II  suffît 
pour  cela  que  n  satisfasse  à  la  condition 

/•"  moûa,i  H-  /•"■^'  mod  c(„_^.^  +  .  .  .  <  a, 

toujours  réalisable,  puisque  la  série  (i)  demeure  convergente 
par  hypothèse  dans  le  cercle  de  rayon  r  et  sur  ce  cercle.  Le 
module  du  reste  '^{z)  étant,  d'après  un  théorème  connu  (8i0), 
moindre  que  la  somme  des  modules  de  ses  parties,  sera  a 
fovLiori  moindre  que  a. 

Si  l'on  donne  alors  à  z  deux  valeurs  suffisamment  voisines, 
:;,  et  z=,_,  situées  à  l'intérieur  du  cercle  r,  on  aura  à  la  fois 

/(~n)  =  9(-i)  +  4>(-.)'       /(-2)  =  9(-.)-+-'K-2); 
d'où  l'on  déduit 

J\z^)-f{z,)^\_^{z,)-o{z,)\^\_<\{z,)~^J{z,)-\. 

9(^)  étant  un  polynôme  entier  en  z,  de  degré  n  —  i,  est  une 
fonction  continue  de  la  variable  z  (886,  887).  On  peut  donc 
choisir  un  nombre  p  assez  petit  pour  que,  quelle  que  soit  la 
position  du  point  (sj)  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  du  point 
(^i)  comme  centre  avec  p  pour  rayon,  le  module  de  la  diffé- 
rence <p(;;,)  —  9(^1)  soit  aussi  moindre  que  a.  Comme  les 
modules  des  restes  'K^,)  et  "K^i)  sont  eux-mêmes,  pour  n 
assez  grand,  comme  on  vient  de  l'établir,  moindres  que  a,  le 
module  de  leur  ditTérence  est  moindre  que  2a  (840). 

Finalement,  le  module  du  premier  membre  f{z^)  —/(zi) 
de  l'égalité  précédente  sera  moindre  que  3a  ou  aussi  petit 
qu'on  voudra,  pour  toutes  les  positions  du  point  (:;2)  à  l'inté- 
rieur du  cercle  p,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  ^2 
suffisamment  rapprochées  de  ^i.  C'est  en  cela  que  consiste 
précisément,  comme  nous  l'avons  rappelé,  la  continuité  de  la 
fonction/(:;)  dans  le  cercle  de  convergence  R. 

899.  La  fonction /(^)  ne  peut  d'ailleurs,  dans  ces  mêmes 
limites,  correspondre  qu'à  un  seul  développement  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  crois- 
santes de  z  (^22). 
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En  ciïol,  si  un  secoiul  développenienl 

élail  possible,  il  devrait  èlre  égal  au  premier  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  comprises  dans  le  cercle  de  convergence  et,  par 
conséquent,  pour  ci=  o,  d'où  l'on  conclurait  ao=  b^,. 

En  supprimant  ces  deux  termes  égaux  et  en  divisant  par  z, 
il  resterait 

«1  +  a^z  H-  ajs'-H  .  .  . -i-  r/„x;"~'  -l-  .  .  . 

z=zb^^b.,z^  b^z:--\-.  .  .-\-  b„  z"-'  ^ .  .  .  , 

égalité  qui  devrait  être  encore  vérifiée  par  toutes  les  valeurs 
convenables  de  z  et,  par  conséquent,  par  ^  =:  o,  d'oîi  l'on  dé- 
duirait «1  =:  6,,  et  ainsi  de  suite. 

De  la  fonction  exponentielle  dans  le  cas  d  une  variable  imaginaire. 
900.  Nous  venons  de  voir  (897,  898)  que  la  série 

(.)  I+î 


I  1.2      '      1.2.3  '  1.2.3.  ../« 

est  convergente  et  continue  dans  toute  l'étendue  du  plan  des 
axes,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  ;.  Elle  tend  donc 
vers  une  limite  qui  est  une  fonction /(;j)  de  la  variable  z,  et 
qu'on  peut  désigner  par  e=.  En  effet  (889),  lorsque  z  reçoit  une 
valeur  réelle  œ,  la  série  (i)  représente  le  développement  de  la 
fonction  exponentielle  e^,  telle  que  nous  l'avons  considérée 
dans  la  première  partie  (418,  693). 
Nous  poserons  donc 


1.2  1.2.3         '  '  '        I  .  2  .  0  . .  .  /^ 

et  e=  sera  \a  fonction  exponentielle  gêné/ aie. 

901.  La  propriété  caractéristique  de  la  fonction  exponen- 
tielle e^  consiste  dans  la  relation  (i86) 

On  doit  pouvoir  l'étendre  (889)  à  la  fonction  complexe  e'. 
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En  donnanl  à  la  variable  les  valeurs  :;,  et  Zo,  on  a 

-2  -3  _n 


I  1.2  1.2.3  '''l.2.3.../^ 

I  1.2  1.2.3      '     ■  ■  ■  1  .2  .3  .  .  ./l 

Os  deux  séries  demeurant  convergentes  quand  on  remplace 
chaque  terme  par  son  module,  on  peut  leur  appliquer  le  théo- 
rème relatif  à  la  multiplication  des  séries  (893,  3'^).  La  nou- 
velle série  obtenue,  dont  le  premier  terme  est  i  et  dont  le 
terme  général  ou  de  rang  /?  -r-  i  a  pour  expression 


i .2 .à . .  .  n         I    i . 2 . 3 . . . y n  —  i) 


1.2    1  .2.3 . . .(  n  —  2) 


1 .  2  .  o .  .  .  n 


I 


sera  elle-même  convergente,  et  elle  aura  pour  somme  le  pro- 
duit/(...)/(c,). 

Mais  le  terme  général  de  cette  nouvelle  série  revient  évi- 
demment {'2oo)  à 

1.2.3.../* 

de  sorte  qu'elle  représente  /{--i  —  z.^),  et  qu'on  a  bien 

V»       /(-t)/(^2)=/(^i^-2)         OU         e=.e^.  =  .^.-^. 

Il  en  résulte  que  toutes  les  règles  de  calcul  relatives  aux  ex- 
posants (loO)  s'appliqueront  également  aux  quantités  com- 
plexes de  la  forme  e-  et  aux  quantités  réelles  de  la  forme  e^. 

902.  Réciproquement,  en  partant  de  la  relation  (2)  qu'on 
vient  d'établir,  on  peut  prouver  que,  dans  le  cas  où  la  variable 
imaginaire  devient  une  quantité  réelle,  la  fonction  /{z)  se 
réduit  bien  à  la  fonction  exponentielle  réelle. 

En  donnant  à  z  les  valeurs  successives  quelconques  ^^i,  z.,, 
~-z,  ■  ■  ■■,  ~-m,  celte  relation  (2)  permet  évidemment  d'écrire 

J\z,)f{z,)J\z,)...f{z„,)  =  f{z,^z,^z,^...^z,„); 
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puis,  en  supposant  :;i  r=  c,  =  ^3  =  •  •  •  ==  ^m  ^  Z, 

(3)  [/(Z)]"'=/(mZ), 

m  étant  un  entier  positif  quelconque. 
Si  Z  devient  une  fraction  positive  ou  négative  représentée 

par  ±  —  )  on  aura  donc,  d'après  (3), 


(4) 


K-^): 


=  /{±:l)=f[±:  !)]■'. 


D  ailleurs,  si,  dans  la  formule  (2)  [901],  on  suppose  ^1=^1 
et52  =  — I'  on  trouve,  d'après  la  relation  (t)  [900], 


c'est-à-dire 


d'où 


/(0/(-0=/(o)  =  i, 


yv      )     j^^^     yw 
[/(-O]' =  [/(!)]-'. 


La  relation  (4)  devient  ainsi,  en  prenant  ensemble  les  signes 
supérieurs  et  les  signes  inférieurs, 


(5) 

Or  (900,  401), 


;<=^^)] '"=[/(■>]"■ 


■^  ^  I  1.2  I  .2.3 


-h.  .  .-+- 


I  .  2  .  3  .  .  .  /i 


On  a  donc  enfin 


/ 


et,  en  extrayant  la  racine  z;?''^™»  arithmétique  des  deux  membres. 


ou 

(6)  /(Z)=:e^ 

ce  quijusiifie  complètement  l'interprétation  adoptée  au  n°900. 
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Des  fonctions  circulaires  directes  dans  le  cas 
d'une  variable  imaginaire. 

903.  Soieiil  les  séries 

-3  -5 


(0 

(2) 


I .2.3.^.5 


1  .  2  .  O  .  -J 


(jui  sont  convei'geules  dans  toute  l'étendue  du  plan  des  axes, 
quelle  que  soit  la  valeur,  réelle  ou  imaginaire,  attribuée  à  z 
(389,  397,  3";  891).  Elles  tendent  alors  vers  des  limites,  qui 
sont  des  fonctions  de  la  variable  -  et  qu'on  peut  désigner  res- 
peclivement  par  sine  et  par  cos;.  En  effet,  lorsque  z  reçoit 
une  valeur  réelle  x,  les  séries  (i)  et  (2)  représentent  les  dé- 
veloppemenls  de  sin.r  et  de  cos.r,  tels  que  nous  les  avons 
considérés  dans  la  première  partie  (702).  Nous  poserons  donc 
(889) 


sine  —-:. 


1.2.3        I.2.3./4.5         '*' 
cose  r=  I ^ h  . ^^-p-  —  .  .  .  , 

J  .  2  \  .2.0  .-\ 

et  nous  aurons  ainsi  les  foncUons  sinus  et  cosinus  géné/rdes. 
Tous  les  termes  de  la  fonction  sinus  sont  de  degré  impair, 
tous  les  termes  de  la  fonction  cosinus  sont  de  degré  pair. 
D'une  manière  générale,  une  fonction  d'une  variable  z  es,l  im- 
paire ou  paiie,  suivant  qu'elle  change  ou  non  de  signe,  en 
conservant  la  même  valeur  absolue,  lorsqu'on  remplace  z  par 
—  z;  sine  est  donc  une  fonction  impaire,  tandis  que  cose  est 
une  fonction  paire. 

Nous  définirons  d'ailleurs  les  autres  fonctions  circulaires 
dii'ecles  générales  par  les  formules  (Triton..  3i) 

sine  cose 

tanffe  = j  cote  =: -^ — , 

cose  sine 

sece=: 5  cosece  = 


cose  sin 


On  voit  (jue  séce  est  une  fonclion  paire,   landis  que  tangî, 
cote,  cosécs  sont  des  fonctions  impaires. 

6* 
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Liaison  entre  les  fonctions  circulaires  directes  et  les  fonctions 
exponentielles  générales.  —  Conséquences. 


OOV.  Prenons  l'égalité  (900 


e-  =:  I  H 4- 


I  I  .  ^  1.2.0  \  .1 .6  .l\ 

el,  dans  celle  relation,  remplaçons  successivement  c  par  -;/ 
et  par  —  zi.  Il  viendra  évidemment  (826) 


M 


1.2.3  I  .  2  .  3  .  J  .  .") 


\  1.2  1.2.0.4  /  V I 

\  I  . 2   ~^    I  . 2    3 . 4  '  ■  '    '  V   I  1.2.3  l  .  2 . 3 . 4 • 3 

c'est-à-dire  (903) 


COS.;  —  i  sin  r. 
cos::  —  «  sinr. 


Ces  relations  ont  été  données,  pour  la  première  fois,  p;» 
EiLER.  On  en  déduit  successivement  (903) 


COS.;  =  — -,  sin:: 


tangr  = 


COS.:;        i{e''-^e~~'}  e^' — e--' 

Les  fonctions  exponentielles  générales  peuvent  donc  s'ex- 
primer par  des  fonctions  circulaires  directes  générales,  et,  ré- 
ciproquement, ces  dernières  peuvent  être  remplacées  par  des 
fonctions  exponentielles. 

On  vérifie  (903)  que  la  valeur  de  cos;  ne  change  pas  quand 
on  change  z  en  —  ;,  tandis  que  la  valeur  de  sin;  change  de 
signe  ainsi  que  celle  de  tang;.  On  a  donc 

cos(— ;)  =  cos;,     sin( — ;)  = — sin;,     tang(  —  ;)"— lang;. 

comme  en  Trigonométrie  (19,  13,  24). 

905.   D'après  la  formule  (904) 

e='  =  cos;  -h  i  sin;, 
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toute  imaginaire  trigonomélrique  (836) 
/•(cosa  -T-  i  sina) 
peut  être  mise  sous  la  forme  très  simple 

r  étant  son  module  et  a  son  argument. 

k  étant  un  entier  quelconque  et  le  module  étant  l'unité,  on 
a,  en  particulier, 

g2/v7t'  :^  COS  2  /v-  71  +  /  Sin  2  A-  TT  3=  +  I  , 

e'^'      =  COSTT  -f-  <   SinTT  =:—  l, 

V  T.  .     .      T. 

g-       =:  COS hiSin—  =+/. 

2  2 

/  -TT  N  /  JP 

e    2  =  COS    —  -  )  +  /  sin    —  - 


Ces  résultats  permettent  de  généraliser  immédiatement  d'im- 
portantes formules. 

71 

Dans  la  valeur  de  sins  (904),  remplaçons^  par z.  Nous 

aurons  successivement  (901) 

(    2  -  -  j  '  _  (  2   -  "  )  '  2  -j  _  2     ^::i 


7: 
sini  - 


2  /  2i 


cosr. 


2i  2 

On  trouvera  de  la  même  manière  {Trigon..  8) 

't. 


sins,        tang( :;j=:coti 


cosi  .  ,  .    .  ^ 


Dans  la  valeur  de  sine  (90V), remplaçons  encore  :;  parTr 
[1  viendra 

sin(7r  — ^)=- '. 


jTii  £>— Ci  ^—71;  z^;; 


g-iLl    g-<  —    g- 


sm:;. 


2«  2i 

3n  trouvera  de  la  même  manière  {Trigon.,  11,  17,  22) 

cos(7r  — ^)  =—  cosc,         tang(7r  —  x;)  =—  tangc 
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90G.  Les  fondions  générales,  considérées  justjn'ici.  sont  pé- 
riodiques. 

On  a,  en  effci,  d'abord,  d'après  la  |)i'opi'iélé  caraclérislique 
de  la  fonclion  exponentielle  (901)  et  d'après  la  remarque  qui 
précède  (905), 

Ainsi  la  fonclion  exponentielle  générale  est  périodique,  cl  sa 
période  est  ir.i. 

D'après  la  même  propriété  caraclérislique  et  les  relations 
établies  au  n°  90i,  on  a  ensuite 

ces  (s  +  2  7r) 


sin(c  H-  2  7:) 
lang(^  +  -) 


2 

Q{z^i'iz)i 

—  e~ 

{z+ir.)i 

2i 

g{Z+-!l)l 

—  e- 

(z-hr.)i 

i[e(;;-i-ii;i_(_  e-(2+7t  «j       /[_  gzi  _  g-zq 


Les  fonctions  circulaires  directes  générales  sont  donc  aussi 
périodiques  :  la  période  est  2-  pour  le  cosinus  et  le  sinus,  et 
elle  est  tt  pour  la  tangente. 

907.  Reprenons  la  formule  (901) 


Si  l'on  y  remplace  successivement  z-i  et  z.,,  d'abord  par  Zii  et 
z^i,  et  ensuite  par  —  Zfi  et  —  z-^i,  il  viendra,  d'après  les  rela- 
tions du  n"  90i, 

g(c,+;^)/__  cos(ci-f-  r,)  +  «  sin(::iH-  z,)  —  e->'e-^' 
=z  (  cos^i-f-  i  s\n  3j)(cosr2-f-  ii'sinc,), 
g-(;,-4-;,)i--  cos(siH-  Z,)  —  «sin(^,  +  z,)  =z  (?-^.'e-~.« 
=  (cos-i  —  «■sin::i)(cos::2 —  /sin?,). 

En  ajoutant  et  en  relranclianl  ces  deux  égalités  membre  à 
membre,  en  laissant  de  côté  les  exponentielles,  on  Irouv 
après  réduction, 

cos(:;i+  z-i)  =  cos^i  cos^a—  sin^,  sin:?,, 
sin(^i  +  ^2)  =  sin^i  cos^2  +  cos-i  sin;,- 
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Ce  sont  là  les  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie 
générale.  Elles  ont  lieu  quelles  que  soient  les  quantités  ^i  et 
z-i,  et  toutes  les  relations  qui  peuvent  en  découler  en  Trigo- 
nométrie, lorsqu'on  considère  une  variable  réelle,  se  trouvent 
par  cela  même  généralisées  et  sont  également  applicables  au 
cas  d'une  variable  imaginaire. 

Supposons,  par  exemple,  dans  la  première  de  ces  formules, 
5-2  =  —  z^.  Le  premier  membre  se  réduira  à  cosoou  à  l'unité 
et  le  second  membre  (90i)  à  cos^^,  +  sin'-::i.  On  a  donc, 
comme  en  Trigonométrie, 

sin-^i  +  cos^^i^  I. 

On  retrouverait  aussi  facilement  toutes  les  autres  formules 
usuelles. 

908.  La  formule  de  Moivre  (8i3  et  suiv.)  a  été  établie  en 
supposant  l'argument  réel.  Ce  qui  précède  permet  de  l'étendre 
à  tous  les  cas. 

On  a,  en  effet  (901,  905),  en  désignant  par/»  et  »i  deux 
entiers  positifs, 

{e^'-)P  =  \e~'"'J    —ye"^')    \e^~^)    =\e'^^"'-"^^^'\     . 

Si  l'on  remplace  z  par  -g/ dans  les  deux  membres  extrêmes, 
on  a  (905) 

ie--')P—(cosz±isinz)''  =  le   ^'"         '"    ^J 

/ 1)  2kr.\   ,    .    .    /p  a/i-âX 

CCS  {  —  z  -^, ±:  i  sin  (  —  r  h 

\m  m   J  \ni  ni   J 

ou,  en  extrayant  la  racine  m'''"<^  de  la  deuxième  et  de  la  qua- 
trième expression, 

—  fp  2kr,\    ,    .   .    /p  aA'T 

(cos;  it:  i  sin^)"'=  cos    —  ■;  +  ■ ±  ;  sm    ^-  z  -\ 

^  \ni  ni   J  \ni  >n 

C'est  la  formule  de  Moivre,  dans  le  cas  d'un  exposant  frac- 
tionnaire quelconque  —  et  d'une  variable  ou  d'un  argument 
>n 

quelconque  z.  Le  second  membre  admet  toujours  ?n  valeurs 
distinctes  qu'on  obtient  en  donnant  à  l'entier  indéterminé  A- 
les  /n  valeurs  o,  i ,  2,  3,  . . . ,  /?i  —  i . 
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De  la  fonction  logarithmique  dans  le  cas  d'une  variable  imaginaire. 

909.  Si  l'on  pose 

e-=  u, 

«  et  c  étant  des  quantités  quelconques,  z  est  le  logarithme   1 
népérien  de  l'imaginaire  u  ou  la  fonction  inverse  de  la  fonc- 
tion exponentielle  (Ul).  C'est  ce  qu'on  peut  indiquer,  d'après 
Cauchy,  par  la  notation 

z  =  l{{u)), 

la  double  parenthèse  servant  à  distinguer  les  logarithmes  des 
quantités  complexes. 
L'imaginaire  u,  mise  sous  la  forme  trigonométrique 

/•(cos^H-  <sin9), 
équivaut  (905)  à 

re^', 

tandis  que,  si   l'on   a  z  =  x  +  yi,  l'expression  e=   équivaut 
(901)  à 

e'^ey'. 

On  peut  donc  écrire  Tégalilé 

Il  en  résulte  (810,  837,  90i) 

e*=/-        et        cosj  +  /sinj=rcos6  +  /sin5, 
c'est-à-dire  (505) 

x^rzlr        et        y  — /5-i_  2X-7r. 
On  a  finalement 

(A)  ^^  =/((«))  =  //•  4- (5  + 2 A-t:)/. 

On  voit  que,  à  chaque  valeur  de  u,  répondent  une  infinité 
de  valeurs  de  :;  formant  une  progression  arithmétique  dont  la 
raison  est  ir.i,  et  chacune  de  ces  valeurs  est  un  logarithme 
népérien  de  u. 

Une  quantité  imaginaire  a,  par  conséquent,  une  infinité  de 
logarithmes  népériens  imaginaires,  et  la  fonction  logarith- 
mique n'est  pas  complètement  déterminée. 
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910,  Cauchy  a  appelé  xaiem'  />/i/icipalede  /((«))  celle  qu'on 

ol)tient  en  faisant  /.  =zo  dans  la  formule  (A).  Celte  valeur 

principale, 

lu  —  h-^Oi, 

est  parfaitement  iléterminée,   puis(|ue  9  représente  la  plu- 
jietite  valeur  absolue  de  l'argument  (836  ). 

911.  Lorsque  u  est  une  f|uantilé  réelle  et  positive,  on  a 
^  r=:  o  et  «  =  /■.  Il  vient  alors 

(A')  z  =  l{{r)}-^lr-\-il-.i. 

Si  II  est  une  quantité  réelle  et  négaUA-e.  on  a  9  =^  -  et  //  =—  /• 
(838).  On  a,  dans  ce  cas, 

(A")  c  —  /((  —  /•))  =  Ir  ^  ('î/.-  ^  1)-/. 

Une  quantité  positive  n'a  donc  qu'un  seul  Logarithme  réel 
"-  (qui  est,  pour  k  =  o,  son  logarithme  ordinaire)  et  une  infinité 
de  logarithmes  imaginaires. 

Une  quantité  négative  (comme  une  quantité  imaginaire) 
n'a  aucun  logarithme  réel{kdi),  et  elle  a  une  infinité  de  lo- 
Liaritli  mes  im  a  gin  aires. 

Si  l'on  suppose /-^^  I,  il  vient  (496,905),  d'après  les  for- 
mules (A')  et  (A"), 

/((!))=  2Â-^ 
^l— I))  — (2A--+-07:/. 

912.  On  a  (909) 

e~  =z  e^^y'  :=  e^ e^'  -^  e'^  {cosy  -h  i  s'm  y  ) . 

On  a  également 

u  =  re'^'  -zi  r'j ( cos  —  <  sin Ô ;  =;  «  -;-  bi, 

en  posant  (836) 

r  zoi9  z^  a         el         r  i'inO  ^^  h. 

Si  l'on  identifie  la  valeur  de  e-  et  celle  de  u,  on  trouve 

e^cosj'  :^  a. 
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Cl  l'on  en  déduil 

b  ,        b 

iangr=-         ou        y  =  arctang-, 

en  même  temps  que 


e^  r=L  \lcC-  -^  b-         on         X  =  /\  «-H-  b-, 

X  élanl  le  logarithme  réel  (911  )  du  nombre  positif  ou  du  njo- 

dule  \jd--x-  b-. 

b         .  ,       .  , 

Les  arcs  qui   ont  pour    langente  ~  eî   dont   le   sinus  el   le 

cosinus  ont  respectivement  les  signes  de  b  et  de  a  sont  en 
nombre  infini,  et  leur  période  est  ikr..  En  prenant,  parmi 
tous   ces   arcs,    le   plus   jtetit  arc    positif  pour  représenter 

arc  lani;-    ,  on  peut  donc  écrire  d'une  manière  générale 

"  a 

'' 
y  =r  arc  lang  — i-  2  At:. 

Tar  suite,  le  logarithme  z  de  l'imaginaire  ;<  =  a  -^  bi  admet 
encore  la  forme  (909) 

(Al)   z  =  l{{a  -H  bi))  =  l\fâ--{-  b- -^  (  arc  tang — 1-2/1-7:  ji. 

Pour  un  nombre  réel,  on  a  b  ---.  o  el 

z:^  la+  (arc  tango  -i-  il;T.)i. 

Si  a  est  i)osilil',  arc  tango  =1:0;  si  a  est  négatif,  arc  tango  in- r. 
On  retombe  ainsi  sur  les  formules  (A')  et  (A")  du  n»  911. 

913.  Nous  avons  considéré  précédemment  la  fonction  j)uis- 
sance  ;'",  dans  le  cas  où  ;  est  quelconque  el,  l'exposant  ///, 
une  fraction  réelle  à  termes  entiers  (888).  Ce  qui  précède 
permet  de  définir  celte  même  fonction  lorsque  l'exposant  m 
devient  lui-même  une  quantité  complexe. 

Si  l'on  a,  par  exemple,  z  =  a-\-  bi,  on  peut  poser  =  =  e^+y', 
X  (i\  y  ayant  les  valeurs  (912) 

b 


X  ■=z  l\Jcâ-^  b-,        y  =  arc  tang  ~  4-  2/.  r. 
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Si  l'on  met  x  -^  yi  sous  la  forme  trigoiiomélrique 

/•(coso  -;-  i  sino), 

9  dépendant  de  r  aura  une  infinité  de  valeurs. 
L'exposant  m  étant  alors  l'imaginaire 

p  -i-  qi  ■=-  p  (  cos  0)  -I-  i  sin  oj  ) , 

il  viendra  (901,  8il) 

/-/«  -_  rgr(cos!p-HJ"sin(5)lp(cosa)+/sinW) 

grp[ros{9-l-W)-(-z  sin(O-i-O))]  — —  g/'pcos{y-i-fO)+/;-p  sinc;p-l-ti)) 

C'est  ce  qu'on  peut  encore  écrire  (901,  905) 

-;;; —  grp  cos{S-!-oj)  g>/cp  .si!i(ç;-i-(jO) 

_-  e'-p cos  1. '34-0)  [cos/'û  sin(9  -h  m)  ^  i  sin  /'o  sin  (o  h-  o))]. 

La  fonction  puissance  générale  est  donc  une  quantité  com- 
plexe susceptible  d'une  infinité  de  valeurs,  puisque  son  mo- 
dule et  son  argument  dépendent  tous  deux  de  o. 

On  voit  que  la  fonction  z'"  n'est  complètement  déterminée 
que  lorsque  m  est  entier. 


9U.  Si  l'on  a 
on  a  aussi  (901  j 


e-^  --=  Uo, 


Il  en  résulte  immédiatement  (909) 

C'est   la  i)ropriélé   fondamentale   des  logarithmes   (i93),  et 
toutes  les  auties  en  découlent. 

Il  est  entendu  que,  dans  les  deux  membres  de  l'égalité  pré- 
cédente, les  arguments  doivent  être  choisis  convenablement. 

915.  \ous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  les  expo- 
nentielles et  les  logarithmes  relatifs  à  la  base  e. 

Si  l'on  adoptait,  au  lieu  de  e,  une  base  positive  quelconque  a, 
on  aurait  d'abord  par  définition  (909) 


et,  ensuite  (901), 
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Le  logarithme  de  rimaginaire  u  clans  la  nouvelle  hase  «  est 
donc  égal  à  son  logarithme  dans  l'ancienne  hase  e,  divisé  par 
le  nomhic  constant  la,  c'est-à-dire  par  le  logarithme  de  la 
nouvelle  base  dans  l'ancien  système  (500). 

Si  l'on  prend  a  =  lo,  on  passe  des  logarithmes  népériens 
aux  logarithmes  vulgaires  (306). 

910.  En  terminant  ce  paragraphe,  il  n'est  pas  inutile  de 

remarquer  que  les  Tahlesusuellesdeslogarithmesdesnombres 
et  des  rapports  trigonométriques,  réunies,  constituent  pour 
ainsi  dire  une  Tahle  des  valeurs  de  la  fonction  exponentielle 
simple  et  du  logarithme  népérien.  Elles  permettent  donc  de 
calculer  les  valeurs  numériques  de  ces  éléments  et  de  toutes 
les  fonctions  qui  en  dépendent. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  trouver  le  logarithme  népérien  z 
de  l'imagmaire  u  =  a  +  bi,  on  aura  recours  à  la  formule  (A,) 
(912).  La  Table  des  logarithmes  des  nombres  conduira  (306)  à 

/  ,—, r;       'og  \/a-  s-  b- 

loge 

puis,  à  l'aide  de  la  même  Table,  on  obtiendra  le  lo-arithme 

I  ^^ 

au  rapport-,  et  les  Tables  trigonométriques  feront  connaître 

l'arc  dont  ce  rapport  représente  la  tangente. 
Si  l'on  veut,  au  contraire,  calculer  la  fonction  exponentielle 

e-  =  e^^y', 
on  écrira  (903) 

e~  -~  e*er'  z=  e^  cos  >■  -h  «e-^sin  r  ; 

X  étant  le  logarithme  népérien  de  e\  le  logarithme  vulgaire 
de  cette  quantité  sera  ^loge  (506).  Quant  au  logarithme  de 
cosr,  on  le  trouvera  à  l'aide  des  Tables  trigonométriques  en 
prenant  les  précautions  nécessaires,  c'est-à-dire  qu'on  con- 
vertira y  en  secondes  en  le  rapportant  à  ^.j^  comme  unité, 

040000 
et  qu'on  aura  soin  ensuite  de  ramener  l'arc  correspondant  à 

être  positif  et  moindre  que  \{Trigon..  33,  120).  En  ajoutant 

les  deux  logarithmes  obtenus,  on  aura  celui  de  e^cosr,  et  il 
ne  restera  plus  qu'à  remonter  au  nombre  et  à  donner  au 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  q3 

résultai  le  signe  convenable  d'après  celui  de  cosj-.  On  opérera 
de  même  pour  déterminer  le  second  terme  de  e-. 


Des    fonctions    circulaires   inverses   dans  le   cas  d'une  variable 

imaginaire. 

917.   On  sait    {Trigon.,  W)  que  les  fonctions  circulaires 
inverses 


sin 

cos 

tang 
arc        ° 

arc        ,    z, 

arc    ,     z, 

cosec 

sec 

cot 

sont  susceptibles  d'une  infinité  de  valeurs  pour  toute  valeur 
de  z.  Il  en  est  de  même  lorsque  z,  au  lieu  d'être  une  quantité 
réelle,  est  une  quantité  complexe. 

Nous  conserverons  les  mêmes  noms  à  ces  nouvelles  fonc- 
tions, et  nous  considérerons  spécialement  les  trois  fonctions 
générales  arc  cos  ::^,  arcsin^,  arctang^. 

918.  1.  FoKcrio.N  arc  cos  ^.  —  Désignons  par  a  la  fonction  dont 
il  s'agit.  Nous  entendons  par  là  que  la  série  qui  représente 
cos  u  (^903)  a  z  pour  limite,  de  sorte  qu'on  peut  poser 

cos  a  :=  z 
ou,  par  les  formules  d'Euler  (90i), 


cos  a 


On  déduit  de  celte  équation,  en  tenant  compte  de  l'exposant 

négatif, 

I 


c'est-à-dire 
d'où 


2Z  e"'  -r-  I  =z  o, 


\=' 


Il  en  résulte 
inz=l  ((  ;  ±:  v'c--  i))         cl         11  =  -.  [  (( z  zz  ^'z-  —  i  )  ) . 


Le  logarithme  d'une  quantité  imaginaire  ayant  une  infinité 
de  valeurs  (909),  ii  en  est  de  même  de  la  fonction  a.  Les  so- 
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lulioMS  se  partagent  en  deux  groupes  : 

Mais  les  deux  quantités 

^  +  v^^^  —  I     et     -3  —  \/z-  —  1 

ayant  pour  produit  l'unité,  leurs  logarithmes  correspondants 
sont  égaux  et  de  signes  contraires,  et  l'on  peut  écrire  plus 
simplement 

expression  que  l'on  pourra  transformer  d'après  les  indications 
du  n"  912. 

II.  Fonction  arc  sin^.  —  En  se  servant  également  des  for- 
mules d'Euler  (90i),  on  a 

e"'-—e-"' 
sin  u  := =  z. 

•21 

On  en  déduit 

e-"^' —  2  ize"'  —  I  =  G, 

c'est-à-dire 

f<  ==  -  l((iz±\Ji  —  •=■'))• 

Mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  que  (905)  l'arc  dont  le 
sinus  est  :■  est  complémentaire  de  l'arc  dont  le  cosinus  est  z, 
de  sorte  que,  si  l'on  a  sin  u  =  z,  on  a  aussi 

u  =- arc cos  s  =  -'  ni  -  / (( s  -i-  \/z'^  —  i)). 

2  2  1^^ 

III.  Fonction  arctang;.  —  La  fonction    considérée    étant 
désignée  par  u,  on  a  [90'*) 


tang« 


On  en  déduil,  en  tenant  compte  des  exposants  négatifs, 


e^"'  —  I . 


ALGEBRE    SUPÉRIEURE.  QO 

11  en  résulte 


i  --  zi 
g2ui  —  — : — 


c'est-à-dire  (91i) 

expression  qu'on  pourra  transformer  d'après  le  n"  912.  On 
voit  que  la  fonction  u  est  encore  susceptible  d'une  infinité  de 
valeurs  (909). 

919.  En  prenant  de  même  l'une  des  trois  équations 
;/=zarcséc;,         «  =:  arccoséc;,         «  =  arccot^, 
qui  signifient 

séc«^;,  coséc«  =  ;,  COil(=:Z-, 

el  en  se  rappelant  qu'on  a  par  définition  (903) 

SeC»=:: -7  COSeC  11=1— — •■.  cot« 


cos«  sin«  tang« 

il  suffira  de  remplacer  :;  par  -  dans  les  résultats  du  numéro 

précédent,  pour  obtenir  successivement  les  valeurs  des  trois 
fonctions  arcséc:;,  arccoséc:?,  arccots.  On  aura  ainsi 


1/^1=^/1 
i(  =r  arc  sec -  =  -  /(  ' 


i 


'^)}=^i'(('^^^> 


u  =  arccosec:;  =:  -  /l  (  ^— 1  | 


I    , 
u  :=  arc  col  ^  =  — .  / 

21 


Résumé. 


920.  D'après  ce  qui  précède,  les  fonctions  :;'"  (lorsque  m  est 
entier),  e',  s\nz,  cosz,  tang.:,  sont  des  fonctions  parfaitement 
déterminées,  c'est-à-dire  ne  prenant  qu'une  seule  valeur  bien 
définie,  lorsqu'on  remplace  z  par  une  quantité  connue,  réelle 
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OU  imaginaire.  Les  fonctions  de  cette  espèce  sont  des  fonc- 
tions uniformes. 

Au  contraire,  les  fonctions  z'"  (lorsque  m  n'est  pas  en- 
tier), Iz-,  arcsin-,  arccos-,  arctang:;,  arccosée:;,  arcsécs, 
arccotr,  prennent  plusieurs  et  même  line  infinité  de  valeurs 
distinctes,  pour  chaque  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  z.  Ce 
sont  des  fonctions  multiformes.  Il  faut  alors,  dans  la  plupart 
des  cas,  indiquer  la  valeur  de  la  fonction  qu'on  veut  consi- 
dérer spécialement  parmi  toutes  celles  qui  répondent  à  une 
certaine  valeur  de  la  variable  z. 

A  partir  de  cette  valeur  de  ;  et  de  la  valeur  correspondante 
choisie  pour  la  fonction,  le  point -a  (ou  x  h- j<')  décrit  dans  le 
plan  des  axes  une  courbe  arbitraire,  lorsqu'on  fait  varier 
X  et/  d'une  manière  continue  et  arbitraire.  En  même  temps, 
les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  sont,  en  général, 
déterminées  sans  ambiguïté,  par  sa  définition  même  et  par  la 
condition  de  différer  successivement  infiniment  peu,  lorsque 
les  coordonnées  ^  et  /  varient  elles-mêmes  infiniment  peu. 
En  d'autres  termes  (887),  la  fonction  étant  désignée  par  u,  à 
chaque  courbe  {z)  répondent  une  infinité  de  courbes  (  «)  ;  mais 
le  choix  fait  d'un  point  de  l'une  d'elles  pour  être  associé  à  un 
point  de  la  courbe  {z)  maintient  les  valeurs  de  la  fonction  sur 
la  même  courbe  («)  d'après  la  condition  de  continuité. 

Ce  n'est  que  lorsqu'on  arrive  sur  la  courbe  décrite  par  le 
point  3  à  des  points  singuliers  ou  critiques,  pour  lesquels  la 
condition  imposée  à  la  fonction  u  ne  peut  plus  être  remplie, 
que  l'ambiguïté  reparaît.  Si  l'on  a,  par  exemple,  la  fonction 

«  =  /  (  I  H-  3  )  =  /  (  I  -)-  ^  -r  /  <■  ), 

on  parvient  à  un  point  critique  en  siqiposant  c  —  —  i  ou 
.r  =:  —  I  et/==o,  puisque  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  u 
sont  alors  infinies  (911,  914,  496). 

On  voit  par  là  que  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  ima- 
ginaire est  liée  intimement  à  celle  des  points  critiques  des 
courbes  arbitraires  décrites  par  le  point-variable.  Nous  nous 
bornerons  à  cette  observation,  que  nous  ne  pourrions  déve- 
lopper ici  sans  sortir  de  notre  cadre. 
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CHAPITRE  VI. 

DIFFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  IMAGINAIRE. 


Continuité. 


921.  La  détinitiou  de  la  continuité,  telle  que  nous  l'avons 
exprimée  au  n°  460  pour  les  fonctions  réelles,  est  applicable 
aux  fonctions  d'une  variable  imaginaire.  C'est  ce  qui  a  été 
déjà  indiqué  aux  n°^  887,  898,  920.  11  faut  seulement  rem- 
placer la  notion  de  Vinten-alle  dans  lequel  se  meut  la  va- 
riable réelle  par  celle  du  contour  fermé  dans  lequel  se  dé- 
place la  variable  imaginaire  ou  le  point  qui  la  représente 
(867). 

Ainsi,  \di  fonction  i/ =  cp  {z)  de  la  variable  imaginaire  z  est 
continue  pour  toutes  les  valeur  s  de  z  renfermées  dans  un  cer- 
tain contour  tracé  sur  le  plan  des  axes,  lorsque,  pour  cha- 
cune de  ces  valeurs,  le  module  de  la  dijférence 

^u=^c^{z^^z)  —  c^{z) 

tend  vers  zéro  ou  devient  infirdmeat  petit  en  même  temps  cjue 
le  module  de  As  (820). 

Lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie  dans  le  voisinage 
ou  autour  du  point  qui  correspondu  une  certaine  valeur  de  s, 
la  fonction  u  est  discontinue  en  ce  point  ou  pour  cette  va- 
leur (472). 

922.  Il  résulte  de  la  définition  précédente  que  les  fonc- 
tions entières  sont  continues  dans  le  plan  des  axes  ou  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  (462). 

Quant  aux  fonctions  rationnelles,  (dles  restent  continues, 
tant  qu'elles  ne  passent  pas  par  l'infini  (464). 

La  fonction  exponentielle  e=  est  continue  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  (482,  900),  et  il  en  est  de  même  des  fonctions 

Di:  C.  —  Cours.   IV.  7 
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sinz   et  cosz    (903),  qui  sont  d'ailleurs  des  sommes  algé- 
briques de  fondions  exponentielles  (904). 

Les  fonctions  tang^,  cote,  séc3,  cosécs  (903,  90V)  ne  de- 
viennent discontinues  qu'en  passant  par  l'infini. 

923.  Nous  avons  trouvé,  pour  la  fonction  logarithmique  z 
(909),  la  variable  u  étant  représentée  par  r  {cosS  -\-  isinS), 

^A)  z=l({u))  =  lr^{9^-2kr.)i. 

Admettons  que  l'on  fasse  partir  la  variable  a  de  la  valeur  i, 
en  supposant  d'abord  /•  =  i  et  ^  o,  et  qu'on  adopte,  en  pre- 
nant A^  =:  o,  la  détermination 

-;  =  /(«)  rrz  //•  -I-  9i. 

On  voit  que,  le  point  représentatif  («)  se  mouvant  alors 
dans  le  plan  des  axes  sans  passer  par  l'origine,  c'est-à-dire 
par  le  point  zéro,  la  fonction  ::  partira  de  la  valeur  o,  en  va- 
riant d'une  manière  continue  et  en  n'ayant  qu'une  seule  dé- 
termination pour  chaque  valeur  de  u  (507). 

Mais  si,  pour  chaque  valeur  de  u,  on  décrit  un  cercle  au- 
tour de  l'origine,  l'argument  9  augmente  de  271  et  la  fonc- 
tion z  s'accroît  de  2  7:<.  Par  suite,  pour  chaque  valeur  de  u,  et 
en  effectuant  une  infinité  de  révolutions  autour  de  l'origine 
(ce  qui  répond  aux  différentes  valeurs  de  k),  on  obtient  une 
infinité  de  valeurs  de  la  jonction  z  comprises  dans  la  formule 
générale  (A)  et  constituant  une  progression  par  différence  de 
raison  27:/.  La  fonction  -  ne  pourra  donc  être  regardée 
comme  continue  que  si  l'on  fait  correspondre  d'avance  une 
certaine  valeur  de  ^  a  une  certaine  valeur  de  u  (920). 

Pour  u  =  o,  la  fonction  z  devient  infinie,  c'est-à-dire  abso- 
lument discontinue,  et  l'origine  est  un  point  critique  lo^a- 
rithmique  (920). 

92i.  On  peut  présenter  des  remarques  analogues  pour  les 
fonctions  circulaires  inverses,  puisqu'elles  dépendent  de  la 
fonction  logarithmique.  Si  l'on  considère,  par  exemple,  la 
fonction  u  =  arc  tang:;  (918),  on  a 

2  1      \\ 1  —  Zl 

et  l'on  constate  immédiatement  deux  points  critiques  loga- 
rithmiques pour  lesquels  la  fonction  est  absolument  discon- 
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tinue,  et  qui  répondent  (914,  496)  à  1-4-  ;«  :=:o  et  à  i  —  zc=:o, 
c'est-à-dire  a  z:=zz  i. 


Dérivée  et  différentielle  d'une  fonction  d'une  variable  imaginaire. 

925.  Comme  nous  l'avons  déjà  dit  (889),  les  propriétés  gé- 
nérales des  fonctions  réelles  doivent  s'appliquer  aussi  aux 
fonctions  imaginaires  qui  les  renferment  nécessairement.  On 
étend  de  la  manière  suivante,  aux  fonctions  d'une  variable 
imaginaire,  les  définitions  de  la  dérivée  et  de  la  différentielle 
adoptées  pour  les  fonctions  d'une  variable  réelle. 

Une  expression  o{a;  -^ yi)  ou  ©(-s)  peut  bien  être  déter- 
minée lorsque  z  est  donnée  ;  mais  elle  n'est,  à  proprement 
parler,  une  fonction  de  z  que  si  elle  a,  par  rapport  à  :;,  une 
dérivée  également  déterminée  (33i  et  suiv.i.  11  faut,  pour 
cela,  qu'elle  remplisse  certaines  conditions  que  nous  allons 
développer. 

926.  La  variable  z-=LX-^yi  décrivant  dans  le  plan  des  axes 

une  courbe  arbitraire,  le  rapport  -^  (549),  qui  représente  la 

tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé  par  la  tangente  à 
cette  courbe  avec  l'axe  des  x  (535),  est  lui-même  arbitraire. 

Pour  que  la  dérivée 

ci  coi  X  -^  ri) 

d{x  -h  ri ) 

soit  déterminée,  il  est  donc  nécessaire  qu'elle  soit  indépen- 

dv 
dante  du  rapport  -j-- 

Or,  pour  avoir  un  sens,  l'expression  o{x-\-yi)  doit  être 
telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  données  arbitraire- 
ment à  .27  et  à  y,  on  puisse  indiquer  sa  partie  réelle  et  sa 
partie  imaginaire,  et  écrire 

M— ©(.3)  =  o{x  +  r/)  =  P  H-  Q«, 

en  désignant  par  P  et  Q  deux  fonctions  connues  et  réelles 
de  X  et  de  r. 

Or,  dx  et  dy  étant  les  accroissements  infiniiruent  petits  at- 
tribués à  .37  et  à  j,  on  a  évidemment  (568),  i  devant  toujours 
être  traité  comme  un  nombre  constant  (808), 

du  =  d(  P  -t-Qi)z^dP^idQ, 
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c'csl-à-(liie,  P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  de  x  et  de  7 

(055), 

^/(P  +  QO  __  \dx  dx  )  \dy  dy  )    ■ 

d{x  -^ y i)  ~  dx  -T-  i dy 

Or,  si  on  laissait/  constant  en  faisant  varier  seulement  x, 
on  aurait  dz  -=  dx  et 

dM_d^        .dQ 
dz         dx  dx  ' 

du  ,  , ,  .     ,       . ,  ,         » 

ce  qui  montre  que,  -7-  étant  déterminée,  1!  en  sera  de  même 

.  ,,dV      dq 
des  dérivées  partielles  -y^  et  -7-  • 

Dautre  part,   si  on  laissait  x  constant  en  faisant  varier 
seulement  j;  oi^  aurait  dz-r-idy  et 
d?       .dQ 
du        dy  ~^'^K  _^/Q  _  -^P. 


dz  i  dy  dy  ' 

dj_ 
dz 


du  .  , ,  .    ,      .,  , 

ce  qui  montre  que,  --r^  étant  déterminée,  il  en  sera  de  même 


.  „      dV       dQ 
des  dérivées  partielles  -r-,  ^^  ~i~" 

Puisque  la  dérivée  de  l'expression  proposée  doit  demeurer 
indépendante  de  -y- 5  il  faut  que  les  valeurs  ainsi  trouvées 

pour  -r  =  cû'i  g)  soient  égales.  On  a  donc 
'         dz        ' 

, dV        .dQ  ___  dQ  _  .(TP 

^       '       dx  dx         dy  dy 

relation  qui  se  partage  immédiatement  dans  les  deux  sui- 
vantes : 

^J!  -  "^  ^  -  _  ^ . 

^'^  dx  ^  dy'  dy  dx 

On  voit  en  même  temps  que 
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927.  Les  conditions  (i)  sont  nécessaires  pour  que  la  dé- 
rivée de  u=^o{:-)  soit  déterminée;  elles  sont  aussi  sutTi- 
-ontes. 

En  effet,  supposons-les  satisfaites,  et  faisons  parcourir  à  lu 
variable  z^^x—yi  une  certaine  courbe  tracée  dans  le  plan 
des  axes  et  telle,  que  x  et  y  soient  des  fonctions,  réelles  et 
admettant  des  dérivées,  d'une  variable  auxiliaire  i.  On  aura 
alors  (o67) 

dz dx       .  dv 

dt        dt    '       dt 

D'ailleurs,  en  appliquant  également  aux  fonctions  réelles 
P  et  Q,  qui  admettent  des  dérivées  partielles  déterminées  par 
rapport  k  x  et  h  y,  le  tbéorème  des  fonctions  composées,  il 
viendra,  pour  tous  les  points  de  la  courbe  décrite  par  la  va- 
riable z, 

dP  _dP  dx  _clP_  dv 

dt  dx  dt  '  dv  dt 
dQ  _  dQ  dx  dQ  dy 
dt        dx   dt         dy   dt 


11  en  résulte 

du_dP       .dQ_ 
dt  ~  dt        ^  dt  ~ 

fdP  dx 
'  dx'dt 

dP  dy 
dv  dt 

./dQ  dx       dQ  dy\ 
\  dx  dt  ~^  dy  dt  j 

ou,  d'après  les  équations  de  condition  (r)  du  numéro  précé- 
dent. 


du_/dP        .dQ,dx         dyx/'cW    ,    .dQ\dz 
dt         \dx  dx  J  \  dt  dt  j        \  dx  dx  )  dt 

ou,  enfin  (926), 

du        dP        .  dQ  _  lia 
dz        dx  dx        dx 

La  fonction   a-=.oiz)  admet   donc  une  dérivée  indépen- 

dy 
dante  du  rapport -r- ou  de  la  direction  de  la  tangente  à  la 

courbe  tracée  par  le  point  {z  . 

928.  Admettons  que  les  fonctions  réelles  P  et  Q  aient  des 
dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  par  rapport  à  j?  et  à  j, 
et  reprenons  les  équations  (0 

r/P  _  ^Q  ^E  „  _  ^ . 

dx        dy^  <^(7  ~       ^^ 
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En  les  tlifférenliant  successivement  par  rapport  à  x  et  par 
rapport  à  j,  on  trouve,  pour  la  première, 


d'-P  _    d'Q 

d'P    _  d^Q 

dx^        dx  dy 

dx  dy        t/j^ 

et,  pour  la  seconde, 

^^P              r/2Q 
dx  dy             dx'- 

d-P              d'-Q 
dy'^             dx  d 

11  en  résulte  immédiatement,  en  ajoutant  et  en  retranchant 
en  croix  les  résultats  obtenus, 

d^V  _dy9  _  d^       d^  _ 

^^^  5^  "^  ^7^  ~"°'  dx'  ^  dy'  "''' 

On  ne  peut  donc  pas  prendre  arbitrairement  les  deux  fonc- 
tions réelles  P  et  Q,  lorsqu'on  veut  que  l'expression  imagi- 
naire u^^-o{z)  puisse  être  considérée  comme  une  fonction 
de  z;  il  faut  que  ces  fonctions  satisfassent  aux  équations  (i) 
et,  par  suite,  isolément,  aux  équations  (2). 

929.  Prenons,  par  exemple,  l'expression  très  simple 

u  --  x^  4-  r ^  ^-  2  xy  i\ 

Cette  expression  n'est  pas  une  fonction  de  x  -r- yi.  En  effet, 

on  a  ici 

P:=x-— y-         et         Q=:2xy, 

c'est-à-dire 
dP  dO  dV  dQ 

-~^2X,  -~  ^r^lX,  -—=2  y,  —  -j—  ^ — 2V. 

dx  '  dy  '  dy         •^'  dx  -^ 

Une  seule  des  équations  (i)  est  donc  satisfaite,  sauf  pour  le 
point  X  -h  ji -— o. 
On  a,  en  outre, 


d^P  _  ^  _  dr^_  dH)_ 

dx-  ~    '         dy'^  '  dx'-  '  dy' 

et  une  seule  des  équations  (2;  est  vérifiée. 
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930.  La  variable  ^—^  —  ji  pouvant  être  mise  sous  la  forme 
trigonométrique 

/■(  cosa  H-  «  sina  ). 

il  est  utile  de  chercher  à  exprimer,  d'après  celle  notation,  les 
conditions  nécessaires  pour  que 

U  =  (p(z)=rP  ^iU, 

où  P  et  Q  représentent  alors  des  lonctions  réelles  de  /•  et  de  a, 
puisse  être  regardée  comme  une  fonction  de 


5^ 

-  A- (cosa 

-H  /  sina 

On  a 

évidemment 

d 

[P-^Qi 

dP 

^  dr 

dr  -r 

dP 
da 

da   -  /( 

—.    dr  -i — ,—  da, 
dr             da 

et 

-QO 

/dP 
\dr 

-T-   l 

'3)- 

(dP 
\da 

.  .d(r\ 

-^'da) 

«■//•(cosa  -!-  i  sina)       (cosa  ^  isina)dr-+-  r( —  sina  -^  i cosa)da 

En  laissant  a  constant  et  en  faisant  varier  seulement  /',  on 

aurait  donc 

dP    ,    .dQ 

,  .   .  ,  du  dr  dr 

«G  rrr:  1  cosa -~  «  sma  )ar  et  -r 


cosa  -h  i  sma 


D'autre  part,  en  laissant  /•  constant  et  en  faisant  varier  seule- 
ment a,  on  aurait 

dz  =  ri —  sin a  -r-  i  cos a ) da 

Ce 

dP  _  .dQ 
du  doc    '      da 


dz        ri — sina  4- «cosa) 

r.   •  du    ...  .     , ,         ,  ,  dr      . 

Puisque  -r:  doit  demeurer  mdependant  du  rapport  -j^ -,   il 

faut  que  les  deux  valeurs  trouvées  ainsi  pour  -7^  =  cp'(s) 
soient  égales.  On  a  donc 

d^       .dQ  dP^       .dÇl 

, ,  dr  dr  da  da 


cosa -r-<  sina       /( — sin  a -t- i  cos  a  ; 


Kn  multipliant  par  ri  les  deux  termes  de  la  première  fraction, 
les  dénominateurs  de  ces  deux  fractions  égales  deviennent 
égaux,  et  l'on  peut  écrire  simplement 

•^_    ^.  —  ^^-^Q 

dr  dr        da  doL 

équation  qui  se  partage  immédiatement  dans  les  deux  sui- 
vantes : 

dr        da  dot.  dr 

Ce  sont  les  équations  de  condition  cherchées. 

931.  Ce  qui  précède  permet  d'étendre  facilement  aux  fonc- 
tions imaginaires  ce  théorème  fondamental,  démontré  pour 
les  fonctions  réelles  (543  )  : 

Lorsque  deux  fondions  imaginaires  ont  des  dérivées  égaies, 
leur  différence  est  une  quantité  constante. 

Soient  les  deux  fondions  imaginaires 

M  —  P  -h  Q  f.         M,  =  P,  -h  Qi  i. 
Leurs  dérivées  étant  égales,  on  a  (926) 


du        du^ 

du        dui 

dz^  dz 

^  dx  ~~  d.x 

et 

.du        .du, 
dz           dz 

du       dui 

~  dy  ~~  dy  ' 

c'est-à-dire 

dP  ^  .dQ  _ 
dx    '      dx 
dP        .dQ  _ 

dy           dy 

_dP,  ^.dQ, 

dx     '    "  dx 

dP,        .dO, 
dy            dy 

[1  en  résulte 

immédiatement 

dP  _  dV, 

dx  ~^  dx  ' 

dP  _dP, 

dy         dy 

dQ  _  dQ, 
dx         d.x 

dQ 

'dy 

dQ, 

"   dy 

Les  dérivées  des  différences  P  -  -  Pi  et  Q  -  Q,  par  rapport  hx 
et  par  rapport  à  y  sont  donc  nulles.  l*ar  conséquent,  ces  dif- 
férences, à  la  fois  indépendantes  de  x  et  de/,  sontdesquan- 
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îilés  constantes.  La  différence  u  —  «,  est  donc  elle-même  une 
quantité  constante. 

932.  La  dérivée  -z-z=zo'{z)  d'une  fonction  u^=o'  z'\  étant 
dz        '    '  '      ' 

déterminée,  on  a,  pour  sa  dilïérentielle  (549), 

du^=  o'{z)dz         ou         du  -—  — -  dz . 


Application  aux  fonctions  simples. 

933.  Il  est  clair  que  les  règles  obtenues  dans  le  cas  des 
f'iiictions  réelles  pour  la  dérivée  ou  la  différentielle  d'une 
somme  (568),  d'un  produit  (570,  572),  d'un  quotient  (574), 
d'une  fonction  de  fonctions  (564),  s'appliquent  sans  change- 
ment aux  quantités  imaginaires,  lorsque  celles-ci  admettent 
des  dérivées  ou  des  ditïérentielles.  Il  en  est  de  même  du  théo- 
rème des  fonctions  composées  (567). 

Soit,  en  effet,  la  fonction  z>{u,i'),  où  u  et  v  représentent 
des  fonctions  de  z  =  j:  -T-fi-  On  admet  que  m  et  p  ont  des  dé- 
rivées bien  déterminées,  et  que  les  dérivées  partielles  (566; 

,  do(u,v)  doiii,  v) 

oAu,i')^-^-j^  et         oAu,v)=.-^^^ 

sont  également  déterminées.  Faisons  varier  a;  el  y  en  les  re- 
gardant comme  des  fonctions  réelles  d'une  variable  auxi- 
liaire t  (927).  On  a  alors,  d'après  un  théorème  connu  (552), 

do{u,v)  _  (?'({(',  r) 
dz  z'i 

Mais,  la  variable  t  étant  réelle  et  i  étant  regardé  comme  une 
constante,  on  peut  écrire  (567) 

,  ^ d (^l  1/,  v)  du        d  '^(  u,  v)  dv 

9.(",^y--        -^{[—'di^        d^~  dl'        ' 

Or,  d'après  le  principe  rappelé  (552), 

du  dv 

dt         du  dt    dv 

z',  dz  z'f         dz 
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On  a  donc  bien  aussi,  pour  les  fonctions  composées  imaginaires, 

d<^{u,v)  d(f>{u,ç)  du       d (p( u,  i>)  dv 

dz  du         dz  dv         dz 

Nous  allons  maintenant  entrer  dans  quelques  détails  relati- 
vement aux  fonctions  simples  les  plus  importantes. 

93i.  Fonction  z'" ,  dans  le  cas  de  m  entier .  —  Nous  avons 
trouvé  (827) 


{x  ^yiy 


m(m—i)         ,    ,      /ii(/n  —  i){m—-2){m — 3) 


^'"--/^+ ;-7r-.^r- ■  x-^-^r-.. 


\  1.2  -^  1.2.3.4 

[m           ,           inhn  —  i)  {ni  — ^2)  ,    ,  ]        ^       ^  . 

—  x"'-'y ^ —^ '  x"'-^y^-^.  .  .     =  P  4-  Qf. 

On  a  ici 
<:/P  ,        mi  m  — ■  d  {  m  — ^  2 ) 


dx  1 . 2 


.y. 


m{m  —  i){m  —  2)  (m — ^3)  (m  —  /j)  .    ,  rfQ 

1.2.3.4  dy 

et 


dV 
dy 

m  {m  — 

1 

m(m  — 

1         ^ 

—  x"^^-y 
1)  (m  —  2  1  (  m  - 

'    T„/«— V-,3 

dQ 

1.2.3 

a.        y 

"       dx 

Les  conditions  nécessaires  el  suffisantes  (926,  927)  pour  que 
z"^  soit  une  fonction  de  z  sont  donc  remplies,  et  sa  dérivée  est 
mz'"-'^  comme  dans  le  cas  où  z  est  réel  (578).  En  effet,  la  dé- 
rivée de  z'"  est,  par  définition,  la  limite  du  rapport 

(2 -i- As)'"  — 5'" 


lorsque  A^  ou  son  module  tend  vers  zéro.  Or,  le  développe- 
ment de  {z  -h  As)'"  s'effectue  de  la  même  manière,  qu'il  s'a- 
gisse de  quantités  réelles  ou  imaginaires  (827).  On  a,  par 
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conséquent, 

(z.  -^Az)'"—  z'"  ,       m(m  —  i) 


Az. 


m(m  —  i)  (m  —  2)         ,-r-- 

^  ii^   - 

1.2.5 


et,  à  la  limite,  pour  A;  —  o  (822  1,  7>i  étant  entier  et  positif, 
ï)z"'  =mz"'-K 

935.  D'après  celte  règle  et  les  remarques  précédentes  (933), 
on  obtiendra  immédiatement  la  dérivée  d'une  fonction  entière 
quelconque  de  z  (582,  i"  t,  de  la  forme  connue  (886) 

Celle  dérivée  sera 

o'{z)  =  mAo5'"^'-T-  (m  —  i)Ai-"'-- 

+  (m  —  2)A,_z'"-^  —  .. .  ^  A,„_,. 

On  peut  étendre  le  môme  résultat  aux  séries  convergentes, 
ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable. 
Cette  extension  repose  sur  l'important  théorème  que  nous 
allons  démontrer. 

936.  Lorsqu'on  prend  les  dérivées  des  différents  termes 
d'une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  variable  (895),  on  obtient  une  nouvelle  série 
qu'on  regarde  comme  la  dérii-ée  de  la  première.  Cela  posé  : 

Toute  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  delà  variable  et  la  série  dérivée  ont  le  même  cercle 
de  convergence  (896). 

Soient  la  série 
(  I  )  «9  H-  a,  ;  —  «2  ^-  -f- . .  .  -f-  «„  c"  —  .  . . 

et  la  série  dérivée 
(2)  «,  -f-  2  «2  ;  -h  3  «3  :;2  -T-  .  .  .  -r-  /ia,iZ"-^  —-.... 


Désignons  par  R  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  la 
série  (i ;.  Pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  surpasse  R, 
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colle  série  est  divergente  (SOV),  et  les  modules  de  ses  termes 
croissent  indéfiniment. 

Si  l'on  attribue  à  z  une  valeur  dont  le  module  [î,  soit  su- 
périeur à  1\  et  si  l'on  représente  par  .\„  le  module  de  a„,  le 
terme  général  o„z"-  de  la  série  (i  )  a  pour  module  (821  ) 

(pianlité  (|ui  croît  indéfiniment  avec  /i.  Le  terme  correspon- 
dant de  la  série  dérivée  (-2)  a  pour  module 

«A„Rr'=  j^a„r;', 

et  ce  module  croît  indéfiniment  comme  le  précédent,  puisque 
le  facteur  —  croît  aussi  indéfiniment  avec  n. 

II  en  résulte  que  la  séiie  (2)  est  du'ergente  (892)  à  l'exté- 
rieur du  cercle  de  couver i^eiice  R. 

Attribuons,  au  contraire,  à  z  une  valeur  dont  le  module  R^ 
soit  inférieur  à  R.  La  série  (i)  restera  convergente,  et  le 
module  de  son  terme  général  sera 

A^jRj; 

d'après  la  convergence  de  la  série  (800,  362),  ce  module 
devra  tendre  vers  zéro. 

D'autre  part,  le  module  du  terme  correspondant  de  la  série 
dérivée  (  2)  sera 

/iA„Rr'=.^A,R«. 

Le  facteur  —  tend  vers  l'infini  avec  n\  mais  le   facteur 

A^Rj  tend  vers  zéro  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire.  Pour  ne 
pas  rester  dans  le  doute,  on  peut  mettre  le  produit  considéré 
sous  la  forme 

/RA"-^ 

"(ir)    ^»R""- 

La  série  à  termes  positifs  dont  le  terme  général  est 

RjX"-' 
R/ 

est  évidemment  convergente;  car  le  rapport  de  ce  terme  au 
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pi'écétlenl  étant 

n      R, 


a  pour  limite,    quand  n  croît  indéfiniment,  la   quantité  ~ 

R 

moindre  que  l'unité  (373). 

/RA""' 
Le  terme  ou  le  facteur  'M  -jf  )        ^  donc  à  son  tour  zéro 

pour  limite  (362),  tandis  que  le  facteur  complémentaii-e 
A„R"~^  ne  peut  pas  croître  indéfiniment;  sans  quoi,  il  en 
serait  de  même  du  facteur  A^R','"'  qui  peut  en  approcher 
autant  qu'on  veut  et,  par  suite,  contre  ce  qui  précède,  du 
facteur  A^R^'. 

La  série  des  modules  de  ses  termes  étant  ainsi  conver- 
gente (3G6),  la  série  (2)  est  donc  elle-même  toujours  conver- 
gente (891)  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  R,  et  le 
théorème  énoncé  est  démontré. 

937.  Fonction  e'.  —  Lorsque  :;  est  imaginaire,  nous  avons, 
par  définition  (900j, 


I  1.2     '      l  .1.6  '  '  I  .  2  .  3  ...  Ai  '  '  '  ' 

et  cette  série  est  convergente  dans  toute  l'étendue  du  plan 
des  axes.  En  lui  appliquant  le  théorème  précédent  (936),  on 
a,  pour  la  dérivée  de  la  fonction  e'-, 

I  +  -  -H  -'^ ^-  .  .  .  -i 7^ 4-  .  .  . , 

I         1.2  \ .1.6 .  . .{  n     -  i) 

c'est-à-dire  cette  fonction  elle-même  (591).  Ainsi,  l'on  a  tou- 
jours 

— -  izr  e=         ou         de'=i  e=  dz, 
dz 

que  z  reroive  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires. 

938.  Fonctions  ?>\nz  et  co?>z.  —  Considérons  de  même  les 
fonctions  sin:;  et  cosx;  pour  lesquelles  nous  avons,  par  défi- 
nition (903), 

z  z^  5' 

sin;3  =  "  ~ 


I        1.2.3        1.2.3.4.5 

C0S5  —    I ^^ h  ■ —TT-^  —  •  • 

1.2  1.2.3.4 
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séries  convergentes  dans  toute  l'étendue  du  plati  des  axes. 
Les  dérivées  de  ces  fonctions  sont  alors 


1.2    '    1.2.3.4 


-  + 


I    '    1.2.3        j.2.3.4.5 
Il  en  résulte  immédiatement 
d  s'inz 


,       cosc         ou         d  sin  z  =  cosz  dz 

dz 


et 

^cos; 


=  — sin::         ou         dcosz=^ — ^u\zdz. 


dz 
comme  dans  le  cas  où  la  variable  -:  est  réelle. 

939.  Fonctions  tang^  et.  coiz.  —  On  a,  par  définition, 
sin:;  C0S3 

tang^  r=: ,  COlZ  --  -: 

^  cos:;  sm  :; 

Puisque  la  règle  de  différentiation  d'un  quotient  reste  la 
même,  que^  soit  une  quantité  réelle  ou  imaginaire  (933),  on 
en  déduit  (601,  60^) 


et 


940.  Fonction  Iz.        Si  l'on  a 

z  —  e", 
on  a  aussi,  par  définition  (909), 

u       Iz. 

D'ailleurs,  :;  étant  une  fonction  de  u  (937),  //  est  à  son  lour 

une  fonction  de  z-  car,  le  rapport  j^— e"  étant  déterminé, 

^  du 

le  rapport  inverse  -.-  l'est  à  son  tour  (925).  On  a  alors,  pour 


t/tang^ 

I 

ou 

('/tang;  = 

dz 

dz      ^ 

cos'^ 

"  cos^^ 

<ic0t^ 
dz      ~ 

1 

sin^^ 

ou 

d cot  c  - 

dz 

sin-c 
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la  dérivée  de  Iz, 

du        i         1  ,,         dz 

-7—  =:  —  =  —  OU  dlz  =:   — , 

dz        e"-        z.  z 

comme  dans  le  cas  où  lu  variable  ^  est  réelle  (586). 

^il.  Fonctions  arc  cosz,  arc  sine,  arc  lange,  —  Si  l'on  pose 

u  =:  arccose, 
il  vienl 

z  =  cos  u 

et,  par  suite  (938), 

dz^  d  cos  u  =z  —  sin  u  du. 
Il  en  résulte  (907) 
du       d  arc  cos  z  i  — i  — i 


dz  dz  si 


nu       y/i  —  cos^M       v^ 


comme  dans  le  cas  où  e  représente  une  variable  réelle  (611  j. 
On  trouverait  de  même  (609,  613) 

,  .  dz  ,  dz 

rt  arc  sme  zz:  — =^=,         aarctan^e=: .-         •••• 

\  i  —  z-  1      - 

En  opérant  directement  sur  les  formules  précédemment 
obtenues,  on  parviendrait  aux  mêmes  résultats.  On  déduit, 
par  exemple  (918),  de 

u  —  arc  tange  =  — .[^(i  —  zi)  —  /(i  —  zi)], 


la  dérivée 

^arc  tansre 


I   r      /  ^1  ' 

2i\^i-^zi    '    I — zi]         i-\-z- 


Propriété  géométrique  de  la  dérivée  d'une  fonction  imaginaire 

9i2.  Étant  donnée  une  fonction  imaginaire  u=^o{z),  on 
sait  (887)  que  les  valeurs  de  e  et  de  m  se  correspondent  de 
manière  que,  le  point  {z)  décrivant  une  certaine  courbe  dans 
le  plan  des  axes  choisis,  le  point  (u),  à  son  tour,  en  décrit 
une  autre  dans  le  même  plan.  On  peut  se  demander  s'il  existe 
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une  con'élation  enlre  ces  deux  courbes,  si  elles  sont  liées  par 
quelque  propriété  géométrique.  C'est  ce  que  nous  allons 
montrer  d'après  Calchy  ('). 

Soit  la  fonction  u=z(^{z).  Donnons  à  la  variable  :;  deux 
valeurs  5,  et  ^j,  pour  lesquelles  la  fonction  prenne  les  va- 
leurs «1  et  «2-  Nous  pourrons  écrire  (o'*5,  925) 


(0 


M,- 


(p(S2) 


à, 


en  désignant  par  ô  une  quantité  imaginaire  qui  tend  vers 
zéro  lorsque  le  point  (^2)  se  rapproche  indéfiniment  du  point 
(s,).  En  mettant  sous  forme  trigonométrique  les  quantités 
imaginaires  ©'(-i)  et  ^2—  ^-i,  on  a 

cp'l^i)  =  ai^cosa 

::2—  -^i  —  /  (cosô 

et  l'on  peut  poser 

<p'(5,)+a  =  (>^-ô')[cos(a- 

en  désignant  par  ô'  et  ô"  deux  quantités,  l'une  positive, 
l'autre  réelle,  qui  tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  à. 
On  a  donc  (8il),  d'après  l'équation  (i), 

(2)   «2 —  «1^  p(«-i-ô' )  [cos(a  -r-  9  —  a")  —  i  sin(a-h  6-T-  à")]. 

Le  point  (;;i)  est  déterminé,  mais  non  le  point  ( z.y)  qui 
peut  venir  coïncider  avec  (^1),  soit  en  suivant  la  courbe 
nii-i,  soit  en  snivanl  la  courbe  /n.,:i  {Jig.  Sa).  Les  tangentes 


-  i  sina), 

-  i&\nB), 

<5")^/sin(a^a")], 


l-ig.  32. 

y 

\ 

0 

X 

à  ces  courbes  au  point  (:;,)  sont  z^ti  et  z^t.;,.  Quand  le  point 


(')    Voir  aussi  Briot  et  Bouquet,    Théorie  des  fonctions  elliptiques, 
2' édition.  Paris,  Gautliiei-Villars;  187.5. 
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(:-.,)  se  rapproche  du  poiiil  {-zi)  en  suivant  la  courbe  »?i-i, 
l'argument  Q  de  la  différence  ^2—  -1  tend  vers  une  limite  {), 
(|ui,  d'après  la  construction  géométrique  de  la  différence  con- 
>i(lérée  (877),  n'est  autre  chose  que  l'angle  de  la  tangente 
z-iii  à  la  courbe  z-i/ny  au  point  (^i),  avec  l'axe  0.r.  De  même, 
quand  le  point  {z.y)  se  rapproche  du  point  (^,)  en  suivant 
l'autre  courbe  /«2^i,  l'argument  9  tend  vers  une  limite  9,, 
angle  de  la  tangente  Zit.,  à  la  courbe  :;,m,,  au  point  (:;,)  avec 
l'axe  Oj7. 

Dans  le  premier  cas,  l'argument  de  la  différence  u,,  —  ;/, 
tend,  d'après  l'équation  (2),  vers  la  limite  a  —  9^,  et  le  point 
{11-2)  décrit  une  certaine  courbe  «l'/i,  dont  la  tangente  iiiTi 
au  point  (ui)  fait  l'angle  a  +  9i  avec  l'axe  Oa^.  Dans  le  second 
cas,  l'argument  de  la  différence  it.2  —  «1  tend  vers  la  limite 
a-+-  9n,  et  le  point  (a^)  décrit  une  autre  courbe  /i^Hi  dont  la 
tangente  //[T^au  point  (ii^)  fait  l'angle  a  ^-  9-2  avec  le  même 
axe. 

11  en  résulte  que  l'angle  T,  «iTo,  égal  à  9,  —  9.,,  reproduit 
l'angle  t^z^t^,  c'est-à-dire  que  les  courbes  décrites  par  le  poini 
(  a  )  se  coupent  sous  les  mêmes  amj^les  que  celles  (jui  sont  décrites 
par  le  point  {z  ). 

Il  est  entendu  que,  pour  le  point  (  c,  ),  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion u  n'est  pas  nulle;  car,  dans  cette  hypothèse,  a  serait 
indéterminé  et  la  démonstration  en  défaut. 

9i3.  On  voit  que  toute  fonction  imaginaire  peut  donner 
lieu  à  un  mode  de  comparaison  ou  de  transformation  des 
figures  planes,  dans  lequel  les  angles  sont  conservés. 

Les  /iffures  im^erses  iouisseni  de  la  même  propriété,  et  la 
figure  inverse  d'une  figure  donnée  prend  aussi,  comme  on  le 
sait,  le  nom  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques (').  Il  est  facile  de  retrouver  ce  mode  particulier  de 
transformation  à  l'aide  des  fonctions  imaginaires,  en  appli- 
quant les  considérations  précédentes  à  un  exemple  simple. 

Soit  "  =  ;  (nous  aurons  uzzzz\.  et  la  puissance  p  sera 

éffale  à  l'unité). 


(')  Fo/rTRAiTK  DE  GÉOMÉTRIE  par  Eugène  Rouché  et  Ch.  de  Comljeroussc, 
n"' 38'2  et  suivants,  j*  édition.  Gauthier-Viilars,  iS83. 

Dr  C.  —  Cours.  IV.  8 
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Si  l'on  a  alors 

il  vient  (8U) 
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3  ----  r(cos6  ~  fsin^), 


::=     {CosO  —  f  sin9). 


/•(cosf -T- <  sin&)       / 

^  un  point  (z)  [Jig.  33]  correspond  alors  un  point  («),  tel 
que  O^'  soit  la  bissectrice  de  l'angle  :;0«  (872)  et  que  le  pro- 

Fig.  33. 


duit  0;.0«=i.Si  le  point  {z)  décrit  la  droite  Ç)zni  en 
s'éloignant  de  l'origine,  le  point  («)  décrit  la  droite  0«en 
s'en  rapprochant.  Si  le  point  (:;)  décrit  la  courbe  za,  le  point 
{u)  décrit  la  courbe  uk  et,  d'après  ce  qui  précède  (942), 
l'angle  tzm  de  la  tangente  en  ^  à  la  courbe  za  avec  la  droite 
zm  (qui  est  à  elle-même  sa  propre  tangente)  doit  être  égal  à 
l'angle  T«0  de  la  tangente  en  u  à  la  courbe  uk  avec  la 
droite  u  0.  Si  l'on  fait  alors  tourner  la  seconde  courbe  autour 
de  l'axe  Ox,  elle  vient  prendre  la  position  «i  Ai,  et  elle  repré- 
sente la  transformée  de  la  courbe  za  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  par  rapport  à  l'origine  0. 

9i4.  Si  le  point  (3)  décrit  deux  séries  de  lignes  orthogo- 
nales, le  point  (m)  décrit  à  son  tour  deux  séries  correspon- 
dantes de  lignes  orthogonales  (94-2).  Ainsi  toute  fonction 
imaginaire,  c'est-à-dire  admettant  une  dérivée  (925),  trans- 
forme un  système  de  lignes  orthogonales  décrites  par  le 
point  {z)  en  un  autre  système  de  lignes  orthogonales  décrites 
par  le  point  (  u). 
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Oio.  Revenons  à  \difig.  32.  On  a  ù  la  limite,  et  quels  que 
<oient  les  chemins  suivis  pour  aller  du  point  {z-^_)  au  point  (j,  ) 
et  du  point  («ol  au  point  («j), 

-j—  zz:  o'(5i  j  =  a(cosa  -h  «sina). 

Le  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  correspon- 
dants de  la  fonction  et  de  la  variable  ne  dépend  donc  que  de 
la  position  particulière  du  point  de  départ  (^,)  et  reste 
constant  pour  tous  les  chemins  ou  pour  toutes  les  directions 
arbitraires  rayonnant  autour  de  ce  point.  Les  deux  triangles 
inOniment  petits  r.i]jL,jji.2  et  u^v^v-t,,  qui  ont  déjà  même  angle 
au  sommet  (94-2),  sont,  par  suite,  semblables. 

Le  point  {z^)  passant  à  une  autre  position  quelconque  (^a), 
la  même  propriété  subsistera;  mais  le  rapport  de  similitude, 
égal  à  o' {z^),  ne  sera  plus  le  même.  On  est  ainsi  conduit  à 
dire  que  les  figures  décrites  simultanément  par  les  points 
{z)  et  {a)  sont  des  figures  semblables  dont  le  rapport  de 
similitude  varie  d'un  lieu  à  un  autre. 


Dérivées  et  différentielles  des  différents  ordres. 

9i6.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la 
dérivée  de  la  fonction  imaginaire 

«  =.  o  (  -  )  =  9  (.c  —  y  i]  ::=  P  —  O  f 

soit  déterminée  sont  les  suivantes  (026)  : 

dP  _  clO  ^P  _       rlQ 

^  dx        dy  ^  dy  dx  ' 

ou 

du        \  du 

11  est  facile  de  voir  que  la  dérivée  o' {z)  est,  à  son  tour,  une 
fonction  de  -,  c'est-à-dire  qu'elle  a,  en  général,  une  dérivée 
9" (s)  bien  déterminée.  En  efïet,  on  a 


ou 


? 

K- 

-■)- 

_  du 
~  dx 

_  dV 

~  dx 

dO 
dx 

9 

(.^)  = 

-S-T/. 
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en  posant 

dx  '  d.r 

Mais,  d'après  les  relations  (i),  on  a  en  même  temps 


dS  _ 

_   d^Q 

d> 

_  f/^P 

dx  ~ 

dx  dy  ' 

^  dx  dy 

dT  _ 
dx 

d-'P 
dx  dr 

dj 

d-'Ç) 

~  dx  dy 

d> 
dx 

dT 
-dy^ 

77y  " 

dT  . 
dx' 

Par  suite, 


et  ce  sont  précisément  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
l»ourque  <p'(-^)  ^lit  une  dérivée,  que  nous  désignerons  comme 
à  l'ordinaire  par 

On  aura  également  (926) 

,.,    ^       do'iz)        I  do'.z) 

ou,  d'après  l'équation  (-î), 

,,  d-  il I  d-  (I 

"^  ^''^^~dJf-^l  dy-' 

On  passera  de  même  de  (?"{:■)  à  9"'(-),  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  la  dérivée  d'un  certain  ordre  de  la  fonction 
(^{z)  est  égale  à  la  dérivée  partielle  de  même  ordre  de  la 
fonction  par  rapport  à  x,  ou  au  quotient  par  i  de  la  dérivée 
partielle  de  même  ordre  de  la  fonction  par  rapport  à  y.  La 
dérivée  du  «'«'"«=  ordre  de  la  fonction  aura  donc  pour  expres- 
sions équivalentes 

(„ ,        _  d"  a  _  d"  a  _  i  cl^ 

^  ''  ^^ ^  ~  ~dz^^  ~  Tïx"  ~"  i  'dy'  ' 

On  aura,  en  même  temps,  pour  la  différentielle  du  w'^""'  ordre. 

d"u  --■-(^^"  {z)dz". 
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Remarques. 


94-7.  En  lerminanl  ce  Chapitre,  nous  indiquerons  quelques 
dénominations  souvent  usilées  et  qu'il  n'est  pas  inutile  de 
connaître.  La  plupart  de  ces  dénominations  ont  été  proposées 
|iar  Cauchy. 

Il  appelait  ajfixe  d'un  point  pris  dans  le  plan  des  axes  choisis 
l'expression  imaginaire  correspondante  (867),  et  il  donnait 
le  nom  de  fonctions  monogènes  aux  fonctions  d'une  variahle 
imaginaire,  qui  jouissent  de  la  propriété  d'avoir,  pour  chaque 
valeur  de  la  variable,  une  dérivée  parfaitement  déterminée, 
("omme  ce  sont  les  seules  que  nous  ayons  considérées  comme 
de  véritables  fonctions  (925),  nous  n'avons  pas  cru  devoir 
répéter  cette  qualification. 

Étant  donnée  la  fonction  u^=i(s^{z),  admettons  que  le  point 
variable  z  soit  astreint  à  rester  dans  une  portion  déterminée 
du  plan  des  axes  {fig.  34).  Si  tous  les  chemins  qu'on  peut 

Fig.  34. 


suivre  pour  aller  de  la  position  initiale  r^  à  une  position 
quelconque  z  située  dans  l'aire  indiquée  conduisent  finale- 
ment à  la  même  valeur  de  la  fonction  u,  on  dit  que  cetle 
fonction  est  mo«o<r//ome  (^)  (Cauchy)  ou  monotrope  {''■■)  (IJriot 
et  Bouquet)  dans  la  partie  limitée  du  plan  des  axes.  C'est  ce 
que  nous  avons  entendu  exprimer  précédemment  par  la  déno- 
mination de  fonctions  uniformes  (920). 
Lorsque  la  fonction  «=:cp(^)  est  monotrope,  la  fonction 

I 
réciproque  v  ■=  — —  est  aussi  monotrope. 

(')  Une  seule  course  ou  un  seul  point  de  passage  (de  ôpôixoç,  course). 
(^)  Un  seul  tour  (de  TpÔTio;,  tour). 


'""  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

Il  est  clair  que,  la  fonction  étant  monolrope,  si  le  point- 
vaiiable  :;  décrit  une  courbe  fermée  située  dans  l'aire  indi- 
quée, la  fonction  u  revient  à  sa  valeur  primitive,  c'est-à-dire 
que  ](ipoini-fonction  u  (887)  décrit  aussi  une  courbe  fermée. 

Réciproquement,  si  la  fonction  u  revient  à  sa  valeur  primi- 
tive, lorsque  la  variable  z  décrit  une  courbe  fermée,  la  fonc- 
tion est  monotrope.  Supposons,  en  effet,  que,  parlant  en  z^ 
de  la  valeur  Uq,  on  arrive  en  z  à  la  valeur  k  en  suivant  (/é'-.S/i) 
le  chemin  Zoaz.  En  revenant  en  z^  par  le  chemin  quelconque 
zbz„,  on  retrouvera,  par  hypothèse,  la  valeur  initiale  11^.  En 
rétrogradant  maintenant  suivant  Zç,bz,  on  repassera  par  les 
mêmes  points  et  par  les  mêmes  valeurs  de  la  fonction,  de 
sorte  que,  au  point  z,  cette  valeur  redeviendra  //. 

Une  fonction  entière  est  monotrope  dans  toute  l'étendue  du 
plan  des  axes. 

Lorsqu'une  fonction  est  susceptible,  au  contraire,  de  prendre 
en  chaque  point  d'une  portion  déterminée  du  plan  des  axes 
plusieurs  valeurs  distinctes,  elle  est  dite  polytrope.  C'est  ce 
que  nous  avons  entendu  exprimer  précédemment  pai-  la  dé- 
nomination de  fonctions  multiformes  (920). 

Lorsqu'une  fonction  est  continue,  monotrope  et  monogène, 
quand  le  point-variable  se  meut  dans  une  portion  déterminée 
du  plan  des  axes,  elle  e^isynectique  (Cauchy)  ou  holomorphe  (i) 
(Briot  et  Bouquet)  dans  cette  portion,  indiquant  par  cette 
dernière  dénomination  qu'elle  est  analogue  aux  fonctions  en- 
tières, qui  possèdent  ces  propriétés  dans  toute  l'étendue  du 
plan  des  axes. 

Les  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  une  fonction  ho- 
lomorphe devient  nulle  sont  les  racines  ou  les  zéros  de  Ja 
fonction. 

Si  une  fonction  w  =  9(3)  est  holomorphe  dans  une  certaine 
portion  du  plan  des  axes,  excepté  en  un  point  (=,)  où  elle  de- 
vient infinie,  il  peut  se  faire  que  la  fonction  réciproque  - 

u 
demeure  holomorphe  dans  le  voisinage  du  même  point.  C'est 
cô  qui  arrivera  toutes  les  fois  que  9(3)  conservera  une  valeur 
infiniment  grande  autour  et  près  du  point  {z,),  parce  que 
9(^  conservera  alors  une  valeur  infiniment  petite  autour  et 


(')  De  ciXoç,  entier,  et  i^opyr],  forme. 
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près  du  même  point,  en  étant  nulle  en  ce  point.  On  dit,  dans 
ce  cas,  que  le  point  (zi)  est  un  pôle  ou  un  infini  de  la  fonc- 
tion u. 

Les  pôles  d'une  fraction  rationnelle  (88G)  répondent  aux 
racines  de  son  dénominateur,  et  celte  fraction  rationnelle  de- 
meure holomorphe  dans  toute  partie  du  plan  des  axes,  qui  ne 
contient  aucun  de  ses  pôles. 

Les  fonctions  analogues  aux  fractions  rationnelles,  c'est- 
à-dire  holomorphes  dans  une  région  du  plan  des  axes  sauf  en 
certains  pôles,  sont  dites  méromorphes  (*  i. 

(')  De  Liépoç,  partie,  fraction,  et  [xop^r,,  forme. 
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CHAPITRE  VII. 

DES  INTÉGRALES  DÉFINIES  DES  FONCTIONS  IMAGINAIRES. 
EXTENSION  DES  FORMULES  DE  TAVLOR  ET  DE  MACLAURIN 
AUX  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  IMAGINAIRE. 


Intégrales  des  fonctions  imaginaires  entre  limites  réelles 
ou  imaginaires. 

9i8.  Il  est  naturel  cl'élendre  !a  (léfinilion  générale  des  in- 
légrales  définies,  telles  qu'elles  ont  été  considérées  dans  le 
cas  des  quantités  réelles  (761),  à  celui  des  fonctions  et  des 
limites  imaginaires. 

On  aura  ainsi,  pour  o(  :;)  =  o(j:- -h  i/). 


£ 


-y,' 

o'(  z)r/z  ^  çx.r,-:-  v,n  —  9(.ro-r-  )-o/). 


Mais  une  grave  dirficullc  ai)j)araîl  imiiiédiateinent  parce  que, 
d'après  ce  qui  précède,  le  second  membre  de  l'expression 
|)eiil  présenter  plusieurs  ^aIeurs  distinctes,  entre  lesquelles 
le  choix  reste  incertain. 

Si  l'on  a,  par  ex(Miiple,  o\z)=:  -,  il  vient  (  7G(i,  OVO) 


/ 


—  ._  /(,r,  -1-  Vil)  —  l{.Vo-r  »oO. 


y»' 

et  chacun  des  logarithmes  du  second  membre  a  une  infinité 
de  valeurs  formant  une  progression  arithmétique  dont  la 
raison  est  2  7:/ (909  ),  de  sorte  que  la  valeur  obtenue  pour  l'in- 
tégrale elle-même  comporte  un  multiple  arbitraire  de  2-1. 

Pour  lever  toute  diflicullé,  il  laut  donc  revenir  sur  la  déli- 
nition  adoptée  en  l'expfniuant  et  en  la  précisant.  Nous  le  fe- 
rons à  l'aide  des  considérations  suivantes  dues  à  C^ccnv,  et  (pii 
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sont  l'un  de  ses  lilres  de  gloire.  II  n'est  que  juste  d'ajouter 
que  Briot  etBoLQUET,  en  parlant  des  idées  de  Cauchy,  ont  l'ait 
faire  de  grands  progrès  à  l'étude  des  fonctions  (*). 

Î)i9.  La  difficulté  rencontrée  est,  au  fond,  toujours  la  même. 

Lorsque  la  variable  z  (supposée  réelle)  passe  de  la  valeur 
réelle  ^o  à  la  valeur  réelle  cc^  >  a^o,  les  valeurs  réelles  qu'elle 
doit  prendre  dans  l'intervalle  ^i —  ^o  sont  complètement  dé- 
terminées, le  chemin  jti  —  ^o  compté  sur  l'axe  des  ce  l'étant 
lui-même.  Au  contraire,  lorsque  la  variables  (supposée  ima- 
ginaire) passe  de  la  valeur  imaginaire  ^ï-oH-j'o^  à  la  valeur 
imaginaire  jCi-^y^i,  ou  du  point  (^o)  aw  point  (0,)  dans  le 
plan  des  axes  choisis,  elle  peut  le  faire  en  suivant  une  courbe 
quelconque,  dont  la  forme  arbitraire  introduit  dans  la  ques- 
tion une  indétermination  qui  n'existe  pas  dans  le  cas  des 
quantités  réelles.  Il  est  alors  essentiel  de  prouver  que,  lorsque 
la  courbe  décrite  par  la  variable  imaginaire  se  modifie  (sous 
certaines  conditions)  en  conservant  toujours  les  mêmes  points 
extrêmes,  l'intégrale  correspondante  n'est  pas  altérée  et  con- 
serve une  valeur  fixe.  C'est  ce  que  nous  montrerons  après 
quelques  développements  nécessaires. 

9o0.  Soit  o{z)  une  fonction  qui  demeure  continue  quand  le 
point-variable  z  décrit  la  courbe  ZqZ,i  {fig.  35).    Désignons 

ri;r.  35. 


par  ^1,  z-i,   .  .  .,  ;„_t  des  points  intermédiaires  pris  sur  cette 
courbe.  La  somme 

{\)       Cp(5o)(-l—  ^o)   ^.-9(^1)  '-2—  -,)   4-.  -  .—  0{Zn-l)  iZ,,~  Z,,^^') 


(')    Voir  la   première  Partie  de  leur  remarquable  Ouvrage   déjà  cité  : 
Théorie  des  fondions  elliptiques,  2»  édition.  Gauthier-Viilars;  1871. 


122  ALGEBRE    SUPERIEUHE. 

tend  vers  une  limite  déLer minée,  quand  le  nombre  des  points 
intermédiaires  croit  indéfiniment,  c'esl-à-dire  quand  les  arcs 
successifs  ZqZi,  z-iZç,,  .  .  .,  -n-i^^  tendent  vers  zéro. 

Nous  emploierons  deux,  modes  de  démonstration  pour  éta- 
blir ce  résultat  fondamental. 

Première  démonstration.        On  a,  comme  à  l'ordinaire, 

z^=:x  ^  ri,        9  (  -  ;  ~  P  -i-  Q  '', 

P  et  Q  étant  des  fonctions  continues  de  ce  et  de  /. 

La  somme  (i),  prise  pour  les  points  indiqués,  revient  à 

c'est-à-dire 


Si  la  ligne  z^z^  est  donnée,  jet  -ç-  sont  déterminés  en  chaque 

point  par  l'abscisse  correspondante  et  à  l'aide  de  l'équation  de 
cette  ligne.  D'ailleurs,  lorsqu'on  passe  à  la  limite  en  augmen- 
tant indéfiniment  le  nombre  des  points  intermédiaires,  -r-^ 

Ax 

devient  -~  et  A- devient  <i-.  Les  sommes  se  confondant  alors 
dx 

avec  les  intégrales,  on  a 

dv 
quantité  parfaitement  déterminée,  puisque  ^,  Qy  -f   étant 

des  fonctions  de  x,  on  est  ramené  aux  intégrales  réelles.  x^^qX 
x„  sont  les  abscisses  des  points  (^o)  et  {z„). 
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Deuxième  démonstration.  —  Le  point  z  ^=  x  +  j'«  décrivant 
la  courbe  z^z,,,  on  peut  regarder  x  et  r  comme  des  fonctions 
continues  et  admettant  des  dérivées,  d'une  variable  réelle  t 
croissant  de  t^  à  t„  lorsque  z  varie  suivant  la  ligne  donnée  de 
z„  à  z„,  et  poser,  en  regardant  toujours  i  comme  une  con- 
stante, 

En  raison  de  l'existence  supposée  des  dérivées,  onaura(oio), 
par  rapport  aux  points  {zi)  et  (-0)) 

4^2(^1)  -J>2(^o)  =  Ùi—  ^0)  ['y,(^o)  +  0;], 

ô'^  et  ô'ô  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  ij  vers  t,,.  On 
pourra  alors  écrire 

=  (^1  —  to)  [•1>\{K)  -i-  i^'.{to)  +  Oo-Î-  ^'oq] 
^.{t,-t,)lh'{t,)-%-\, 

en  désignant  par  0^  la  quantité  imaginaire  Ôq -+-  i%,  qui  tend 
vers  zéro  en  même  temps  que  ô'^  et  io^  ou  que  ti  —  ^o- 

On  aura  de  même  et  dans  des  conditions  analogues,  c'est- 
à-dire  ôi,  Ô2,  .  . .,  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  ^o  —  ^i- 
^3—  t^,  . .  . ,  la  série  d'égalités 

^,-c,      =(^,_  ;,)[J,'(^,^-f-ô,]. 
-^3  — -2      =  (^3  —  ^2)  ['yl^aj  —  02], 


En  substituant  les  binômes  ::]  —  ^o;  -^2  —  ^i'  •  •  •  ?  ^«  —  -«-i- 
ainsi  exprimés  dans  la  somme  (  1  )  et  en  la  séparant  immé- 
diatement en  deux  parties,  celte  somme  deviendra 

[(^1 —  M  ?(2o)  f('o)  +  ('2  — ^l)?(2l)  «î'X^l) -r-  ...--(/«—  ^«-1)  ?(2«-l)  «i/V/n-i)] 

Sa  seconde  partie  a  évidemment  zéro  pour  limite  ;  car,  M  étant 
le  maximum  du  module  de  la  fonction  o{z)  lorsque  r  parcourt 
la  ligne  z^^z,,,  et  /jl,  le  plus  grand  module  parmi  ceux  des 


'•^4  ALf;ÈBUE    SUPÉRIEURE. 

qiiaïuiiés  Oo,  o,,  o^,  . . . ,  ô,i_,,  le  module  de  celte  seconde  par- 
lie  est  lui-même  inférieur  (821,  SVO)  à 

c'est-à-dire  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  ^j.,  ou  en  môme 
temps  que  le  nombre  des  points  intermédiaires  sur  la  ligne 
-o-«  croît  indéfiniment. 

Considérons  maintenant  la  première  partie  de  lasomme  (i). 
D'une  manière  générale,  on  peut  mettre  le  produit  o{z)^'{t) 
sous  la  forme 

f{t)  et  F(0  représentant  deux  fonctions  réelles  de  t;  cette 
première  partie  revient  donc  à 

[(^i-^«)/(^o)-:-rf2-/,\/-ùi) --...-;-(;„-;„_, )/(/„_,)] 

Les  deux  parenthèses  ci-dessus  ayant  pour  limites  respec- 
tives (758)  les  deux  intégrales  définies  réelles 

/    J{i-)di,      /     Y(t)dt, 

la  somme  (i)  tend  finalement  vers  la  limite 

J     fU)dl-r-i  j       l\t)dt,        ■ 

et  c'est  cette  limite  qui  définit  l'intégrale 

f\{z)dz. 
prise   tout  le  long  de  la  courbe  z,z^,  depuis  .^  =  .^o  jusqu'à 
On  voit  qu'on  peut  écrire  à  la  fois 

l     /      o[z)dz=.   f    [J\l)  +  iF{l)-]dt 

La  deuxième  démonstration,  comme  la  première,  prouve 
l'existence  d'une  limite  et  ramène  son  calcul  numérique  à 


ALGEBRE    SUPERIEURE.  123 

celui  d'intégrales  de  fonctions  d'une  varialile  réelle.  Les  deux 
résultats  coïncident  quand  on  prend  t:^x. 

951.  La  fonction  ^{z)  étant  toujours  imaginaire,  admettons 
que  la  variable  imaginaire  ;;=  ^' -H  j>«  se  réduise  à  la  partie 
réelle  x. 

Si  nous  nous  reportons  à  la  première  démonstration  du 
numéro  précédent,  on  voit  que  P  et  Q  deviennent  alors  des 
fonctions  continues  de  x,  telles  que  P  =r/(x)  et  Q  :=F(.rj, 
de  sorte  qu'on  a 

9(^)  =  9(.r)^/(.r)  +  rF(^-). 

La  courbe  suivie   par  z  se  confondant  d'ailleurs    avec  l'ave 

dy 
des  X,  on  a    ,^^=o,  et  l'égalité  (2)  [930]  prend,  dans  ce  cas 

particulier  d'une  fonction  imaginaire  d'une  variable  réelle,  la 
forme 

/      cp(j')6?.r=    /     f  {x)dx  -h  i  f      Vix)flx. 

^■Vo  ^.''o  •^Jo 

932.  Reprenons  la  somme  (i)  sous  sa  forme  primitive  (930) 

©(-0)  (-1  —   -OJ   +  9(-l)   (-2  —  =lj+-  •   •+?(-«-!  j    (-/.  —  -„-l), 

et  cherchons  une  limite  supérieure  de  son  module. 

M  étant  toujours  le  maximum  du  module  de  la  fonction  o(c) 
lorsque  z  parcoui't  la  ligne  "0",,,  désignons  par  /  la  longueur 
de  cette  courbe  et,  par  Cq,  Ci,  ...,  c„_,,  les  longueurs  des 
cordes  des  arcs  successifs -0-1,  -i«2,  ■••j-«-i-«-  Ces  cordes 
représentant  précisément  (877)  les  modules  des  différences 
^1  —  ^0,  z.^  —  Zi,  . .  . ,  z,i  —  -«-1,  le  module  de  la  somme  (1)  sera 
moindre  (821,  840)  que 

M  (co  +  Cl  4-  . . .  +  c,i-i)     ou  que     M  /. 

Il  en  résulte,  d'après  la  définition  de  l'intégrale, 

mod  I     r^(z)dz<    f    mo(\(^{z)dz<ML 
953.  En  considérant  toujours  l'intégrale  définie  (930  j 
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changeons  de  variable  en  posant 

La  variable  0  parcourt  la  courbe  -o-«>  quand  la  nouvelle 
variable  z'  parcourt  la  courbe  z'f,:-',^;  et  nous  admettons  que 
la  fonction  <]>(-')  reste  alors  continue  et  a  une  dérivée  '\>'{z'), 
de  sorte  que  dz  —  '\i'  (  z')  dz'. 

On  a  dans  ces  condUions 

^.;  j'\{z)dz=.  j"'  o(z)'Y{z')dz', 

les  intégrales  étant  prises  respectivement  suivant  les   deux 
lignes  Zf^Zii,  ^^z^. 

En  effet,  on  peut  écrire  (oio)  les  égalités  successives 

-1  —  -0  =^  i  =1  —  -0  )  W  <  s'o  )  -i-  Ôo]  , 


-«  —  =«-1  =  (  '-'a  —  -'«-1)  W  {  ='«-i)   +  â«-l]. 

11  en  résulte,  comme  précédemment  (950), 

I       cf,(;o)(3i— -o)-1-<?(-i)(32—'i) '-...— «5(:;„-i)(3„  —  3„_i) 
'2)  1  =|(3'i  — 3'o)cp(:;o)'y(2'o)-^(-2-  -•'i)?(-i)4''(2'i  ^^■■■-^{^'n—~^i-i)'^{^n-i)^' {z'^ 

Il  est  clair  que,  si  l'on  désigne  encore  par  M  le  maximum 
du  module  de  cp(^)  le  long  de  la  courbe  z^z,,,  par  [i  le  plus 
grand  module  parmi  ceux  des  quantités  à^,,  ô,,  .  . . ,  '5„_i,  par  /' 
la  longueur  de  la  ligne  z'^^z',,,  et  par  c'„,  c\,  . .  .,  c'„_^,  les  lon- 
gueurs des  cordes  des  arcs  successifs  z'ç^z\,  z'^z'.,,  . . .,  z',^_^z'„, 
le  module  de  la  seconde  partie  de  la  somme  ci-dessus  sera 
moindre  (821,  84-0,  877)  que 

Mfi(c;  4-  c'i  +  . . .  +  c'„_i)  <  Mixl'. 

Cette  seconde  partie  tend  donc  vers  zéro  en  même  temps 
que/Ji,  ou  en  même  temps  que  le  nombre  des  points  intermé- 
diaires sur  z'^z',^,  et  par  conséquent  sur  ;o-/(»  croît  indéfini- 
ment. 
L'égalité  (2)  entraîne  alors  à  la  limite  l'égalité  (i). 
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Celte  proposition  va  nous  permettre  d'étendre  aux  fonctions 
imaginaires  la  règle  fondamentale  du  n»  762,  en  justifiant 
ainsi  les  premières  indications  du  n"  94-8. 

954.  La  fonction  u  =z^  (^z)  étant  continue  et  admettant  la 
dérivée  o  {z)  lorsque  la  variable  z  décrit  la  courbe  z^z^,  on  a, 
en  prenant  V intégrale  suivant  cette  ligne, 


r 


o(z)dz=:^{Z„)~~^[Zo). 


En  etfet,  quand  la  variable  z  décrit  la  courbe  ZqZ,i,  la  va- 
riable u  décrit  une  courbe  correspondante  Uo^^n  (887),  et  l'on 
a,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  voir  (953)  et  en  changeant  de 
variable, 

/      du=         <if'[z)dz=  j     o{z)dz. 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  «,,  «,,  ....  ;/,;_;,  des  point.'; 
intermédiaires  successifs  sur  la  ligne  «o"/i>  la  première  inté- 
grale est  la  limite  de  la  somme 

(«1  —  «„)  +  (;/.2—  Mj)   -i-.  .  .-H  (««—   «„-i), 

quand  le  nombre  des   points  intermédiaires   croît  indéfini- 
ment; et,  comme  cette  somme  se  réduit  toujours  à 


on  a  bien 


I       Cj>{z)  dz  =  U„  —  Uo  =  <t  {z,i)  —  (^  (Zo). 


905.  Les  théorèmes  généraux  démontrésprécédemment  sur 
les  intégrales  définies  (I"""  Partie,  Livre  V,  Ch.  XVI)  sont  évi- 
demment applicables  aux  intégrales  imaginaires. 

En  particulier,  quand  on  intervertit  l'ordre  des  limites,  on 
change  simplement  le  signe  de  l'intégrale  définie  (763,  2°), 
la  variable  parcourant  la  même  courbe  en  sens  inverse. 

Si  l'on  décompose  la  courbe  Zoz,^  en  plusieurs  parties,  telles 
que  ZqZ,,,  z,,z,„  on  a  (_763,  ^4") 

j      o{z)dz  =  j      o{z)dz-\-f    o{z)dz. 

En  remplaçant  chaque  élément  d'une  intégrale  définie  par 
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son  module  ou  par  une  quanlité  plus  grande,  on  oblienl  un 
limite  supérieure  du  module  de  la  valeur  de  l'inlégrale  (8V(i. 
9o2). 

Les  règles  de  l'intégration  par  parties  (781  et  suiv.)  subsi  — 
lent  complètemenl,  etc. 

956.  Le  théorème  relatif  au  développement  d'une  intégral»' 
en  série  convergente  (793)  sétenrl  comme  il  suit  auv  inl<'- 
grales  imaginaires. 

Si  la  fonction  o{z)  peut  se  déi-elopper  suivant  une  série 
(i)  «0+  «i-h  «,4-.  .  .4-i/.,4-  ^/„+i  — .  .  ., 

dont  tous  les  ternies  demeurent  des  fonctions  continues  de  z 
quand  cette  variable  décrit  la  li'j;ne  z^Zp,  qui  soit  conver- 
gente en  tous  les  points  de  cette  ligne,  et  telle  qu'en  chacun 
d'eux  et  pour  n  assez  grand  le  module  de  la  somme 


soit  moindre  quun  nombre  donné  y.  aussi  petit  qu'on  voudm . 
on  a.  en  prenant  toutes  les  intégrales  le  long  de  la  mêni" 
ligne  Z(,  Zp, 

(2)  f   '  0{z)dz=    f   '  U,dz-^    f   '  U,dz-^    f   '  U,dz^.... 

En  effet,  S„  étant  la  somme  des  n  premiers  termes  de  l;i 
série  (2),  'b{z)  le  reste  de  la  série  <i)  ou  la  somme 


/  la  longueur  de  la  ligne  z^Zp  ou  du /«/ de  liutégralion,  on 
pourra  écrire  (9oo) 

f''o{z)dz  =  S„-r-  f''-H^)^^~- 

Le  module  de  ■-!>(3)  est,  par  hypothèse,  moindre  que  x.  Pai" 

suite  (932),  celui  de  l'inlégrale  /     •i;(;)  c?- est  moindre  que  a/ 

et  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente  indéfiniment,  de 
sorte  que  S;,  tend  alors  vers  une  limite  égale  à  l'intégrale 

I      o{^-)  dz;  ce  qui  justille  l'énoncé. 
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^9 


957.  Après  les  détails  qui  précèdent,  il  reste  à  prouver 
(94-9)  que,  si  l'on  va  du  point  z^  au  point  z^  {fig-  iô)  par 
deux  chemins  z^az^,  Zq^z^,,   infiniment  rapprochés  l'un  de 

Fig.  36. 


Il 

A" 

/ } 

P/  jm' 

b  y ynx 

Zu             a 

0 

X 

Vautre  et  situés  dans  la  partie  du  plan  des  axes  où  la  fonc- 
tion  (ù{z)  demeure  holomorphe  (9'i7),  la  valeur  de  Vintégrale 


f 


(^{z)dz, 


prise  suivant  l'une  ou  l'autre  courbe,  est  en  général  la  même. 

A  chaf|ue  point  m  de  la  courbe  z^az^  correspond  un  point/? 
de  la  courbe  z^bz,,,  les  deux  points  extrêmes  ^o  et  z,^  se  cor- 
respondant à  eux-mêmes  sur  les  deux  courbes. 

Si  l'on  passe,  sur  la  première  courbe,  du  point  m  au  point 
infiniment  voisin  m',  la  fonction  9(-)  subit  un  accroissement 
dQ{z).  Si  l'on  passe  du  point  m  au  point  correspondant/)  sur 
la  seconde  courbe,  la  fonction  (^{z)  subit  un  accroissement 
(litférent  que  nous  représenterons  par  (5 ©(s),  et  z  lui-même, 
au  lieu  de  subir  l'accroissement  dz,  subit  alors  l'accroisse- 
ment ô:;. 

Comme  la  fonction  est  holomorpbe,  elle  prend  toujours  au 
point  y^  la  même  valeur,  soit  que  le  point-variable  ait  décrit 
le  contour  z^amp,  soit  qu'il  ait  suivi  directement  la  seconde 
ligne  Zt^bp.  11  en  résulte  que  la  valeur  de  la  fonction  au 
point/?  dans  la  seconde  intégrale  (ou  dans  l'intégrale  suivant 
la  ligne  z^^bz^)  diffère  de  la  valeur  de  la  fonction  au  point  m 
dans  la  première  intégrale  (ou  dans  l'intégrale  suivant  la 
ligne  ZqUZh)  de  la  quantité  o'j){z),  comme  -3  diffère  de  m  h  p 
de  la  quantité  ô^. 

De  plus,  la  fonction  étant  monogène,  c'est-à-dire  ayant  par 
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hypollièse  la  niènic  dériv(''e  an  point  ///,  (|iio  le  poinl  décrivani 
suive  rélémenl  mm'  ou  l'élémeMl  mp  (l)2o  el  suiv.),  on  a  à  l;i 
fois 

ou 

(i)  clo{z)èz.  =  oo{z)dz. 

Cela  posé,  la  variation  de  l'intégrale  définie,  lorsqu'on  suit  la 
courbe  Zobz,,,  au  lieu  de  la  courbe  z^az^,  est  représentée, 
d'après  les  notations  adoptées,  par  l'expression 


r 


[o  {  z)  -î-  0  o  { z)]  d (  z  -i-  oz  )  —  I      o  (  c  )  dz 
ou,  en  simplifiant  (955),  par 

o{z)  d  oz  -h  0  o{z)  dz  -h  0  o(  z  '.  d  dz; 


/" 


ce  qui  revient,  en  ne  conservant  que  les  termes  du  deuxième 
ordre  (520)  et  en  tenant  compte  de  l'égalité  (i),  à 


£ 


(^{z)  d oz  ~t-  oz  d  o{z  ) . 

Ce  résultat  peut  évidemment  s'écrire  (570) 

f  "d[:.{z)ôz]. 

Or,  l'intégrale  générale  ou  indéfinie  /  d[o{z)  dz]  se  ré- 
duisant (763,  I")  à  o(::)o;,  on  a,  pour  l'intégrale  définie  cor- 
respondante, 

O{:-n)0Z„—  Ç>{^Z^)dzo. 

('omme  les  points  extrêmes  ^o  et  z,,  sont  fixes,  on  a 
dzf,=io,         dz„-:o, 

et,  par  suite,  la  variation  de  l'intégrale  définie  considérée, 
lorsqu'on  la  prend  suivant  la  courbe  z^bz,,  au  lieu  de  la 
prendre  suivant  la  courbe  ZqGz,,,  est  elle-même  égale  à  zéro. 
Ainsi,  et  sauf  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  les  inté- 
grales prises  suivant  les  deux  courbes  sont  égales.  Elles  le 
sont  donc  rigoureusement. 
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958.  On  déduit  de  cette  proposition  fondamentale  les  con- 
séquences les  plus  importantes. 

Au  lieu  de  deux  lignes  infiniment  rapprochées,  considé- 
rons {Jig.  3;)  deux  lignes  quelconques  z^^kz^,  z^^^z,,,  allant 
du  point  ^0  au  point  :;„,  dans  la  portion  du  plan  oiv  la  fonc- 
tion 9(^)  demeure  holomorphe. 

Fig.  37. 


11  est  clair  que  les  intégrations  effectuées  suivant  ces  deux 
lignes  resteront  encore  identiques,  puisque  l'on  peut  passer 
de  l'une  à  l'autre  par  une  série  de  transformations  succes- 
sives et  infiniment  rapprochées  qui,  comme  on  vient  de  le 
voir,  laisseront  constante  la  valeur  de  l'intégrale. 

Il  en  résulte  immédiatement  que,  dans  la  portion  de  plan 
où  la  fonction  o{z)  reste  holomorphe,  la  valeur  de  l'inté- 
grale I  o{z.)dz prise  tout  le  long  d'ux  contour  fermé,  tel  que 

;;oA:;„B^o>  ^■^^  nulle. 

En  effet,  l'intégrale  prise  le  long  de  -oAj„  étant  égale  (957* 
à  l'intégrale  prise  le  long  de  ;oB^„,  et  cette  dernière  chan- 
geant de  signe  (935)  lorsque  la  ligne  -oBc„  est  parcourue  en 
sens  inverse,  c'est-à-dire  lorsqu'elle  devient  ::„B;o»  l'inté- 
grale prise  suivant  le  contour  total  et  fermé  parcouru  dans  le 
sens  de  la  fièche  {fig-  Sjj  est  nécessairement  nulle. 

11  est  utile  de  remarquer  que  le  sens  indiqué  ici  par  la 
flèche  est  ce  qu'on  appelle  le  sens  direct  ou  positif.  Le  con- 
tour qui  limite  l'aire  considérée  se  trouve  alors  décrit  vers  la 
gauche  de  l'observateur. 

959.  Lorsque  l'aire  considérée  est  limitée  par  une  seule 
ligne  fermée,  on  dit  qu'elle  est  à  contour  simple;  lorsqu'elle 
est  limitée  par  plusieurs  lignes  fermées  distinctes,  on  dil 
qu'elle  est  ci  contour  complexe. 
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Ainsi,  Tiiiio  liniilée  i)ar  une  circonférence  est  à  conlom- 
simple.  Taire  dune  couronne  ciicnlaire  est  à  contour  com- 
plexe. 

On  peut  toujours,  à  l'aide  de  coupures  ou  de  simples  tran- 
versales,  transformer  un  contour  complexe  en  contour  simple 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  \d,fig-  38,  on  réunira  les  deu\ 
circonférences  par  la  transversale  AA',  et  l'aire  de  la  cou- 
ronne sera  limitée  par  le  contour  simple  ACAA'C'A'A.  Les 
(lèches  indiquent  le  sens  du  mouvement. 

Fig.    38.  I-ifr.    Sg. 

a" 

(  -<■ 


I  ^* 


a' 


De  même,  dans  le  cas  de  la  fii^.  09,  où  l'aire  considérée 
est  celle  d'un  cercle  C  dont  on  a  enlevé  les  portions  limitées 
par  deux  petites  circonférences  intérieures  C  el  C,  on  em- 
ploiera les  deux  transversales  a'j3'  et  3c"j3",  et  l'aire  proposée 
sera  alors  limitée  par  le  contour  simple 

a',3'(:',5'a'5c",S"C";3"a"Ca'. 

Les  ilèclies  indiquent  le  sens  du  mouvemeul. 

t)60.  Lois(iiiun  conloiw  fermé  C.  comprend  d'autres  con- 
tours intérieiiis  également  fermés,  tels  que  C,  C",  ..., 
la  fonction  o{z)  restant  toujours  holomorplie  dans  l'aire 
ainsi  limitée,  l'intégrale  prise  tout  le  long  du  contour  exté- 
rieur dans  un  certain  sens  est  égale  à  la  somme  des  inté- 
grales prises  dans  le  même  sens  tout  le  long  des  contours  in- 
térieurs. 

{\\  faut  bien  faire  attention  que,  par  hypothèse,  la  fonc- 
tion '^{z)  cesse  d'être  holomorphe  à  l'intérieur  des  con- 
tours C,  C",  . . .). 
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Reprenons  la  fig.  09,  el  ailmetlons  que  les  deux  circonfé- 
rences C  et  C"  soient  d'abord  décrites  dans  le  sens  des 
llèelies  /■'  et/",  c'est-à-dire  dans  le  sens  négatif  ou  en  sens 
contraire  de  celui  adopté  pour  la  circonférence  C. 

L'intégrale  /  o{z)dz  prise  suivant  le  contour  simple  fermé 
obtenu  à  l'aide  des  transversales  a'|3'  et  a"5",  c'est-à-dire  sui- 
vant le  contour  a't37'C',3'a'a";3'7"C"i3"a"Ca' ,  sera  nulle 
(958). 

Or,  cette  intégrale  se  compose  (933)  :  des  intégrales  suivant 
a'a'  et  a"Ca'  qui,  réunies,  constituent  l'intégrale  suivant  (] 
prise  dans  le  sens  direct;  des  intégrales  suivant  a'|3',  jS'a', 
«"5",  ^"a",  qui  se  détruisent  deux  à  deux;  enfin,  des  inté- 
grales prises  suivant  C  et  C"  dans  le  sens  négatif.  On  aura 

donc,  en  désignant  d'une  manière  générale  par    /    l'intégrale 

prise  suivant  le  contour  C, 


(I  ou 


HH; 


tous  les  contours  étant  décrits  dans  le  môme  sens. 
S'il  n'y  a  qu'un  contour  intérieur  C,  on  a,  quel  qu'il  soit. 


H, 


961.  Nous  terminerons  ces  notions  en  démontrant  les  deux 
propositions  suivantes  : 

1°  L'intégrale  j  o{z)  dz  prise  autour  d'un  cercle  infini- 
ment petit  c  dont  le  centre  est  en  un  point  a  {fig.  4o)  tend 
vers  zéro  en  même  temps  que  le  rayon  r  de  ce  cercle,  lorsque 
l'on  a.  pour  z  1^  a, 

lim  (:;  —  a)  o{z)  --=0. 

En  efTel ,  M  étant  le  maximum  du  module  du  produit 
[z  —  a)  o{z)  le  long  du  cercle  c,  il  en  résulte  pour  ce  con- 
tour, la  différence  {z  ~  a)  ayant  pour  module  /•  (877), 

M 

mod  (  ::  —a)  mod  o{z)  z  M         ou         mod  9  (  -  )  <  —  • 


i34 
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On  en  drfliiit  (Oooi,  en  représentant  par  /^l'intégrale  prise  • 
lont  le  long  de  r. 

iiifxl  I  oiz)ch,.  I  -  mod dz. 

Mais  le  module  de  ch  n'est  autre  (877)  que  l'élément  ds  du 
cercle  c.  La  dernière  intégrale  se  réduit  donc  à 

-    /  ds^  —1-r^  M. 2-. 
/     ;  /• 

quantité  qui  tend  vers  zéro,  par  hypothèse,  en  même  temps 

Tig.  4o. 


que  /•  ou  que  z  ~  a,  II  en  est  donc  de  même  du  module  de 
l'intégrale     /  '3{z)dz. 

2°  L'intégrale  j'o{z)dz  prise  autour  dun  cercle  C  de 
rayon  R,  dont  le  centre  est  à  l' origine,  tend  vers  zéro  à  me- 
sure rjue^  croit  indéfiniment,  lorsqu'on  a,  pour  z  =  :c, 

lim  :;  'j{  z)  =^o. 

En  etret,  M  étant  le  maximum  du  module  du  produit  z  o{z) 
le  long  du  cercle  C,  il  en  résulte  pour  ce  contour,  r  ayant  pour 
module  R, 

mod;  mod  -^(r)  =  M 
ou 


mod 


On  en  déduit  (9o5) 


M 

R' 


mod 


o(z)dz     j  —  mod  dz  =  M .  2  ;:, 


i 
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quantité  qui  tend  vers  zéro,  par  hypothèse,  en  même  temps 
que  r  ou  R  croît  indéfiniment. 

11  est  évident  que  les  deux  propositions  précédentes  subsis- 
tent lorsque  rinlégration  n'a  lieu  que  suivant  une  portion  des 
cercles  considérés. 

Extension  des  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin  aux  fonctions 
d'une  variable  imaginaire. 

!)(ri.  Nous  commencerons  par  démontrer  le  théorème  sui- 
vant, découvert  par  Calcuv,  et  qui  est  fondamental. 

Lorsqu'une  fonction  o{z)  est  holonwrphe  dans  une  portion 
du  plan  limitée  par  un  contour  simple  C,  si  l'on  désigne  par  t 
un  point  quelconque  pris  à  l'intérieur  de  ce  contour,  on  a 


9(0 


2r.i  J..  -  —  t 


En  effet,  décrivons  du  point  t  comme  centre,  avec  un  rayon 
infiniment  petite,  le  cerclée  à  l'intérieur  du  contour  C(/^.  ^0- 


Fig.  4i. 


La  fonction  -?-^  est,  à  son  tour,  évidemment  holomorphe 

dans  l'aire  comprise  entre  C  et  c.  Il  en  résulte  que  les  inté- 
grales de  cette  fonction,  prises  dans  le  sens  positif,  suivant  C 
ou  suivant  c,  demeurent  égales  (960).  Nous  n'avons  donc  qu'à 
évaluer  l'intégrale 


f 


dz. 

z  —  t 


Pour  cela,  en  remarquant  (877)  que  le  module  de  la  diilé- 
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rencc  z  —  t.  est  o  et  en  désignant  par  0  son  argument,  nous 
poserons  (905) 

z  —  t—oe^'. 

Il  en  résultera,  t  ne  variant  pas, 

dzr^i^é^uVj        et        Jiî-^idO. 
Nous  aurons,  par  suite, 

r  o{z)  r 

Mais  la  fonction  o  (  3)  étant  continue  et  p  infiniment  petit,  l'ex- 
pression ©(^  +  pe9')  se  réduit  à  la  limite  à  la  quantité  constante 
o{t),  et  l'on  a 


ce  qui  est  précisément  la  formule  (r). 

963.  La  foncUon  o{z)  étant  holomorphe  dans  une  certaine 
partie  du  plan,  elle  admet  une  infinité  de  dérii-éea  successives, 
toutes  holoniorphes  dans  cette  même  partie  du  plan. 

Prenons,  comme  précédemment,  un  point  t  dans  la  partie 
considérée,  supposée  limitée  par  un  contour  simple  C.  La  for- 
mule qu'on  vient  d'établir  (962)  étant  applicable,  nous  aurons 

(0  <^{t)  =  -l-   foiz){z~t)'^dz. 

Pour  un  autre  point  t  +  At,  voisin  du  premier  et  situé  aussi  à 
l'intérieur  de  C,  il  viendra 

9(^  +  A/)=r-'-,   fo{z){z^-f-lt)-^dz. 
Il  en  résulte  (953) 

o{t-i-At)-o{t)  =  -^   f  o{z)[{z  -  l  ^~  It  )'^  ~  (z~  t)-ndz 

'À  IL  l    J  '  J 

OU 

A  9(0=-'-^   fo{z)Mz-i)-^dz. 
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On  a  donc 


Mais  la  dérivée  de  la  fonction  {z  -  t  r'  de  la  variable  t  ayant 
évidemment  (o6i,  575)  pour  valeur  (.  -  O'S  on  peut  ecnre 
(o*o) 

A/ 
a  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  A^  Par  suite, 

Ouand  A^  tend  vers  zéro,  a  tend  vers  zéro.  A  la  limite,  la  se- 
c'onde  intégrale  du  second  membre  a  donc  un  module  nul(V. 
et  disparaît,  de  sorte  qu'il  reste 

'■  '•'  •- c. 

valeur  finie  et  déterminée. 

D'après  la  formule  {2),  ou  a,  pour  un  point  /  -  A^  voisin 
du  point  t  et  toujours  situé  à  l'intérieur  de  C, 


c 

d'où,  en  soustrayant  membre  à  membre  la  formule  (2)  de  ce 
dernier  résultat, 

(3)  Ar^'in=^.   fo{z}\{z  —  l^--dz. 

Comme  la  fonction  {z-t)-'-  est  continue,  on  peut  prendre  A^ 
assez  petit  pour  que  le  module  de  \{z-t)''-  soit  moindre 
qu'une  quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  voudra,  pendant 
que  z  parcourt  C.  La  valeur  do  l'intégrale  définie  du  second 


C)  En  désignant  par  M  le  maximum  du  module  de  .?(--)  le  Ions;  de  C  el 
par  L  la  longueur  de  ce  contour,  on  a,  en  elTet,  pour  une  valeur  donnée 
de  A^ 

mod    1    ■^(:)idz^  ML  mod  a  : 
--  c. 

et,  5i  \i  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  a  el  de  son  module. 


ALGKBItK    SUPÉRIEURE. 

".embrc  sor.-,  .nlors  clle-,„ôme  infiniment  pcUle  (-w  la  „„,c ... 

Kniiii,  oM  ;,,  d'après  l'équalion  (3), 


■  dz. 

'c 


La  fonction  {z-ty-  ayant  évidemment  pour  dérivée  o  (.-_,,    : 
on  po(u-ra  poser  encore  ^       ^     ' 

l(z~t.)    ^ 

«^tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  A..  Con.ne  on  .-n 

■^o'(  t)  I  .-?      /" 

^A7-  =  ;^    I   9i.^){=^~t)-^dz+-'        lo(z)y.dz, 

il  viendra  à  la  limite 

valeur  finie  et  déterminée,  de  sorte  que  la  fonction  o'.v  ,  es. 
outre,  monogène.  Elle  est  donc  bien  holon.orphe  «O^t; 
dans  la  portion  de  plan  considérée 

-^0  1  e.t  deja,  o"(0  a  son  four  sera  Imlomorphe  à  l'in.érieur 
c  même  contour,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  La  p  "- 
^'iion  énoncée  est  donc  établie.  ^ 

La  dérivée  du  ,^i^-  ordre  a  évidemment  pour  expression 
eu  revenant  aux  exposants  positifs,  '  ' 


(5) 


I .  '^ . .-) 


On  voit,  propriété  bien  remarquable,  qu'il  suffit  de  cou- 
mu  e  les  valeurs  de  la  fonction  o(.)  tout  le  long  du  con- 
lou,  C,  pour  déterminer  les  valeurs  de  la  fonction  et  de  ses 
clcrivees  successives  à  l'intérieur  de  ce  contour  (•). 

(■)  On  démontre  dans  le  Calcul  u.tégral  que,  pour  dinércntier  sous  ie 
-.ne  y  par  rapport  à   un  paramètre  ou  par  rapport  à  une  certaine  lettre 
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9GY.  Si  le  contour  C  est  un  cercle  décrit  du  point  L  comme 
centre,  avecr pour  rayon,  on  pose,  comme  précédemment (962), 

z  —  t  —  re^',         d'où         dz --=.ire^' d9. 

A  la  place  des  formules  (i)  et  (5)  [963],  il  vient  alors 

pin 

I  I  OIS  )  ■■ 


1.7.3...//    /  ""^  o  (t.  -4-  rc^')  'V-e^'V/S 


l'argument  Q  devenant  la  variable. 

965.  Les  formules  précédentes  vont  nous  conduire  au  but 
que  nous  poursuivons. 

\ons  avons  reconnu,  en  étudiant  les  séries  imaginaires, 
que,  lorsqu'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 
tières, positives  et  croissantes  d'une  variable  imaginaire,  ad- 
met un  cercle  de  convergence  (896),  elle  représente  dans  ce 
cercle  une  fonction  holomorpbe  (898,936).  Pour  qu'une  lonc- 
lion  9(-:)  soit  développable  suivant  une  pareille  série,  il  est 
donc  nécessaire  qu'elle  soit  bolomorpbe  dans  le  cercle   de 


prise  pour  variable,   il  suffit  de  remplacer  la   fonction  qu'on  doit  intégrer 
par  sa  dérivée  prise  seulement  par  rapport  au   paramètre.    En  appliquant 
celle  règle,  on  obtient  immédiatement  les  résultats  précédents. 
En  partant,  par  exemple,  de 


^"'    ^^.lim'-- 


on  devra,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  h  t  considéré  comme  paramètre 
remplacer dz  par clz,  cl  Ion  aura 

1-1 J^,  {z-  ty 


I  io 
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convergence  de  la  série,  el  il  reste  à  prouver  qne  celle  condi- 
tion est  suffisante. 

C'est  à  quoi  l'on  parvient  comme  il  suit,  à  l'aide  d'une  im- 
portante proposition  due  à  Caichy. 

900.  Soit  un  point  quelconque  t  pris  à  l'intérieur  du  cercli- 
de  convergence  supposé  [{  [fi.i^-  42).  De  l'origine  comme 
centre,  avec  un  rayon  r  moindre  que  R,  décrivons  un  second 
cercle  qui  comprenne  le  point  /. 

l'ijT.  ',2. 


Nous  aurons,  d'après  le  Ihéorème  fondamental  de  Caucliv 

(002), 


(0 


<(i  ) 


Or,  on  a  identiquement  (IV),  les  règles  de  calcul  restant  les 
mêmes,  que  les  lettres  employées  i-eprésentenl  des  quantités 
réelles  ou  des  quantités  imaginaires, 


;"+■' 


t" 

—  •) 


et  il  en  résulte 


t     r- 

-t-    +  -i  +-. 


f" 
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On  a  donc,  en  multipliant  de  pari  et  d  autre  par  dz, 


(h. 


I 


On  déduit  de  cette  dernière  égalité  (955)  rapprochée  de  la 
formule  fi).  t  étant  une  constante, 

I       r'j^z.\   ,  t.      l'oiz)   ,  f-      foi:-)   , 

f  2  7:/,',    :■"-'  -i-ij^.z-t  -«-' 

Si  l'on  pose  z  =  re^',  d'oii  dz  =  Ivé^'d^i  —  iz  d^,  le  dernier 
terme  du  second  membre  de  la  formule  (2)  devient 

/•  est  le  module  de  z,  puisque  les  intégrales  sont  prises  le 
long  de  la  circonférence  /•.  Si  0  est  le  module  de  t,  moindre 
(pie  /■,  et  si  M  est  le  maximum  du  module  de  o{z)  sur  la  cir- 
conférence /•,  le  module  du  dernier  terme  exprimé  ci-dessus 
est  moindre  que  fH77) 

1-  r  —  p  \rj  /•  —  ?  \/V 

e'esi-à-dire  qu'il  tend  vers  zéro  quand  /*  croît  indéfiniment. 
Il  s'ensuit,  d'après  la  formule  (2),  que  la  fonction  o{t)  est  la 
limite  de  la  série  convergente 

■  ■'■-ij^.      z  'i-ij^,      z-  ■i-ij^.     z' 

[Cette  série  est  bien  convergente,  puisque  la  somme  de  ses 
/i-V-i  premiers  termes,  pour  n  aussi  grand  qu'on  voudra,  a 
'^{l)  pour  limite.] 

La  fonction  —^  demeurant  continue  sur  la  circonférence  /•, 

les  intégrales  du  développement  (4)  ont  des  valeurs  finies  et 
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déterminées;  ces  valeurs  sont  d'ailleurs  indépendantes  dti 
rayon  /•,  puisqu'elles  resteraient  les  mêmes  sur  toute  circoo- 
lerence  i-onccnlrique  de  rayon  moindre  (9G0),  décrite  dans  le 
môme  sens. 
Si  l'on  pose 


(5) 


la  série  (  ''i)  prend  la  forme 

OU,  en  remplaçant  i  par  ^  et  en  restant  poiu-  les  valeurs  de  r 
en  deçà  du  module  Ia, 


(G) 


?(--■) 


ii.tZ-  h-  1/ .,:■■'  -f-  .  .  . . 


En  tenant  compte  des  relations  z^re^'-  et  dz^:=iizdO,  ou 
peut  mettre  la  valeur  de  iin  sous  la  forme 


(5  bis) 


j         r-"-o{rc" 


"'"•'•'■' rf6. 


967.  Séiue  de  Taylor.  —  Nous  allons  pouvoir  maintenanl 
étendre  la  formule  de  Taylor  (075)  aux  fonctions  imaginaires. 

Considérons  une  fonction  o{z),  holomorphe  dans  l'aire  li- 
mitée par  le  contour  quelconque  C.  Décrivons  à  j'iutérieui' 


Fig.  4:i. 


de  cette  aire  {fig.  43)  une  circonférence  de  centre  z^  et  de 
rayon  r.  Pour  un  point  quelconque  t  de  cette  circonférence. 
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nous  aurons,  (ra[)i"ès  le  ihéorènie  fundamenlal   de  Caucliy 

(9G2), 

(0  0(0  =  -^.  f^^dz. 

^  •  ^   ^        2-/./,  :■  —  / 

L'identité  que  nous  venons  de  démontrer  (96G)  donne  d'ail- 
leurs 

I  _  /  /2  f^  'zî'-i 

}    ~^~^  Z      '      Z^    '^"  '~   Z"    ~                   J 
l I 


ou,  en  divisant  par  c  les  deux  membres, 

\       _  \         t        (-  t"  z"^^ 

- l         ~-~^Ti     '     Ta     '  '  •  •  --r-  7^,77:1  +  Z         f  ' 

Le  premier  membre  de  celte  identité  ne  cbangeanl  pas  quand 
on  remplace  z  ei  t  par  c  —  ;„  et  ^  —  Zq,  il  en  est  de  même  du 
second  membre,  et  l'on  a 

z^t^'z~-Zo'^{z^z,}'    -'{z  —  z,)' 

it-z,)"       ,      {z  —  z,Y^' 


En  opérant  comme  on  vient  de  le  voir  (966),  c'est-à-dire  en 
multipliant  les  deux  membres  de  l'égalité  précédente  par 
o{z)dz  el  en  intégrant  ensuite  le  long  du  contour  C,  on  a. 
d"après  (i)  et  /  —  ^y  étant  une  constante, 


I     r  o(z)    .       t  —  z,  r 

Z{t)  =  .     /    -^ dz^ r~     /     — - 

0.-1  J^^   Z  —  Z^  2TlI     J^.    [z 

H r —    /  — '■ dz  -i-  .  .  . 

IT.l        J^{z.—Zç,Y 


Il  est  clair  (9G6)  que  le  dernier  terme  du  second  membre 
de  cette  relation  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  croît  indéli- 
niment,  puisque  l'on  a  mod  (^  —  ^o)  <  'HOc'  (-  ^^  ^oj- 
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l*ar  conséquent,  cp(0  se  trouve  développée  suivant  une 
série  convergente  à  l'intérieur  du  contour  C. 

Mais  nous  avons  obtenu  (963),  dans  les  conditions  où  nous 
nous  trouvons,  la  formule  générale 

o'"Ut)— .  —   /  — ■ ,dz, 


d'où  l'on  tire 


on,  en  supposant  t.  =  z^, 

o'"  (r„) 


<2)-  ^dîT^'"' 


Faisons  varier  n  depuis  ;  jusqu'à  /i  dans  l'expression  (3)  et 
remarquons  que,  pour  t  =  z„,  on  a  directement  (96*2) 


v(-)  =  i^i^ 


ziz) 


-dz. 


En  substituant  les  valeurs  correspondantes  dans  {■>.),  il  vient 

+  (f_^  ,„  ^^  ^  ._^ _^_ ^ -^v^—  '^'"■' ^-^«)  +  ^'*' 

V  1.2.0  l  .1..y ..  .11 

en  posant 

[11  faut  bien  remarquer  que,  dans  la  valeur  du  reste  II,  nulle 
pour  /i  =  oc,  z  est  un  point  quelconque  du  contour  C,  tandis 
que  t  demeure  un  point  intérieur  à  ce  contour.] 

Puisque  t  est  quelconque,  on  peut,  pour  jilus  de  généra- 
lité, mettre  z  à  la  place  de  /  dans  l'équation  (.i),  et  écrire 


9(1;)  =  9(^0)  -t-  ,    '"?'(^o) 


(6) 


^.l:=-^o"{z,)  +  ^^o"\z,)A 
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Si  l'on  veut  retrouver  la  forme  habituelle  du  développement, 
on  peut  poser 

Z  —  Z-or=  h,  d'où  Z^=ZQ->r-h. 

On  aura  ainsi  le  développement  de  9(^0  -  ^0  en  fonction  de 
Zq  et  de  l'accroissement  h.  Si  l'on  remplace  encore,  pour  plus 
de  généralité,  ^o  par  -j  il  vient,  comme  au  n°  675, 


(  6  bis  ) 


>{z^h)  =  cp{z)  +  -(^'(z] 


A3 


h' 


fi=-) 


C'est  la  série  de  Taylor,  étendue  aux  quantités  imaginaires. 

968.  Série  de  Maclauri>'.  On  passe  de  la  série  de  Taylor 
à  celle  de  Maclaurin,  en  supposant  le  point  :;o  ou  le  centre  de 
la  circonférence  /•  {/ig.  43)  à  l'origine  0. 

11  faut  alors,  dans  les  équations  (3),  (4),  (5),  (6)  du  nu- 
méro précédent,  faire  Zo=z  o.  L'équation  (6)  devient  alors 


(7)    ?(-;  — ?(o;  ^  Y  9'(o)  -h  ~  cp"(o) 


1.2.3 


9"'{oj 


C'est  la  formule  de  Maclaurin  (684),  étendue  des  quantités 
réelles  aux  fonctions  imaginaires. 
La  fonction  9(^)  est  alors  holomorphe  dans  le  cercle  ayant 

Hg. /,4. 


son  centre  à  l'origine  et,  pour  rayon  /•,  le  module  du  point  z 
pris  à  l'intérieur  du  contour  C  dans  les  limites  convenables 

(A-.  44). 


De  C.  —  Cours.  IV. 
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On  a,  dans  le  cas  considéré  (9G0),  d'après  l'équation  (3)  du 
n"  967  et  l'équation  (5  bis)  du  n'^  964-,  en  faisant  ;«  ou  t  égal 
à  zéro, 


1.2.3.  ..n       2t:i  J    s'*-*-' 


o(«)(o)^  _  _!__    foi:-) 


dB. 


En  résumé,  une  fonclion  9(3),  holomorphe  à  l'inlérieur 
d'un  contour  simple  i\,  est  développable  en  série  conver- 
gente par  la  formule  de  Maclaurin,  sous  la  condition  que  le 
module  de  la  valeur  donnée  à  la  variable  reste  inférieur  à  la 
plus  petite  des  quantités  pour  lesquelles  la  fonction  cesse 
d'être  holomorphe.  Si  cette  plus  petite  quantité  est ,  par 
exemple  {fig-  44),  ON  =  ô,  il  faut  qu'on  ait  /•  <  ô. 

On  voit  qu'on  n'a  pas  ici  à  se  préoccuper  de  la  valeur  du 
reste  R  (967),  qui  est  toujours  nulle  pour  nz=zoo,  tandis  que, 
dans  le  cas  des  fonctions  réelles,  l'expression  de  ce  reste 
exige  une  discussion  délicate  (684,  691,  696,  704),  le  plus 
souvent  impossible,  et  qui  restreint  par  suite  beaucoup  l'em- 
ploi de  la  formule  de  Maclaurin. 

Applications. 

969.  On  pourra  juger  dans  le  Calcul  intégral  de  toute 
l'importance  des  principes  qu'on  vient  de  développer,  au 
point  de  vue  de  la  transformation  et  du  calcul  des  intégrales 
définies  dont  nous  avons  exposé  les  premières  propriétés 
dans  le  Volume  précédent  (761  et  suiv.),  et  dont  nous  avons 
étendu  dans  ce  Chapitre  la  définition  aux  quantités  imagi- 
naires. Nous  donnerons  un  seul  exemple,  et  nous  nous  bor- 
nerons ensuite  à  indiquer  quelques  applications  de  la  formule 
de  Maclaurin  généralisée. 

Exemple  d'intégration.  —  Chercher  l'expression  de  l'inté- 
grale  /     z"'dz,  le  long  de  la  droite  x  —  y  =-o. 

On  a  ici 

z^=  X  -\-  y  <  =1  (  1  -t-  /■)  ci-,         dz  1=  dx  +  idy  =:  (  n-  «  )  dx. 
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Par  suite, 

5'«  of;  =  (  1+  0'""^'  ^"'  dœ. 

D'.iilleurs,  :;  rr  o  répond  à  ^  =  o,  et  l'on  peut  écrire  (773  ) 

/     z"'dz  —If—  «■)'"''    /     .^^'"'^/^  -  I  I  -I-  0'"^' 

Par  exemple,  pour  m  _:  2  et  x-   i,  on  trouve  (  9oi,  957,  958) 


0^  ^  2    . 


970.  Fonction  rationnelle.  —  Soit  la  fonction  rationnelle 

(886) 

O  I  Z' 


h'\z 


Une  pareille  fonction  demeure  holomorphe  dans  toute  partie 
du  plan  des  axes  qui  ne  contient  aucun  de  ses  pôles  (9i7). 
Ces  pôles  répondent  aux  racines  ou  aux  zéros  de  son  déno- 
minateur. 

On  marquera  dans  le  plan  des  axes  les  points  a,  0,  c,  .  . ., 
qui  correspondent  à  ces  zéros,  c'est-à-dire  les  points  critiques 
(920)  pour  lesquels  la  fonction  devient  infinie. 

Si  a  est  celui  de  ces  points  qui  est  le  plus  rapproché  de 
l'origine,  la  fonction  rationnelle  sera  développable  par  la 
série  de  Maclaurin  (968)  dans  le  cercle  décrit  de  l'origine 
comme  centre,  avec  Oa  pour  rayon.  Sur  le  cercle  ou  au  delà, 
la  série  devient  divergente,  parce  que  la  fonction  est  infinie 
au  point  a  (965,  966). 

De  même,  si,  d'un  point  ^0  pris  dans  le  plan  des  axes,  on 
décrit  un  cercle  ayant  pour  rayon  la  distance  du  point  :;o  à 
celui  des  pôles  de  la  fonction  qui  en  est  le  plus  rapproché,  la 
fonction  rationnelle  sera  développable  dans  ce  cercle  suivant 
la  série  de  Taylor  (967),  c'est-à-dire  suivant  les  puissances 
croissantes  de  ;  —  ^o. 

971.  Fonction  (i  -;-  z)'",  lorsque  l'exposant  m  n'est  pas  en- 
tier. —  Dans  le  cas  des  quantités  réelles,  nous  avons  vu  (691) 
que  l'expression  (i  -^  ^)'"  n'est  alors  développable  par  la  for- 
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mule  de  Maclaurin  (684),  en  série  convergente  de  la  forme 

m  m  (in  —  i ") 

(  I  -1-  ,/•  \"t     -  I  -^ .r  H ^ ,c-  H-  .  .  . 

^  I  1.2 

m  (ni  —  \)(rn  —  ?,)...(  «i  —  n  ~  i) 
i  .'1.6.  .  .a 

que  lorsque  la  variable  x  est  moindre  que  l'unité  en  valeur 
absolue.  Il  en  résulte  que  le  développement  analogue  (968) 


(0 


I  1.2 


m  (m  —  I  )  [jn  —  i) .  .  .  (m  —  /?  -i-  i  ) 
I .2.3. . .« 


n'est  applicable  aux  quantités  imaginaires  que  lorsque  le 
module  de  la  variable  z  est  inférieur  à  l'unité  (891).  La  fonc- 
tion (i  -^  z)"^  n'est  donc  holomorphe  que  dans  un  cercle  dé- 
crit de  l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité. 
Il  faut  remarquer  que,  d'après  la  formule  de  Moivre  (8i6), 
la  fonction  (1  +  5)'",  quand  m  n'est  pas  entier,  admet,  pour 
chaque  valeur  de  z,  plusieurs  valeurs  distinctes,  tandis  que  la 
série  convergente  du  second  membre  de  la  relation  (i)  n'en  a 
qu'une  seule.  Ce  second  membre  tendant  vers  l'unité  quand  z 
se  rapproche  de  zéro  d'une  manière  continue,  la  série  cor- 
respondante représente  spécialement  celle  des  valeurs  de 
(i-i-^)'"  qui  jouit  de  la  même  propriété,  c'est-à-dire  qui  ré- 
pond (846,  847)  à  A  =0. 

972.  Fonction  l{i^z).  —  x  étant  une  quantité  réelle,  la 

série 

.        X        X-        x^        .r* 

^      '  I  2~^3  4'"' 

n'est  convergente  que  si  la  variable  x  est,  en  valeur  absolue, 
moindre  que  l'unité  ou  égale  à  l'unité  (696). 
Le  développement  analogue  (968) 

(i)  z(,_^^.=  f  _^  +  r!_^^_... 

^  1234 

n'est  donc  applicable  aux  quantités  imaginaires  que  lorsque 
le  module  de  la  variable  z  est  inférieur  ou  égal  à  l'unité 
(891).  La  fonction  /(n--)  n'est,  par  suite,  holomorphe  que 
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dans  et  sur  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  l'unité. 

La  difficulté  que  nous  venons  de  rencontrer  (971)  se  pré- 
sente encore  ici.  Nous  avons  reconnu,  en  effet  (909),  qu'une 
quantité  imaginaire  a  une  infinité  de  logarithmes  népériens 
imaginaires  formant  une  progression  arithmétique  de  raison 
2T.i,  tandis  que  la  série  convergente  indiquée  n'a  qu'une 
seule  limite. 

Nous  remarquerons,  à  ce  sujet,  que  le  second  memhre  de 
la  relation  (i)  tendant  vers  zéro  quand  z  se  rapproche  de 
zéro  d'une  manière  continue,  la  série  correspondante  doit  re- 
présenter spécialement  celle  des  valeurs  de  l{i  —  z)  qui  jouit 
de  la  même  propriété. 

Or,  en  désignant  par  p  le  module  de  i  —  c  et  par  y.  la  plus 
petite  valeur  de  son  argument,  on  a  (909) 

/((i  -^  z\^  =  lo  -^  (y.  -■-  2/<-)i, 

et  l'on  voit  que  la  condition  indiquée  ne  peut  être  remplie 
que  par  la  valeur  principale  du  logarithme,  qui  est  (910) 

Ip  -i-  y.i: 

car,  z  tendant  vers  zéro,  i  -i-  z  tend  vers  i,  dont  le  logarithme 
a  pour  valeur  principale  zéro.  Ainsi,  la  série  ohtenue  repré- 
sente la  valeur  principale  du  logarithme  cherché. 

973.  I.  Fonction  arclang^.  —  u-  étant  une  quantité  réelle, 
aictang.r  est  développable  en  une  série  convergente  de  la 
forme  (70i) 

.X        x'^        œ"        x' 
^  I         3         o         7 

à  la  condition  que  la  variable  x  soit,  en  valeur  absolue, 
moindre  que  l'unité  ou  égale  à  l'unité. 

A  une  valeur  donnée  de  x  répondent  d'ailleurs  une  infinité 
de  valeurs  de  la  fonction  arctangj?  (T/v'^o/i.,  43).  Mais,  parmi 
ces  valeurs  et  dans  l'intervalle  où  la  convergence  de  la  série 
existe,  une  seule  se  réduisant  à  zéro  quand  x  approche  de 
zéro  d'une  manière  continue,  c'est  celle-là  qu'il  faut  choisir 
comme  limite  de  la  série  ou  que  la  série  fait  connaître,  c'est- 

à-dire  la  valeur  de  arctanga:  comprise  entre  —  -  et  -f-  -• 
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Dans  le  cas  dos  quantilés  imaginaires,  on  voit  dabord  que 
Je  développement  analogue  (968) 

/     X  -:  -3  _3  _7 

(')  arc  tang^  =r  -  —  1- _(_  r :i  j_ 

I        3        .5         7    '  ■  ■  ■ 

n'est  applicable  que  lorsque  le  module  de  la  variable  :;  est  in- 
férieur ou  égal  à  l'unité  (891).  La  fonction  arctang^  n'est 
donc  holomorphe  que  dam  et  sur  le  cercle  décrit  de  l'ori-ine 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité. 

Mais  la  difficulté  qui  se  présente  déjà  dans  le  cas  des  quan- 
tités réelles  a  lieu  a  fortiori  dans  le  cas  des  quantités  imagi- 
naires. Comme  nous  l'avons  vu  (918,  111),  arctang.  est  sus- 
ceptible d'une  infinité  de  valeurs  renfermées  dans  la  formule 

arctang.==^/(('i±ii^j, 

et  la  série  convergente  qui  constitue  le  second  membre  de  la 
relation  (i)  n'a  qu'une  seule  limite. 

Or,  z  tendant  vers  zéro  d'une  manière  continue,  il  en  est 
de  même  de  la  série.  Il  faut,  par  suite,  qu'il  en  soit  aussi 
de  même  de  arctangc;  ce  qui  exige  (972)  que  l'on  choi- 
sisse pour  valeur  de  cette  quantité  celle  qui  correspond  à  la 
valeur  principale  de 

car  .-  tendant  vers  zéro,  ce  logarithme  tend  vers  celui  de  i 

Si  l'on  désigne  par  p  le^module  et  par  a  la  plus  petite  va- 
leur de  l'argument  de  ^^,  la  série  (i)  représentera  la  va- 
leur de  arctangG  qui  est  égale  à 

lo  -^  cti 


II.  Fonction  arcsinr.  -  x  étant  une  quantité  réelle, 
arcsin^-  est  développable  en  une  série  convergente  de  la 
forme  (798,  3M 

arc  ^xnx^x-^l  ^  -■_  h^.  f!  ^  llA  ^  ^ 

2    3     •    2.4   5     '    2.4.6   7     '  ■•  •' 

à  la  condition  que  la  variable  .r  ne  surpasse  pas  l'unité  en  va- 
leur absolue. 
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A  une  valeur  donnée  de  œ  répondent  d'ailleurs  une  infinité 
de  valeurs  de  la  fonction  ?ivc?>ma- {Trigon.,  43).  Mais,  parmi 
ces  valeurs  et  dans  l'intervalle  où  la  convergence  de  la  série 
existe,  une  seule  se  réduisant  à  zéro  quand  x  approche  de 
zéro  d'une  manière  continue,  c'est  cette  valeur  que  la  série 
fait  connaître,  c'est-à-dire  celle  de  arcsin^c  qui  est  comprise 

entre et  —  -  • 

Si  l'on  remplace  maintenant  x  parla  quantité  imaginaires, 

la  nouvelle  série 

I  3»        ,.3  ^5       1.3.5  ^ 
(2)       arcsin^rr^s-i--  -3-4--^-5  -t-^;^  ^  -T---- 

demeure  convergente,  tant  que  le  module  de  la  variable  z  ne 
surpasse  pas  l'unité  (891).  La  fonction  arc  sins  n'est  donc  holo- 
morphe  que  dans  et  sur  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité. 

Nous  avons  vu  d'ailleurs  (918,  II)  que  cette  fonction  est 
susceptible  d'une  infinité  de  valeurs  renfermées  dans  la  for- 
mule 

arc  sins  =  -.l{{iz±\i  —  ^0)  • 
i 

Comme  la  limite  de  la  série  (2)  tend  vers  zéro  lorsque  la  va- 
riable z  tend  elle-même  vers  zéro  d'une  manière  continue,  la 
série,  parmi  toutes  les  valeurs  données  par  la  formule  ci-des- 
sus, représente  spécialement  celle  qui  jouit  de  la  même  pro- 
priété.   

La  limite  de  la  quantité  iz-=zsj  i  — z'',  pour  z  —  o,  étant 
mi,  on  verra  facilement,  en  raisonnant  comme  dans  le  cas 
précédent  et  en  se  reportant  au  n°  911,  que  la  limite  de  la 
série  correspond  encore  à  la  valeur  principale  de 
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APPENDICE  AU  SIXIÈME  LIVRE. 

NOTIONS  SUR   LES   FONCTIONS  HYPERBOLIQUES. 


Des  fonctions  hyperboliques  générales. 
974.  On  a,  quel  que  soit  z  (900). 


(i)  e^  =  i^î^^ 


'         r-^-        1.2.3        1.2.3.4 

et,  par  suite,  en  changeant  z  en  --z, 

ï        1-2        1.2.3        1.2.3.4       ■■■■ 

En  retranchant  et  en  ajoutant  successivement,  membre  à  membre 
les  relations  (,)  et  (2),  puis  en  divisant  par  le  facteur  commun  2  les 
résultats  obtenus,  on  trouve 


Lorsque  :;  est  réel,  ces  deux  séries  sont  convergentes  pour  toute  va- 
leur finie  de  .  (397,  3°).  n  enrésulte  qu'elles  lèsent  encore,  lorsque  . 
représente  une  quantité  imaginaire  quelconque,  de  module  fini(8')J  , 
Les  senes  ou  les  résultats  (3)  et  (4)  sont  appelés  le  sùms  et  le  co.'i^un 
hyperboliques  de  z,  que  z  soit  une  quantité  réelle  ou  imaginaire 

On  représente  ces  deux  nouvelles  fonctions  par  les  notations  sinh- 
Goshc,  et  1  on  écrit 


e 


sinhs  =  — ~ — "-,         coshc  =  ^~ 
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Les  quatre  autres  fonctions  hyperboliques  générales  sont 

sinhz         e-  —  e"- 
tanghz    = 

coséch3  = 

séc  h  c      = 

C0th3  =   ; —    — 

lang  11  3       e=  —  e-^ 

973.  Nous  avons  trouvé  (903,  90i),  pour  les  deux  premières  fonc- 
tions circulaires  directes  générales,  les  formules  suivantes,  analogues 
aux  formules  (3)  et  (4)  du  numéro  précédent  : 


(5)    sinz  =: 


coshz 

gz  ^_  e-= 

I 

% 

smhs 

gz  .^  e-z 

I 

1 

coshc 

e^  -r-  e^^ 

I 

e~  -r-  e-^ 

On  en  déduit,  en  remplaçant  :;  par  zi^ 

C0S3i  =  • 

•js 

cosz./  =  coshs, 

COShs  =  C0S3«. 

On  a  donc,  en  même  temps  (974.\ 

sinzi         tangzï 


sinzi  =  — 

■il 

c'est-i 

i-dire 

974) 

sinsî  =  - 

sinh 
i 

ou 

sinhs  = 

i 

tang  vlz  —  -. 

l 

coséchs  =  ^—. 
sin2i 

=  jcoséczi 

=  secs/, 

C0S3f 

coths  —  . 

=  icQlzi. 

tangzj 


Si,  dans  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  pour  les  six  fonctions 
hyperboliques,  on  change  de  nouveau  z  en  s/,  il  vient,  en  renversant 
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lus  doux  membres, 

siiili  r/  ,     .  Vàns.hzi 

smc      =- — 7—f  coss       coshz/,         lan":;  —  — '-. > 

i  i 

cosécc -- «coséclîc/,        séc3   -  séchs/,        coU    =/cothsi. 

976.  Il  est  visible  que  les  fonctions  hyperboliques  et  les  fonctions 
circulaires  directes  générales  rentrent  au  fond  les  unes  dans  les  autres 
et  ne  sont  que  des  cas  particuliers  des  mêmes  séries;  la  tangente,  la 
cosécante,  la  sécante  et  la  cotangente  se  déduisant  d'ailleurs  du  sinus 
et  du  cosinus,  de  la  môme  manière  dans  les  deux  groupes  de  fonctions. 
Ainsi,  quand  on  remplace  z  par  zi,  la  série  (3)  du  n"  974  donne  la 
série  (5)  du  n°  975,  multipliée  par  /;  et,  réciproquement,  la  série  (5), 
divisée  par  /,  donne  la  série  ('3i.  Quant  aux  séries  (4)  et  (6),  elles 
})errautent  l'une  avec  l'autre. 

Pour  les  fonctions  hyperboliques,  comme  pour  les  fonctions  circu- 
laires directes,  le  cosinus  et  la  sécante  sont  des  fonctions  paires,  tandis 
que  le  sinus,  la  cosécante,  la  tangente  et  la  cotangente  sont  des  fonc- 
tions impaires  ('903). 

Malgré  les  analogies  que  nous  venons  de  signaler  plus  haut,  il  existe 
quelques  différences  entre  les  formules  fondamentales  applicables  aux 
deux  groupes  de  fonctions.  Nous  allons  donc  établir  rapidement  celles 
(|ui  se  rapportent  aux  fonctions  hyperboliques. 

977.  A  la  formule  y^Ql ) 

sin-:;i -T- cos'-ï/ =  1 
répond  (973;  la  formule 

sinh^z 

c'est-à-dire 

(  i)  cosii-s  -  sinh^G  ^  i. 

Si  l'on  divise  les  deux  membres  de  cette  relation  par  cosli-c.  on  a 
(974) 

I  —  tangh^:;  =  r-—  =  séclr-:;. 

cosh^s 

On  en  déduit 
(•2)  séch3=v'i  —  tangh-3, 

et  ensuite 

,., s                ,                    I  .   ,  tanche 

(o)  coshj  =  -  ,         smhr 


\/i — tangh^z  y/i — tangh^z 
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En  divisant  au  contraire  les  deux  membres  de  la  relation  (i)  par 
sinh-3,  on  trouve 

colh^s  —  I  =    ■  '.  ,     =  coséch^s, 

c'est-à-dire 

(_j)  coséchs  —  v/coth^s  —  I, 

et  ensuite 

i                                        coths 
,  V)  sinhr.  = ^         coshz^ 


^colti-îz  — T  vcoth^s  — I 

978.  Les  formules  fondamentales  cos(3i  — 3.2),  sin(2i  — 32»,  avec 
toutes  leurs  conséquences,  sont  applicables,  sauf  une  modification  de 
signe,  aux  fonctions  hyperboliques. 

Prenons,  en  effet,  les  formules  démontrées  au  n°  907, 

cosi  31  —  22;  -^  cos2i  coszo— sinsi  sins.. 
sin(zi  —  Z2')  =  sinzi  cosso  —  coss,  sins2) 

et  remplaçons  dans  ces  formules  z^  et  z,_  par  z^i  cl  z.i.  Il  viendra 

cosi,zi  — ^o)^  =  cos3iicos22«  —  sin^iisinso'- 
sin  {z^  —  Zi)i  =  sinsiicoszoi  —  cos3iJ  sin^o/. 

c'est-à-dire,  d'après  les  relations  du  n"  97o, 

(i)  cosb(zi  — Z21  ^  cosh3iCOsh32— sinh^isinhs,- 

(7,)  sinh(zi-h32'  =  sinh^icoshz,  — coshsi  sinh^.,. 

En  divisant  membre  à  membre  ces  deux  dernières  relations,  puis 
les  deux  termes  de  la  fraction  du  second  membre  par  le  produit 
cosh3i  cosh32,  on  aura 

tans  h  3]  —  tanghzo 
,3)  tangh(3i-f-32)-  i_^tangh3,'mïï^hi^' 

En  changeant  32  en  -  32  dans  les  trois  formules  qu'on  vient  d'ob 
tenir  et  en  tenant  compte  des  propriétés  des  fonctions  paires  et  im- 
paires (976,  903  ',  on  trouvera  enfin 

(4)  coshtzi    -32)  — cosh3,cosh32    -  sin  h3i  sinh32. 

(5)  sinh(3,  — 32)  =^sinh3i  coshz.  — cosh3,  sinh32. 

tanghzi  —  tangh32 

(6)  tangh(3, -  32 .  =  7:ri^nghï7t^ir32 * 

On  remarquera  que,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  les  fonctions 
circulaires  directes,  les  signes  se  correspondent  dans  les  deux  membres 
pour  le  cosinus  hyperbolique  d'une  somme  ou  d'une  diff'érence,  ainsi 
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qiraux  (Jeux  termes  do  la  tiinyentc  hyperbolique  d'une  somme  ou  d'une 
différence. 

979.  En  continuant,  on  établira  facilement  pour  les  fonctions  hyper- 
boliques des  formules  analogues  à  toutes  celles  usitées  en  Trigono- 
métrie. ^ 

Par  exemple,  en  faisant  z,^z,=  z  dans  les  formules  (i  i,  ( 2  )  ( 3  ) 
du  numéro  précédent,  on  a 

''')  cosh2z  =  cosh2s-r-sinli2c, 

^■^'^  sinhas  = -isinb^coshc, 

'3)  t.anaho--      2tangh3 

i~  tangh^z 
Comme  on  a  aussi  (977) 

cosh2-  —  sinh^j  =  i, 

la  relation  11)  ci-dessus  donne 

coshaz  =  I  —  2sinh2  3, 
d'où 


^■o  sinh,.  =  1  /l^^!illl::zi. 

V         2 

En  éliminant,  au  contraire,  sinh^-z,  on  obtient 

C0Sh23  =  2C0Sh2-_i, 


d'où 


(5)  cosh.^i      çoslv^^^^-_ 

Par  suite, 

y    coshas  — X 

En  remplaçant  22  par  z  ou  z  par  ^  dans  les  dernières  formules  ci- 
dessus  (4).  (5),  (6),  on  a  encore 

i\hi.)  sinhJ=t/^2^^Zï, 

'5/^^n  coshi^t  /cosh3+j 


{^  l'ii)  langh- 


2 


/cos  h  2  —  I 
y    coshs-f-i 


980.  On  peut  considérer  des  fonctions  hyperboliques  inverses  gêné- 
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raies,  comme  on  a  considéré  des  fonctions  circulaires  inverses  géné- 
rales (917  et  suiv.  i. 

1°  xVdoptons  la  notation 

Arg.  sinli;. 

que  nous  lirons  :  Argument  dont  le  sinus  lijpevholique  est  z,  et  posons 

u  —  Arg.  sinhz. 

Nous  entendons  par  là  que  le  sinus  hyperbolique  de  u  ou  la  limite  de  la 
série  correspondante  (97-4)  est  égale  à  :;.  Nous  aurons  donc 

gu e~'^ 

s'mhu  =  ■ =  2. 

2 

Il  en  résulte 

e-"  —  2ce"— i  =  o  ou  €"■=  z  ±:  \,/z^'r-i  , 

c'est-à-dire 

u  =  Arg.  sinhz  =  l  (^s  ±  ^z^-r-  i)). 

2°  En  posant 

u  =  Arg.  cosli:;, 

on  a  de  même  (971) 
Il  en  résulte 


gU  ^_  g—U 

cos  hu  =  '- =  Z . 


g2u  —  2  3e"-r-i  =  o,         e"  =  Z  zh  y/;'^  —  i, 
u  =  Arg.  coshz  =  l  {{z  rr  y/z^ —  jj). 

3°  En  posant 

u  —  Arg.  tanghz, 

on  a (97i) 

gU g—'* 

lanshu  =  =  z. 


[1  en  résulte 


L    ^.       ^l^l.-,    ■ 


4°  En  posant 


e-"  =  — — ^,  f<  =  Ars;.  tanghz  = 

I  —  z 


u  —  Arg.  coséchz 
on  a (974) 


2 

cosecw  =  =  z. 


Il  en  résulte  

id=  i/i-i-z2 


?2w o  /»w .  T,  — 


e"  = 


i/  =  Arg.  cosec hz  =  l\  \ j  j • 


|58  ALGÈBUE    SUPÉRIEURE. 

5"  En  posant 


//  -  Are.  sécii: 


on  a (974 


r»vjL  te  —         --                    £J  * 

Il  en  résulte 

—  32 

^•C                    -sv                ^    —    W,                 t'       ■ — 

? 

Il  —   Arc*    ^f(^    "•  —  /Il 

Vi 

/(   —  i\l^*  ocO.^  —       l   X 

/^ 

6°  En  posant  enfin 

//  =  Arg.  cet  h:;, 

on  a  (^974  i 

^,.,1.,.       e'^—e-"- 

col  li  w  —                    —  -O * 

gU g-U 

Il  en  résulte 

e2«  = ,          H  —  Arg.  cot  113  =  -  / 

z  —  I                            ■-                       ^      \ 

fz-^i' 

U  — [ 

On  voit  (909  et  suiv.)  que  les  fonctions  hyperboliques  inverses  gé- 
nérales, comme  les  fonctions  circulaires  inverses  générales  (917  et 
suiv.),  admettent,  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  une  infinité  de 
valeurs  distinctes. 

981.  Nous  indiquerons  un  peu  plus  loin  les  résultats  relatifs  à  la  dif- 
férentialion  des  fonctions  hyperboliques  générales,  directes  et  inverses. 


Des  fonctions  hyperboliques  réelles. 

982.  Quand  on  se  borne  aux  fonctions  hyperboliques  réelles,  aux- 
quelles toutes  les  relations  démontrées  précédemment  sont  applicables, 
il  est  facile  de  déterminer  le  champ  de  leurs  variations. 

En  considérant  alors  sinhx,  cosha:,  langh.r  yx  étant  une  quantité 
réelle),  il  suffit  de  faire  varier  .r  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  positif, 
puisque  (976  ),  lorsqu'on  change  le  signe  de  .r,  cosh.r  demeure  inva- 
riable, tandis  que  sinho:  et  tangh.r  ne  font  que  changer  de  signe  en 
gardant  la  même  valeur  absolue. 

On  a  d'abord  (974) 

.    ,           e-^—e-^        I  /            1 
suih.t'  = =  -  I  e^' 

Pour  X  =  o,  sinh.r  —  o\  x  croissant  jusqu'à  -t-  x,  e^  croît  et  tend  vers 

,,.  „  .    —  décroît  et  tend  vers  zéro;  sinhx  croît  donc,  comme  la  va- 
1  nifini,  e^ 

riable,  depuis  o  jusqu'à     -  y..  Eu  réalité,  d'après  ce  qu'on  vient  de  raj)- 
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peler,  les  limites  de  sinh.r  sont  (comme  celles  de  tang.t'i  —  x  et  -r-x. 
On  a  ensuite  (974) 

ces  h  .V  —  =  -    e-ï- . 

Pour  ^  =  o,  cosli  J7  =  I  ;  .r  croissant  jusqu'à  -h  x,  il  ea  est  de  même  de 
coshx,   dont  les  limites  sont  —  i   et  — x  (comme  celles  de  sécx. 

lorsque  x  croît  de  o  à  -  ]  • 
On  a  enfin  ('974) 


tans  h  X  — 


I 


I :r- 

g2X 


Pour  X  =  o.  tangh.r  =  o;  r  croissant  jusqu'à  -r- ^,  -^-  décroît  jus- 
qu'à o.  La  fonction  croît  donc  de  o  à  -  i.  En  réalité,  elle  a  pour  limites 
—  I  et  -r- 1  (comme  sin.r  et  cosx). 

Quant  aux  fonctions  inverses  des  précédentes,  coséchx  a  les  mêmes 
limites  que  sinh.r;  séch.r  varie  de  i  à  o  (comme  cos.r,  lorsque  .r 

varie  de  o  à  -;:  enfin,  coth^  varie  de  —  co  à  —  i  et  de  —  3c  à  — i 
(comme  sécx). 

983.  La  remarque  suivante  est  utile  dans  les  applications. 

On  a (403) 

e  ^r  2,718281828.... 

Il  en  résulte  que  e^,  égal  à  2o,o855...,  est  très  peu  supérieur  à  20. 
Par  suite,  pour  une  faible  valeur  de  x,  eu  égard  à  l'échelle  parcourue, 
pour  X  =  i8  par  exemple,  on  a,  par  excès, 

Il  i  -^   . 

e-^  =    —~   = = =  0,00000001  DD23, 

e**        (20)^        64000000 

quantité  moindre  que  2  cent-millionièmes. 

A  partir  de  cette  valeur  de  x,  on  a  donc  très  sensiblement,  en  négli- 
geant e-^  dans  les  expressions  du  n°  974, 

cosh.r  —  sinhjT  =  ~  e^        et        tan2h.r  =  i. 
2 

984.  Si  l'on  avait  à  sa  disposition  une  Table  des  valeurs  des  fonc- 
tions hv-perboliques  réelles,  on  pourrait  s'en  servir  pour  calculer  les 
valeurs  des  fonctions  circulaires  directes  lorsqu'elles  sont  imaginaires. 
Nous  avons  trouvé,  en  effet  (975  ■. 

cos3/  =  coshc        et        sins/ = /sinhz. 
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Or,  pour  z  --  .r-r-j/,  on  a  (907) 

cosz    ■  cos(^--jO  -  cosa;cosj  ,_  sinxsmji, 
sinz  -^  sin(xH-;>-ri  =  sinxcosjr/-.-  cosorsinj/, 

c'est-à-dire 

C0S3  =  cosa-  CCS  lu-  ^  f  smx  sinhy, 
sins  =sinj:coshj  — /cos^sinhj. 

98o.  Le  plus  simple,  pour  former  ces  Tables  des  fonctions  hvperbo- 
hques  réelles,  est  d'utiliser  comme  il  suit  les  Tables  des  fonctiôL  cir- 
culaires  directes  réelles. 

Soit  6  un  angle  compris  entre  -  90°  et  -  90»  et  ayant  le  même  signe 
"^"Pos'ons"         "■  ''  '^"'""  'PP'"'  ^^-'-Piàude  hjperbolUjue  de  . 

cosh.r  cos6  =  1. 

Cette  équation  de  condition  conduit  évidemment  (974,  977)  aux  rela- 

cosh.r  = —  sppft 

cos6  -seco. 


sinhj;  =  v/cosh2j;— ^  _    tangO. 
Lang6 
séc6 


to^-.k         tango 


^^^^■^^r^^^  -COSO, 

ces  II  X  ' 

COSéchx  = ^ —  —  pntfl 

sinha-  ^  ^"^^- 

En  remphiçant  .  par  x  dans  la  formule  (6  bcs)  du  n°  979,  on  a  aussi 
{Irigo/i.,  66) 


=  tang- 
ua 


tangh  -'  ^  i  /cosh^  -^         /séc6  - 1  /i-"^^ 

2       \     cosh.r  +  i       V  séc8-+-i  -\/'  7— ^sô 

Des  valeurs  (974) 

coshx  =  "l^IIl,  si,,,^  ^  ^--£- 

précïde^iiîef ''"'"''  ^  ^'''""''"'■'  ^^'  ^^^'  '"  ''"'"^  "'""P^"  ^''  '"''^''""^ 

e^-cosbor    -sinh^^  — „  _,f!!l!^.  liLr^inO  _  .  ^^ /tt 
cose       cose  cose      -iang(^-^ 


4  ^  2/ 
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en  résulte 


-Kî-!) 


oiî.  en  désignant  par  M  le  module  relatif  qui  permet  de  passer  des  lo- 
;:aritlimes  népériens  aux  logarithmes  vulgaires  (066),  et  qui  est  égal  à 
loge  ou  à  0,43429448 . . ., 

/-       0\ 
M.r  =  log  taniï  [  -  -. —    • 
■   \4       ■>■! 

Lorsque  x  est  assez  grand,  on  a.  d'après  la  remarque  du  n"  9.s;!. 

coshr  =  sin//.r  =  -  c-^ 
■>, 

mi 

log  cosh''  =  logsinh.r  —  loge'"  —  logs  =  M./-^  o  /ïoioSoo.  .  . . 

986.  Cela  pose,  voici  comment  V..  Hoiiel  a  composé  sa  Table  des  va- 
leurs des  fonctions  hyperboliques  réelles  (  '  ). 

Six  colonnes  renferment  les  valeurs  naturelles  de  sinO,  coséc6. 
fangO,  cotO,  séc6,  cosô  et,  par  suite  (OSo),  les  valeurs  naturelles  de 
1  mghjr,  colhj:,  sinh.r,  coséch.r,  cosh.r,  séchj:.  Deux  colonnes  adja_ 
'oates  contiennent  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  0.  Ces  der- 
nières sont  données  de  millième  en  millième  du  quadrant  ou  de  5'.  4 
.T.  5'.4. 

De  la  valeur  attribuée  à  f),  on  déduit  la  valeur  conjuguée  de  ./•  [)iir  la 
;nrmule  (985) 

logtaag(|^^) 
^= -^ ' 

puis,  à  l'aide  des  Tables  trigonométriques  naturelles  {voir  t.  H),  les 
nom.bres  à  écrire  dans  les  six  autres  colonnes.  Les  logarithmes  de  ces 
nombres  sont,  en  outre,  inscrits  dans  des  pages  placées  en  face  de 
celles  dont  nous  venons  d'expliquer  la  composition. 
La  Table  est,  comme  à  l'ordinaire,  a  double  entrée.  Puisque 

sin(9o"—  f)  »  =  cosO. 

la  valeur  de  tangh./-  qui  répond  à  90"—  f)  équivaut  à  la  valeur  deséch.r, 
qui  répond  à  6;  etc. 


(')  Recueil  de  formules  et  de    Tables   numériques,   uouveiie    ùdition, 
Gauthier-Villars,  i885. 

De  C.  —  Cours.  IV.  11 
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987.  Lorsque  la  variable  imaginaire  z  se  trouve  remplacée  par  la  va- 
riable réelle  jt,  les  fonctions  hyperboliques  inverses  (980)  ont  évidem- 
ment les  mômes  expressions  et  admettent  aussi  une  infinité  de  valeurs 
pour  chaque  valeur  de  la  variable. 

Si  l'on  ne  veut  conserver  que  les  valeurs  réelles  de  chacune  d'elles, 
on  devra  (980,  911)  adopter  les  formules  suivantes,  en  astreignant  dans 
chaque  cas  la  variable  .r  aux  limites  indiquées  : 

Arg  sinh.2-  —  /(.r  -\-  y/x"^--  1  ). 

Arg  cosh.r  =  zt  l\x  -t-  ■'J x'^ —  i  )  \x  >  1]' 

Arg  tangh.f  =  \^Y^  [•^'<  '  ], 

,  ,   .  ±  sj\  -h-  .r2 
Arg  cosech.r  —  I  ' 


Argséch.r  =  .-ir  n ^j  [o<.r<i]. 

Arg  coth,r  =  -  / I  .r2  >  i]. 

988.  Au  jioint  de  vue  de  la  différenlialion  des  fonctions  hyperbo- 
liques réelles,  on  a  immédiatement  (06S,  .^71 ,  57-i,  o7o) 

(I sin h X     =  d  -  (e^—  e-^ )  —  -  (e^^  e-^ )  dx  =  cos h x  dx, 

d  cosh.r    —(■/-(  6''-^  e~^)  =  -  (e^' —  c--^"  )  dx  =  sin  h  a'  dx. 

1  2 

,  ,  s  i  n  h  j:        cos  h  2  .r  (T?.r  —  sin  h^  x  dx  dx 

r/ tangh,r  —  d ; —  =  t-, =  r-—  • 

^  coshj;  cosn-.r  cosh''.*' 

On  a  de  même,  pour  les  autres  fonctions. 

I  COSU<^r/.î^ 

d  co^èç,\\x  =  d -^—, —      =  r—r^' — '-  =  —  coth.rcoséch.r  r/.r, 

smh.r  sinn-'a- 

,    ,   ,  ,1  —s'mhxdx  u       '   1       7 

d  sec  h  X  —  d  ■ ; —    =  T— =  —  lang  h  x  sec  h  x  dx, 

cosh.r  cosh-x 

dx 


I  cosh-.r  dx 

(^/colh.z-  =  .'/ 


tangh.r         lang  h -X  sinh2ar 

Ces  formules,  sauf  les  signes  des  diifércnlielles  du  cosinus  et  de  la 
sécante  hyperbolique&,  sont  identiques  à  celles  ([ui  concernent  les  fonc- 
tions circulaires  directes  (598  et  suiv.). 
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On  a  encore  (o87).  dans  des  conditions  analogues, 

, ,  .   ,  coshjcfZj:  ,       , 

a  l  sin  il  X    =   ■ — -. — j ■  =  cot  11  a:-  ax, 

smiix 

7  7        i  sinh^f/j: 

cosnx-  ^ 

dx 
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,  ,         ,  costi-.r  dx 

rt  /  tanglix  = 


tangiia-         sinh.rcoslix 
EnOn,  on  peut  remarquer  que  l'équation  tabulaire  (985) 

coshj:cos6  =  I 

donne  (370) 

sinlij:(/x  cos6  —  sin  6  d^  cosliu:  =  o. 

Il  en  résulte  (983) 

-rr  =  tangO  cotli.r  =  — -r  =  cosh.r        et        -r-  =  cos6. 
r/f)  "  cosO  dx 

989.  Les  formules  établies  au  n°  988  entraînent  immédiatement  (THBj 
la  connaissance  des  intégrales  indéfinies  correspondantes. 
On  a  ainsi,  successivement, 


/  QO?,\\x dx        =sinhx-^C, 
/  sinli.i-  dx        =  cosli.r  -r-  C, 


dx 
cosh^. 


=  tangho:  -+-  G, 


I     ■    ,  .,  = — COtlij:  — C, 

J   sinn-.r 


sinh.r  -un 

rni— dx       =  — secn.r--C, 

cosn2.r  ' 


f  coshx   ,  ,   .  ^ 

/     ■   .  „    dx  =  —  cosec  11  X  —  G. 

/  coth.rf7j"  =/ sin  h  a:  — G, 

/  tang!lixf/.r  = /cosli.r -- G, 

r d.i 

.1  sml 


iii.r  cosll.r 


/  tangli.r  -r-  G. 


9110.  En  considérant  maintenant  les  fondions  hyperboliques  inverses 
réelles  (987)  et  en  se  reportant  aux  nombreux  exemples  donnés  dans  la 
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première  partie,  on  a  facilement,  pour  leurs  différentielle:?, 

(f.r 


(lArgsinh.i      =  d  l{.r  ~t- yjx--^  i) 


v/.r*  --  I 


d  Arg  cos  h.r      =  ±  r/  /(.-c  -h  /r^  —i)—±  f  .r  ~>  1 1, 

\/.r2— 1 

,1  ,  I    -  -r.  dx  r     .   ^     I 

d  Arg  lang  li ./;    =  d-l •  = [.r-:  <  1 1, 


I  if"  t/  (  — -  x^ 

d  Arg  coséc  11  X  =  d  l  — '- ^-^— 


X  y/i  -r-  X- 


.        »i'"+-\/' ■''  dx  r         ^  ^      I 

f/Argsech.r      =z:zdl —z^  —  fo<.r<iJ, 

•^  x  ^  \ 

,  i  ,  .r  -+-  I  —  dx  dx  1,^1 

rfArgcolh.r      =  ^^^    ./T^i  "  :^?^^^  ""  7=^  ^      ^  '^* 

Un  ea  déduit  les  intégrales  indéfinies  correspondaute 
dx 


v/.r2_^I 

_rfr 
d.i 


X  ^  i-\-  x'^ 
dx 


—  Argsinh.r  -^  C, 

=  Arg  cos  h.r  -t-  C  [> 


=  Arg  coséc  h.r  —  C. 

=  Arg  séc  h  j: -!- C  [o<.r<;i|. 


X  \/  \  —  X 

dr. 
=  Arg  colh.r  -x-  G  [.r^  >  i  ]. 


/7 
^.. 

/    — - — -  =  Are  tanghr -i-C  [.r-    '  1 1 

J     1  — .r2  -        - 

/ 
/ 

Toutes  les  formules  ci-dessus  sont  analogues,  sauf  des  changements 
de  signes,  à  celles  qui  concernent  les  fonctions  circulaires  inverses  (609 
et  suiv.,  7()G  et  suiv.)- 

991.  D'après  les  détails  dans  lescjuels  nous  sommes  entré  au  point  de 
vue  de  la  différentiation  des  fonctions  simples  imaginaires  (933  et  suiv.), 
tous  les  résultats  précédents  sont  applicables  à  la  recherche  des  diffc^ 
rentielles  des  fonctions  hyperboliques  générales  (981).  directes  ou  in- 
verses (974,  980). 

Quant  aux  intégrales  correspondantes,  les  difficultés  qui  se  présentent 
lorsqu'il  s'agit  de  fonctions  imaginaires  ont  été  exposées  dans  le  der- 
nier Chapitre  du  VI°  Livre  (948  et  suiv.).  et  nous  n'y  reviendrons  pas 
ici. 
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Représentation  géométrique  des  fonctions  hyperboliques. 

992.  La  liaison  constatée  anal\  ti(iuenienl  (976  j  entre  les  fonctions 
circulaires  directes  générales  et  les  fonctions  hyperboliques  directes  gé- 
nérales est  susceptible,  lorsqu'on  passe  aux  fonctions  réelles  (98:2  et 
suiv.),  d'une  interprétation  géométrique  remarquable,  fondée  sur  la 
correspondance  qui  existe  entre  le  cercle  et  l'hyperbole  équilatère.  C'est 
ce  que  nous  allons  montrer  succinctement. 

Nous  rap]iellerons  d'abord  la  définition  géométrique  des  fonctions  cir- 
culaires. 

Considérons  (  fig-  'ô)  le  cercle  OA,  décrit  de  l'origine  comme  centre 


l'ig.  45. 
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avec  l'unité  pour  rayon.  Son  équation  sera  {Géom.,  iio) 

Pour  un  point  m  de  la  circonférence,  en  désignant  par  0  l'angle  AOw, 
on  a  (  Trigoii.,  8,  12  ) 

j  =  mp  =  sin6,         x  =  Op  =  cosO, 

d'où  la  relation  fondamentale  (  Trlgon..  34) 

cos-6  -t-  sin"-0  =  1. 

Si  l'on  prolonge  le  rayon  Om  jusqu'à  ses  rencontres  U  et  T  avec  les 
tangentes  en  B  et  en  A  à  la  circonférence,  et  si  l'on  mène  à  cette  cir- 
conférence la  tangente  en  m  qui  coupe  les  axes  coordonnés  en  s-  et 
en  c.  on  a  (  Trign/i.,  7) 

AT  :r=  ,m  =  tange,         BU  ^  mv  ^  col 6, 
OT  ::=  0.v=  sécO.  0U-=  Ov'=  cosécO. 


i66 
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993.  Cela  posé,  considérons  à  son  tour  [fi^.  4  >  )  ll.vperbolc  équila- 
1ère,  de  derm-axe  transverse  égal  à  l'unilc.  dont  la  branche  de  droite 
est  alors  tangente  en  A  à  la  circonférence  OA,  cl  qni  a  pour  équation 
(Gcom.,  438) 

.7-2  _  ,  2  ^   ,  _ 

Prenons  le  point  M  de  l'hyperbole  dont  l'ordonnée  MF  est  égale  à  AT  i-i 

Fig.  45. 
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dont  l'abscisse  est  OP.  Il  est  facile  de  voir  que  le  point  P  se  confond 
avec  le  point  .v.  En  effet,  puisque 

MP:=j'  =  AT=  tangO. 
l'équation  de  la  courbe  donne 

OP  =  a:  =  /r^T^  =  v/i-r-tang^'=.  séc6  =  Oy. 

Si  l'on  admet  maintenant  que  l'ordonnée  j-  de  l'hyperbole  représente 
esmus  hyperbolique  d'une  certaine  variable  /.  la  relation  fondamen- 
tale (97/) 

cosh-V  —  sinh-V  —  i. 
comparée  à  l'équation  de  la  courbe,  conduit  nécessairement  à 
OP  =  ,r=cosh/. 
Puisqu'on  a  à  la  fois,  dans  cette  hypothèse. 

sinh/  =  MP  =  tangO,        cosh/  =  OP-  sécO, 

toutes  les  autres  relations  établies  au  n"  98S  s'ensuivent  forcément 
Menons  la  tangente  à   l'hyperbole  au  point  M.  Sa  tangente  dincli- 
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liaison  sur  l'axe  des  x  ou  son  coefficient  angulaire  sera  (o3o),  d'après 
réquation  de  la  courbe,  d'où  l'on  déduit 

ixdx  —  -ly  df  ~  o, 

dy  _  -^  _  ^"^  —  ^^^^"^  —  _L 

—  =  langa  =  y  -  ^  -  Lai,g(i  -  giae  ' 

t 

Désignons,  pour  un  instant,  par  p  le  point  d'intersection  de  la  tan- 
gente en  M  avec  l'axe  des  x.  La  sous-tangente  PyV  aura  pour  valeur 

sin-O 
jcota=  tangf)smf)=  ^^^  • 

D'autre  part,  on  a,  dans  le  triangle  rectangle  OmP, 

nip         sin-  6 
'         Op        cos  0 

11  en  résulte  que  le  point yV  se  confond  avec  le  point  ]>,  cest-a-dirc 
que  la  tangente  en  M  à  l'hyperbole  passe  par  le  point  p.,  comme  la  tan- 
gente en  m  à  la  circonférence  passe  par  le  point  P. 

On  a.  sur  la  figure, 

sin  h/  langf)  _  ..    ,       _ 

*  cos  lu  seco 

coséch  /  =  — ^     =  — f  j7,  =  col  fJ      -  bU  =  mv. 
SHui/  tang« 

«éch?     =  — ^ —     =  —r-T    =cosO      =0p. 
"^^  cos  h/  séc<} 

Pot  11/     =  — i —  =  -7—r   =  cosécO  =  OU  =  Or. 
^°^"  langh/        smO 

On  peut  remarquer  que  l'on  a.  en  valeur  absolue. 

00  =  0/j  tan- a  =  ^  =  colO  =  coséch/  =  BU. 
'  smo 

On  retrouve  aussi,  par  le  triangle  rectangle  0/«P,  la  relation  tabu- 
laire (983)  ^ 

Om'  =OP.Op, 

c'est-à-dire 

cos  h;  cosf)  —  1. 

De  l'équation  de  condition  (974  ) 

sin  h  /  =  MP  =  tang  6  =  — - —  > 


*^^"^  M.r.KHHE    SUM'WillXRi;. 

OU  fJcduil  (l'.iilleurs 

'  - '  —  '2  lang  0.6-'  —  I  =  o 
ou 

c'i  =  langO  r=  v/iang2  6-:-i. 

/,  d'après  ce  qui  procède,  doil  être  léel  ol  de  même  signe  (lue  0.  Lc< 
nombres  positifs  ayant  seuls  un  logaritlime  réel  (911),  on  devra  en 
prenant  les  logarithmes  des  dcu.x  membres  de  la  valeur  précédente.'  rr-- 
jeler  le  signe  moins  du  radical  et  écrire 

t  =  H  tango  --  v/t^ig2f)-4  I  ). 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ce  résultat  revient  (983)  à 

.  =  /tang(j.^^. 

994.  On  voit  que,  pour  appliquer  les  relations  que  nous  venons  de 
démontrer  et  qui  permettent  de  conclure  immédiatement  des  fonctions 
circulaires  les  fonctions  hyperboliques  correspondantes,  il  n'est  pas  né- 
cessaire que  l'hyperbole  équilatère  soit  tracée. 

En  effet,  le  choix  du  point  m  sur  la  circonférence  entraine,  par  la 
détermination  du  point  T  et  du  point  v,  la  connaissance  du  point  M  de 
l'hyperbole  et  de  la  tangente  en  ce  point,  puis.ju'elle  doit  contenir  le 
point  p. 

Remarque  générale. 

993.  En  résumé,  l'emploi  des  fonctions  circulaires  ou  des  fonctions 
hyperboliques  générales  ou  particulières  revient  au  fond  absolument 
aujnême,  et  l'un  ne  doit  pas  présenter  plus  de  difficultés  (|ue  l'autre. 

Seulement,  dans  certaines  questions,  dans  certains  problèmes  d'Al- 
gèbre, de  Géométrie  ou  de  Mécanique,  ce  sont  tantôt  les  fonctions  hy- 
perboliques, tantôt  les  fonctions  circulaires,  qui  s'introduisent  natu- 
rellement. 

Il  y  a  lieu  alors  de  conserver  dans  la  solution  du  problème  qu'on  a  à 
traiter,  sans  transformations  et  sans  complications  inutiles,  les  fonc- 
tions qui  apparaissent  explicitement  dans  sa  mise  en  équations. 
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Définitions. 

î)96.  Nous  avons  tlélini  les  Jonctions  entières  d'une  seule 
variable  réelle  ou  imaginaire,  d'une  manière  générale,  dans 
le  Livre  précédent  (886),  et  nous  avons  vu  que  ces  fondions 
sont  finies  et  monolropes  (920,  Î)i7),  continues  et  mono- 
gènes (921,  933),  dans  toute  l'étendue  du  plan  des  axes  coor- 
donnés auxquels  la  variable  est  rapportée. 

Lorsqu'une  équation  renferme  seulement  des  fonctions  al- 
gébriques (886),  elle  est  dite  algébrique:  elle  est  transcen- 
dante dans  le  cas  contraire. 

Toute  équation  algébrique  à  une  seule  inconnue  ou  à  une 
seule  variable  peut,  après  la  disparition  des  dénominateurs, 
celle  des  radicaux  et  la  transposition  des  termes,  être  ra- 
menée à  la  forme 

Ao^;'"  +  A,  z"'-'  +  k^z"'-'-  +  ...+-  A„,_,  3  -f  A,„  =  G. 

Son  premier  membre  est  alors  une  fonction  entière  de  z. 
Ainsi,  toute  équation  algébrique  est  de  la  forme  9(5)  =  o, 
^{^)  étant  une  fonction  entière  de  c. 
;  est  la  variable  ou  {'inconnue;  m  est  un  nombre  entier. 
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degré  de  l'équation;  Ao,  A,,  Aj,  .-.,  A,„,  coejjicienls  dr 
l'équation,  représentent  des  quantités  réelles  ou  des  quan- 
tités imaginaires  de  la  forme  a -\-  bi,  supposées  connues. 

Quand  ces  coefficients  sont  des  nombres  donnés,  et  non  des 
symboles,  l'équation  devient  numérique. 

Il  y  a  lieu  de  distinguer,  au  point  de  vue  de  leur  résolu- 
tion, entre  les  équations  algébriques  proprement  dites  et  les 
équations  numériques. 

997.  La  résolution  d'une  équation  générale  de  degré  m 
consiste  à  trouver  les  expressions  qui,  composées  algébrique- 
ment avec  les  coefficients  de  cette  équation,  et  substituées  à 
l'inconnue,  rendent  identiques  les  deux  membres  de  ladite 
équation  :  ces  expressions  sont  les  valeurs  générales  des  ra- 
cines de  l'équation  de  degré  m.  On  les  connaît  pour  les  deux 
premiers  degrés.  Il  nous  restera  à  les  trouver  pour  le  troi- 
sième et  pour  le  quatrième  degré. 

Au  delà  du  quatrième  degré,  la  résolution  algébrique  des 
équations  générales  est  impossible. 

La  première  démonstration  rigoureuse  de  ce  fait  impor- 
tant est  due  à  Abel  (');  ultérieurement,  Waxtzel  (-)  en  a 
donné  une  démonstration  plus  simple. 

Quant  aux  équations  numériques,  leur  résolution  consiste 
à  trouver  directement ,  par  des  procédés  appropriés ,  les 
nombres-racines,  c'est-à-dire  les  nombres  qui,  substitués  à 
l'inconnue,  annulent  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée, lorsque  son  second  membre  est  égal  à  zéro.  Quel  que 
soit  le  degré  de  cette  équation,  la  marche  à  suivre,  d'après 
la  méthode  adoptée,  reste  toujours  la  même,  sauf  la  lon- 
gueur plus  grande  des  calculs  à  mesure  que  le  degré  devient 
plus  élevé. 

998.  Après  ces  définitions,  nous  allons  insister  sur  les  pro- 
priétés des  fonctions  entières ,  type  des  fonctions  bolo- 
morphes  (947),  pour  les  appliquer  ensuite  à  l'étude  des 
équations  algébriques.  Les  propriétés  de  ces  équations,  à 
leur  tour,  nous  en  feront  connaître  de  nouvelles  pour  les 
fonctions  entières. 


(')  Abel,  Œuvres  complètes,  nouvelle  édition  ;  Gaulhier-Yillars,  1881. 
(")  Wantzel,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XV,  Cahier  '25. 
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Propriétés  générales  des  fonctions  entières. 

999.  I.  Soit  9(^)  une  Jonction  entière  de  z.  Si  elle  s  annule 
pour  z  =:- o  {c'est-à-dire  si  elle  n'a  pas  de  ternie  constant),  il 
existe  une  (juantité  positive\,  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  z  dont  le  module  est  compris  entre  o  et  \,  le 
module  de  cp(-)  soit  inférieur  à  un  nombre  donné  quel- 
conque N. 

On  a,  par  hypothèse, 

9 ( c)  =  Ao z"'  +  A,  .v«-'  +  A,  s"'-2 4- . . .  +  A„,_,;. 

Soient  p  le  module  de  la  valeur  attribuée  à  c  et  a  le  plus 
grand  module  parmi  ceux  des  coefficients  Ao,  Aj,  Aj,  ...,  A,„_i. 
Le  module  d'une  somme  ne  pouvant  surpasser  la  somme  des 
modules  des  parties  (8i0)  elle  module  d'un  produit  étant  le 
produit  des  modules  des  facteurs  (821),  nous  aurons  alors 

mod  cp  (  r  )  <  «  ( p>"  --(-  p'"-'  -I-  p"'--2  --H  .  .  .  -f-  p  ) 
ou  (IV) 


mod  o{z)  <.a a, 

0  —  I 


c'est-; -:lire 


mod  o{z)  <,  a^ 


ni+X 


P 


On  ne  modifie  pas  celte  inégalité  en  changeant  les  signes 
des  deux  termes  de  la  fraction  du  second  membre;  et  l'on 
voit  que,  si  p  est  moindre  que  l'unité,  on  peut  poser  a  for- 
tiori 

mod  o(-)  <  — ^• 
i  -  p 

Le  module  de  9(:;)  sera  donc  alors  inférieur  au  nombre 
donné  N,  si  l'on  a 

N 
ou         p  < ^  J 


et  l'énoncé  sera  justifié  en  prenant 

N 
^  = X 


\~^^  al<;i;brk   sipr.iuErnK. 

Les  propositions  suivantes  sont  des  conséquences  iniinc- 
dinlcs  (lo  ce  premier  Ihéorènne. 

1000.  II.    -  Soit 

a>{z)  =  A,„_„G"  -h  A,„^„_,-"^'  -h.  .  .  +  V,  :.'"-'  ^-  Ao:;'" 

une  J'oncLioii  entière  de  z,  ordonnée  .suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  variable.  Si  l'on  pose 

cp(^)=rA,„_„c"(n-K), 

//  existe  une  quantité  positive  A,  telle  cjue,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  z  dont  le  module  est  compris  entre  o  et  À,  le  module 
de  K  soit  inférieur  à  un  nombre  donné  fjuelconque  N. 

En  efiet,  la  fonction  K  a  pour  valeur,  en  renversant  l'orthv^ 
des  termes, 

A  A  4 

iv—  V         -h-       -..  '••■+~I  -' 

^^m  —  n  -^in—n  ^^  ni  —  ii 

el  on  peut  lui  appliquer  immédiaiemont  le  théorème  précé- 
dent (999). 

11  esl  clair  que  la  proposition  subsiste  lorsqu'on  a  n  m  o. 

1001.  Si  la  fonction  entière  <o{z)  et  la  variable  z  devien- 
nent réelles,  la  proposition  précédente  demeure  applicable; 
et  l'on  voit  que  le  module  de  K,  c'est-à-dire  la  valeur  absolue 
de  celte  quantité  (820),  pouvant  être  rendu  moindre  que  i 
par  toutes  les  valeurs  de  la  variable  dont  le  module  ou  la 
valeur  absolue  est  inférieure  à  une  certaine  limite  facile  à 
déterminer  (999),  c'est  le  premier  terme  A,„_„^"  de  la  fonc- 
tion <p(s)  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  la 
variable  qui,  à  partir  de  cette  limite,  donne  constamment 
son  signe  à  la  fonction. 

1002.  m.  Soit 

9(r)  =  A„,^'«-+-  A,  ;'"-'  +  Aor"'-^-h . .  .4-  \,„_,  r  +  A„, 

une  fonction  entière  de  z,  ordonnée  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  la  variable.  Si  l'on  pose 

^{z)  =  \,z"'{\  -i-K), 

tl  existe  une  quantité  positive  1  telle  que.  pour  toutes  les  va- 
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leurs  de  z  dont  le  module  est  supérieur  à  À,  le  module  de  K 
soit  inférieur  à  un  nombre  donné  quelconque  N. 

En  effet,  la  fonction  K  a  pour  valeur,  en  renversant  l'ordre 
des  termes, 

A,„     I         A,„_,       I  A.    I     ,    Al  I 


K=: 


A        ^in  A  -/«  — 1  ■  ■  ■  A        ^i  A       - 


On  peut  prendre  pour  variable  (  7  )  et  appliquer  la  propo- 
sition ci-dessus  (1000),  de  sorte  que  le  module  de  K  sera  in- 
férieur à  \  pour  toutes  les  valeurs  de  (  -  )  dont  le  module 


sera  inférieur  à  un  certain  nombre  positif  (  ^  j  facile  à  déter- 
miner (999).  Par  suite,  le  module  de  K  sera  inférieur  à  N 
|)our  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  sera  supérieur 
à  À. 

1003.  Si  la  fonction  entière  9  {z)  et  la  variable  z  deviennent 
réelles,  la  proposition  précédente  demeure  applicable;  et  l'on 
voit  que  le  module  de  K  ou  la  valeur  absolue  de  cette  quan- 
tité pouvant  être  rendue  moindre  que  i  par  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  dont  le  module  ou  la  valeur  absolue  est  supé- 
rieure à  une  certaine  limite,  c'est  le  premier  terme  Ao^'"  de 
la  fonction  9(3)  ordonnée  suivant  les  puissances  flfec/oma/î/e.v 
de  la  variable,  qui,  à  partir  de  cette  limite,  donne  constam- 
ment son  signe  à  la  fonction. 

lOOi.  IV.  Soit  o{z)  une  fonction  entière  de  z.  Lorsque  le 
module  de  la  variable  devient  infini ,  il  en  est  de  même  de 
celui  de  la  fonction. 

Si  l'on  a 

o{z)  =  Ao ;'"  +  A,  ;'"-'  ^ .  . . -I-  A„,_i  ;  +  A„„ 
on  peut  poser,  comme  ci-dessus  (lOOS), 

D'après  ce  qui  précède  (990,  1002),  pour  une  valeur  assez 


1-4  m.gèbue  supérieure. 

grande  du  module  de  ::,  le  module  de  K  pcul  devenir  aussi 
petit  qu'on  voudra. 

Désignons  par  M,  p,  a^^  et  k  les  modules  de  9(-),  ^,  Ao  el  K. 
Le  module  du  premier  membre  de  l'égalité  précédente  ser;i 

M 

«Vp'"' 

Quant  an  module  du  second  membre,  il  sera  compris  (S'j-O) 
entre  i  -h  â'  et  i  —  /..  "Mais,  p  tendant  vers  l'infini,  k  tendra 
vers  zéro,  de  sorte  que  l'on  aura 

1 1  m =  I  : 


ce  qui  justifie  l'énoncé. 

1005.  Si  la  fonction  entière  et  la  variable  deviennent /eV/Zé?^, 
le  tbéorème  subsiste;  et  l'on  voit  que  les  valeurs  absolues  de  la 
variable  el  de  la  fonction  tendent  en  même  temps  vers  l'infini, 
le  premier  terme  Ao  :;'"  de  la  fonction  lui  imposant  toujours  son 
signe,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  la  variable  (1003). 

Il  en  résulte  qu'une  fonction  réelle  (/e^^e^j^/éf /?«//•,  ordonnée 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  a  le  même 
signe  que  le  coefficient  de  son  premier  terme  pour  des  va- 
leurs absolues  suffisamment  grandes  de  la  variable  réelle, 
puisque  toute  puissance yjr/f/e  d'un  nombre  réel  est  positive. 

Une  fonction  réelle  de  degré  impair,  ordonnée  de  la  même 
manière,  a  le  même  signe  que  le  coefficient  de  son  premier 
terme  ou  un  signe  contraire,  suivant  qu'on  substitue  à  la  va- 
riable réelle  une  valeur  positive  ou  négative  suffisamment 
grande  en  valeur  absolue,  puisque  toute  puissance  impaire 
d'un  nombre  réel  a  le  même  signe  que  ce  nombre. 

1006.  \.  Toute  fonction  entière  o{z)  de  la  variable  z  est 
une  fonction  continue. 

Nous  avons  déjà  énoncé  cette  propriété  évidente  (46'2,  828), 
en  nous  fondant  simplement  sur  la  nouvelle  forme  donnée  à 
la  définition  de  la  continuité  (921,  922).  Nous  croyons  devoir 
la  préciser  ici  comme  il  suit,  à  cause  de  son  importance  au 
point  de  vue  de  la  théorie  des  équations,  en  nous  appuyant 
sur  les  propositions  précédentes. 

On  sait  qu'une  fonction  ©(;;)  est  continue  dans  un  espace 
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déterminé,  lorsque  le  module  de  la  varialiou  ou  de  la  diffé- 
rence 

(i)  (?{z.+Az.)  —  cf>{z) 

devienl,  dans  le  même  espace,  infiniinenl  petit  en  même 
temps  que  le  module  de  A (5). 

Or,  si  o{z)  est  une  fonction  entière,  on  peut,  quel  que 
soit  z-,  développer  9(3  h- A^)  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  l'accroissement  A^,  absolument  de  la  même  manière 
que  lorsqu'il  s'agit  d'un  polynôme  réel  (32i,  967).  Il  est  clair 
alors  que  la  différence  (i)  s'annule  pour  A^:=o.  De  plus,  si 

n 

l'on  représente  son  premier  terme  par  A,„_„  Az  (  n  pouvant  être 
égal  à  zéro),  on  peut  écrire,  comme  au  n"  1000, 

o  (  ô  n-  A;  )  —  9  (  ;  )  =  A„,_„  A;   ( I  -H  K  ), 

le  module  de  K  devenant  aussi  petit  qu'on  veut  pour  une  va- 
leur assez  pelite  du  module  de  A:;.  Par  conséquent,  le  module 
du  premier  membre  de  l'égalité  posée  tend  vers  zéro  en  même 
temps  que  celui  de  A^  (840),  et  cela  dans  toute  l'étendue  du 
plan  des  axes. 

Cette  continuité  des  fonctions  entières  entraîne  immédiate- 
ment des  conséquences  remarquables. 

1007.  VI.  Soient  une  fonction  entière  o{z)  et  une  variable  z, 
toutes  deux  imaginaires.  On  sait  (828,  836)  qu'on  peut  leur 
donner  les  formes  correspondantes 

^  rz: /•  (cosa  4- <  sina)         et         0(3)  ^  P  H- O/. 

Cela  posé,  lorsque  le  module  et  l'argument  de  z  varient, 
ensemble  ou  isolément,  d'une  manière  continue  et  suivant  une 
loi  déterminée,  aucune  des  quantités  P  e^  Q  ne  peut  changer 
de  signe  sans  s'annuler. 

Admettons,  en  effet,  que  l'argument  a  varie  d'une  manière 
continue  de  aj  à  «2  et  que,  dans  cet  intervalle,  le  module  r 
demeure  constant  ou  varie  d'une  manière  continue  avec  a.  Si 
P  ou  Q  prend,  sans  s'annuler,  des  valeurs  de  signes  contraires 
pour  a=rcci  et  pour  a  =  a2,  P  ou  Q  est  une  fonction  disconti- 
nue dans  l'intervalle  considéré,  puisque  ses  valeurs  négatives 
et  ses  valeurs  positives,  ne  s'y  rejoignant  pas  par  leur  limite 
commune  zéro,  s'y  trouvent  séparées.  Il  en  serait  donc  de 
même  de  la  fonction  entière  9(3)  ;  ce  qui  est  impossible  (1006). 
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Celle  proposilion,  clans  le  cas  d'une  l'onclion  entière  et 
(l'une  variable  réelles,  revêt  la  forme  suivante. 

1008.  V^il.  La  fonction  entière  ©(s)  et  la  variable  z  étant 
réelles,  si  les  valeurs  z-i  et  Z2  >  z,  de  la  variable  conduisent  à 
des  résultats  z>{zi)  eto^z.^)  r/ui  soient  de  signes  contraires,  la 
fonction  o{z)  s'annule  nécessairement  pour  une  ou  plusieurs 

valeurs  de  z,  comprises  entre  z^  et  z^. 

La  dénionstralion  est  identique. 

Si  la  variable  g  varie  d'une  manière  continue  depuis  la 
valeur  z-=.Zi  jusqu'à  la  valeur  :;  =  :;,,  <p(c)  devra  varier  aussi 
d'une  manière  continue  (1006)  depuis  la  valeur  cp(2i)  jusqu'à 
la  valeur  (if{z^).  Comme  ces  deux  résultats  son!,  par  bypothèse, 
de  signes  contraires,  9(3)  passera  nécessairement  dans  l'inter- 
valle au  moins  une  fois  par  la  valeur  zéro,  limite  commune 
des  quantités  négatives  croissantes  et  des  quantités  positives 
décroissantes. 

Principe  fondamental  de  la  théorie  des  équations. 

1009.  Toute  équation  algébrique  (990)  a  une  racine  réelle 
ou  imaginaire  :  tel  est  le  principe  fondamental  de  la  tliéorie 
des  équations. 

On  lui  donne  souvent  le  nom  de  théorème  de  d'Alembert, 
parce  que  c'est  à  ce  profond  géomètre  que  la  première 
démonstration  en  est  due  (^). 

Lorsqu'on  se  borne  aux  fonctions  entières  réelles  et  aux 
valeurs  réelles  de  la  variable,  on  peut  facilement  en  prouve!' 
Texactitude,  sauf  dans  un  seul  cas. 

Les  résultats  qu'on  obtient  ainsi  sont  d'ailleurs  indispen- 
sables à  retenir  au  point  de  vue  des  applications.  Nous  com- 
mencerons donc  par  les  indiquer. 

1010.  Toute  équation  algébrique  à  coefficients  réels  et  cA 
degré  impair  a  au  moins  une  racine  réelle  de  signe  contrai  ri' 
à  son  dernier  terme. 

Soit  l'équation 

F  ( .r  )  -=  Ao X'"  +  A 1  .r '"- '  -4-  ...  H-  A„, _,./•-+-  A,„  =  0, 

(')  Reclierclies  sur  le  Calcul  intégral  [Mémoires  de  l 'Académie  de 
Berlin,  \']'\V>). 
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dont  les  coefficients  sont  des  nombres  réels  et  où  l'on  peut 
toujours  supposer  Ao  positif.  Admettons  qu'on  fasse  varier 
xde  —oc  à  -HCC. 

m  étant  impair,  une  très  grande  valeur  positive  substituée 
à  X  rend  le  premier  membre  de  l'équation  positif,  tandis 
(ju'une  valeur  négative,  très  grande  en  valeur  absolue,  sub- 
stituée à  X,  rend  ce  premier  membre  négatif  (  1005).  D'ailleurs, 
pour.r  =  o,  le   premier   membre   se   réduit   à   son   dernier 

terme  A,,,,. 

Si  A,„  esl positif,  le  premier  membre  de  l'équation  cbange 
donc  de  signe  pour  une  certaine  valeur  de  x  comprise  entre 
—  ce  et  o,  et  l'équation  a  au  moins  une  racine  négative  (1008).. 
Si  A,„  est  négatif,  le  premier  membre  de  l'équation  change  de 
signe  pour  une  certaine  valeur  de  x  comprise  entre  o  et  4-  c^, 
et  l'équation  a  au  moins  une  racine /?05mVe. 

Le  Tableau  ci-dessous  résume  ce  qu'on  vient  de  dire  : 

VALEURS  DONNÉES   A  X.  SIGNES   DE    F(^). 

—  ce 

o  même  signe  que  A,„(±). 

-7-  a:  ~^ 

L'équation 

/■'  —  4.r-4-5a.--h  -  —o 

a  au  moins  une  racine  négative. 

L'équation 

.r'  —  j.r^  ^  ix-  —  ox  —  9=0 

a  au  moins  une  racine  positive. 

1011.  Toute  équation  algébrique  à  coefficients  réels  et  de 
degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux 
racines  réelles,  l' une  positive,  l'autre  négative. 

D'après  l'observation  faite  au  n^  1005  et  sans  avoir  besoin 
de  recommencer  le  raisonnement  précédent,  il  suffit  de  for- 
mer le  tableau  ci-dessous  : 

VALEURS  DONNÉES   A  X.  SIGNES  DE    V  {x). 

—  OC  + 

O  même  signe  que  A,„(  — ). 

De  C.  -  Cours.  IV.  " 
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Le  premier  membre  de  l'équation  change  donc  de  signe, 
aussi  bien  lorsque  x  passe  de  —  oo  à  o,  que  lorsque  x  passe 
de  o  à  -H  oc,  c'est-à-dire  que  l'éqnalioii  admet  au  moins  une 
racine  négative  et  au  moins  une  racine  positivi'. 

L'équation 

x^  —  3  ^^  -h  X-  —  1 1 X  —  2^0 

a  au  moins  deux  racines  réelles,  l'une  positive  et  l'autre 
négativo. 

1012.  Il  y  a  doute  loiscjue.  l'équation  étant  de  degré  paii- . 
son  dernier  terme  est  positif. 

Dans  cette  hypothèse,  en  eflet,  on  ne  peut  affirmer  aucun 
changement  de  signe  du  premier  membre  de  l'équation, 
lorsque  x  parcourt  toute  l'échelle  des  grandeurs  réelles, 
de  —  00  à  +  00  en  traversant  zéro. 

Nous  laisserons  donc  de  côté  ce  cas  particulier,  auquel  il 
faut  joindre  le  cas  général  des  équations  à  coefficients  imagi- 
naires, et  nous  passerons  immédiatement  à  la  démonstration 
du  principe  fondamental  que  nous  avons  énoncé  (1009)  et  sur 
l'importance  duquel  il  est  inutile  d'insister. 

Parmi  les  démonstrations  proposées,  nous  choisirons  celle 
adoptée  par  J.-A.  Serret  ('),  d'après  Cauchy  {Aneiens  exercices 
de  Mathématiques),  et  qu'il  a  notablement  simplifiée.  Malgré 
les  remarquables  travaux  publiés  avant  ou  après  Cauchy,  sur 
la  même  question,  cette  démonstration,  entièrement  analy- 
tique, nous  paraît  encore  la  plus  directe  et  la  plus  simple. 

Nous  établirons  d'abord  le  lemme  suivanl  : 

1013.  Lemme.  —  Soit  une  fonction  entière  quelconque  de 
degré  m,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires. 

o{z)  =  Ao z'"  +  Al  G'"-'  +  . .  .  +  A„,_,  ;  -,-  A„, . 

Si  le  module  de  <^{z)  n'est  pas  égal  à  zéro  pour  une  certaine 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable,  z  ^=^  Zq,  on  peut 
déterminer  une  quantité  h,  réelle  ou  imaginaire,  telle  que  le 
module  de  o{zq~\-  h)  soit  inférieur  à  celui  de  o{zq). 


(')  J.-A.  .Skrret,    Cours   d'Algèbre  supérieure ,  .i"  édition:    Gaulhicr- 
Villars  i3G6. 
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Nous  avons  le  droit  de  développer  ©(^^o-r-  k)  par  la  série  de 
Taylor  (967).  Nous  aurons  ainsi 

r^{z,  4-  //)  =  9(,-o)  +  ?'(--o)^'  +  '^"^'-'^rr^  ^  ■  •  • 

h'" 


\ .  \i .  o . . .  lit 

Par  hypothèse,  le  module  de  9(^0)  n'est  pas  nul.  Le  premier 
terme  du  développement  existe  donc.  Les  coefficients  de 
quelques  puissances  de  h  peuvent  s'annuler  et  les  termes coi- 
respondants  disparaître;  mais  le  dernier  terme  du  dévelop- 
pement subsiste  comme  le  premier.  Son  coefficient  est,  en 
effet,  égal,  comme  on  le  sait  (935,  325),  au  coefficient  Aq  du 
premier  terme  de  9(3). 

Cela  posé,  représentons,  pour  plus  de  rapidité,  les  différents 
(oefficienls  du  développement  par 

7      7      7  7 

Si  nous  désignons  par  Z„  le  premier  de  ces  coefficients  qui, 
après  Zo  =  9(5o),  soit  différent  de  zéro,  nous  aurons 

9(  =0  H-  /«)  =  Zo  ^ ZJi"  -r-  Z„+,  /i"-^'  ^  . . .  -t-  Z,„A"' 
uu 

( ,  )     'tlif:^^  ^  X  -^  1^  A«  -^  %:!  A—  -r-  .  .  .  +  1^  A"'. 
9(-o)  Zo  Zo  Z„ 

On  peut  poser  alors  (823,  836) 

2 

A  =  /•  (  cos  a  4-  <■  sin  a  ) ,  7^  =  ?/j  ( cos  W/,  +  /  sin  u^,,  ) , 

et  l'égalité  (i)  deviendra  (8il,  8W  ) 

9  (  3o  -h  /i) 

(  2)    ' -, — T —  =  1  -hp„/-"[cos(rta-r- w„)  +«sin(/?a4-w„)] 

?l-o) 


+  p,„ /•'"  [cos (in y. H- Gj„, j  +  <sin (/« y.  4- oj„,)]. 
Si  l'on  détermine  alors  l'argument  y.  par  la  condition 

ny.  -\-  (,)„  =  77, 
la  parenthèse  qui  multiplie  p„/"  se  réduira  à  —  i,  et  l'éga- 


I  <^<>  \].»;i:Br.i-;    si  i'ciiikurk. 

liié  (2)  prendra  la  l'orme 

i-h 
-+-  pm  f'"'  [  cos  {01  Cf.  -j-  ',),!, }  -I-  <■  sin  (  m  a  -f-  oj„,  )]. 

Soient  maintenant  K  et  1{„  les  modules  respectifs  de 
rû{Z(,-hh)  et  de  cp(5f,).  Le  module  du  premier  membre  de 
l'égalité  (3)  est  (842) 

_H 

Le  module  du  second  membre  est,  comme  on  le  sait  (840), 
au  plus  égal  à  la  somme  des  modules  des  parties  qui  le  com- 
posent. 

(Considérons  d'abord  le  premier  terme  i  —  p,t/'"-  Si  ce  pre- 
mier terme  est  un  nombre  positif,  il  se  confondra  avec  son 
module  (820).  Il  suffit  pour  cela  qu'on  donne  à  /•  une  valeur 

inférieure  à  ,77=^-  Celte  condition  étant  supposée  remplie,  on 

VP« 


aura  donc 

«0 

c'esl-à-dire 

R  . 

j               P«-HI    ^.              P"+> 
P"                             P" 

P^  r> 


Lorsqu'on  fait  tendre  h  ou  /■  vers  zéro,  la  parenthèse  du 
second  membre  de  cette  relation  tend  vers  j,  et  elle  reste 
positive  (1000)  pour  toutes  les  valeurs  de  /■  comprises  enlreo 
et  une  certaine  limite  positive  X  facile  à  déterminer  (999). 
Par   conséquent,   pour  toutes   les  valeurs  de   r  comprises 

entre  o  et  la  plus  petite  des  deux  quantités  >.  et  ^rF=^  on  a 

VPn 

nécessairement 


ï^  <  I         ou         H<Ro; 


ce  qui  justifie  l'énoncé. 

1014.    Principe  fondamental    :    y'oule   équation    algébrique 
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o{z)  =  o,à  coefficients  réels  ou  imaginaires  et  de  degré  quel- 
ronqite  m,  admet  une  racine  réelle  ou  imaginaire. 

En  effet,  faisons  prendre  à  la  variable  z  toutes  les  valeurs 
possibles, 'réelles  ou  imaginaires.  Le  module  de  9(-),  nombre 
positif,  ne  pourra  pas  diminuer  constamment  et  atteindra  un 
certain  minimum.  Ce  minimum  ne  peut  pas  répondre  à  une 
valeur  infinie  de  z  ou  de  son  module,  puisque  le  module  de 
'^{z)  devient  en  même  temps  infini  (  lOOi);  il  répond  donc  à 
une  valeur  finie  du  module  de  c 

Il  en  résulte  que  le  minimum  atteint  par  le  module  de 
9(2),  lorsque  s  prend  toutes  les  valeurs  possibles,  est  néces- 
sairement zéro;  car,  si  l'on  supposait  que  ce  minimum  eût 
une  valeur  finie  Ro,  non  nulle,  et  répondant  à  ;  =  So,  on 
pourrait,  d'après  le  lemme  qu'on  vient  d'établir  (1013),  dé- 
terminer une  quantité  additionnelle  h  pour  laquelle  on  aurait 

mod  -^i  ;.,  —  l>^  <  R  ■• 

quelque  petit  que  fût  Ko- 

Il  est,  par  suite,  prouvé  qu'il  existe  toujours  une  valeur 
finie  de  z,  telle  que  l'on  ait,  pour  cette  valeur,  mod  o{z)  ou 
9(3)  =0,  c'est-à-dire  il  est  prouvé  que  toute  équation  algé- 
brique a  une  racine. 

1015.  Il  faut  bien  comprendre  de  ([uelle  manière  une  racine 
imaginaire  de  la  forme  a -~- hi  peut  satisfaire  à  l'équation 
o(;  )  =  0. 

'  Comme  on  Ta  vu  (828),  la  substitution  Aq  a  -  bi  a  la  place 
de  3  dans  le  premier  membre  de  l'équation  conduit  à  un  ré- 
sultat de  même  forme  P  +  Q^'.  Si  a  -i-  bi  est  racine,  on  a 

c'est-à-dire  (820)  que  les  valeurs  de  a  et  de  h  =atistoiit  nn\ 
deux  conditions  P  =  o  et  Q  =^  o. 


Points  racines. 

iOlC.  Ce  que  nous  venons  de  remarquer  (1015)  conduii 
naturellement  au  procédé  géométrique  qu'on  peut  suivre  pour 
trouver  <rrapliiquement  les  racines  de  l'équation  o{z)  _  o. 

Ramenons  la  variable   z   à  la  forme   imaginaire  et  rem- 
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plaçons-la  par  le  Ijiiiùnie  a? -f-  y/,  où  -p  el  y  soiil  des  quanlilés 
i-relles.  Nous  aurons  alors 

'j{z)  -'^{.F-^  ri)  =•].(,/,•,_}■)  -h  </.(.r,  y). 

L(?  module  de  9(3),  égal  à 


s'annule  toutes  les  fois  que  z-  atteint  une  racine  de  l'équa- 
lion  9(s)^o,  ou  toutes  les  fois  qu'on  a  simultanément 

(1)  •^(^,j)  =  o,  y{jr,y)  =  o. 

11  en  résulte  que,  si  c  =  « -f- /^<  est  racine,  et  seulement 
dans  ce  cas,  a  el  b  représentent,  pour  le  système  des  deux 
équations  (i),  une  solution  comniune. 

On  peut  alors,  en  prenant  des  axes  coordonnés  rectangu- 
laires, construire  par  rapport  à  ces  axes,  comme  nous  l'avons 
déjà  indiqué  souvent  (535),  les  deux  courbes  réelles,  lieux 
des  équations  (i);  el  leurs  points  d'intersection  réels  auront 
précisément  pour  coordonnées  les  groupes  de  solutions  com- 
munes {a,  b)  répondant  à  toutes  les  racines  de  l'équation 
2,(5)  ^  G.  Ces  points  d'intersection  sont  les  points  racines. 

Pour  les  racines  imaginaires  complexes,  les  deux  courbes 
auxiliaires  se  couperont  en  dehors  des  axes;  pour  les  racines 
imaginaires  simples  (803),  elles  se  couperont  sur  l'axe  des  y 
(869);  pour  les  racines  réelles,  elles  se  couperont  sur  l'axe 
des  :r. 
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CHAPITRE  II. 

CONSÉQUENCES  DU  PRINCIPE   FOND.OIENTAL.  -  COMPOSITION 
DES  ÉQUATIONS. 


Facteurs  linéaires  d'une  fonction  entière,  nombre  des  racines 
d'une  équation. 

1017.  I.  Toute  équation  algébrique  de  degré  m,  à  coejji- 
cients  réels  ou  imaginaires,  admet  exactement  m  racines 
réelles  ou  imaginaires. 

Nous  avons  vu  (13)  que,  lorsqu'une  fonction  entière  9(3) 
s'annule  quand  on  substitue  une  certaine  quantité  «  à  la  place 
de  z,  celle  fonction  entière  est  exactement  divisible  par  le 
binôme  z-a.  Cette  propriété  est  vraie,  qu'il  s'agisse  de 
fonctions  entières  et  de  quantités  réelles  ou  imaginaires, 
comme  on  peut  s'en  assurer  en  reprenant  identiquement  le 
raisonnement  indiqué  au  n"  13. 

Cela  posé,  considérons  l'équation  algébrique  quelconque 

de  degré  ;n 

o{z)  =  o, 

le  premier  membre,  ordonné  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  la  variable,  ayant  pour  premier  terme  AqZ'". 

L'équation  proposée  a  une  racine  réelle  ou  imaginaire 
(lOli).  Désignons-la  par  a.  On  aura  o{a)  =  o  et  o{z)  sera 
exactement  divisible  par  z  —  a.  Le  premier  terme  du  quo- 
tient sera  k^z."'-K  Représentons  le  quotient  par  o^iz).  Nous 

aurons 

o{z)^{z  —  a)o^{z). 

Si  l'on  forme  l'équation  o,{z)—0,  elle  aura  une  racine 
(pielconque  b.  On  aura  Oi(6)=o,  et  c?,(s)  sera  exactement 
divisible   par   z  —  b.    Le   premier    terme   du    quotient  sera 
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Ao3'"~-.  Représenlons  ce  (luoliciil  par  o,{z).  Nous  aurons 
c?,iz)  =  {z-h)^,{z). 

Le  degré  par  rapport  à  z  des  quotients  successifs  allant 
toujours  en  diminuant  d'une  unité,  on  parviendra,  en  répé- 
tant la  même  opération  un  nombre  suffisant  de  fois,  à  un 
quotient  du  premier  degré  9,„_,(s),  dont  le  premier  terme 
sera  Kqz  et  qui,  égalé  à  zéro,  aura  une  racine  et  une  seule 
{Alg.  élém.,  217).  Si  on  la  désigne  par  l,  cp,„_,(3)  sera  exacte- 
ment divisible  par  c  —  /,  et  le  quotient  se  réduira  évidem- 
ment à  Ao. 

La  série  des  opérations  ainsi  effectuées  est  résumée  parles 
égalités  suivantes,  où  les  m  quantités  a,  b,  r,  .  .  .,  l  repré- 
sentent respectivement  une  racine  de  cbacunc  des  m  équ;i- 
tions  successivement  considérées  : 

?  (-)  =  (-— «)?i(-). 

<0,{z):=.{z-b)o,{z), 

(ù.{z)  =  {z~c)o^{z). 


{z)  =  {z-l)\,. 


Si  l'on  multiplie  ces  m  égalités  membre  à  membre  et  si 
l'on  simplifie  le  résultat,  il  vient  identiquement 

(0  9(.-)  =  \o{z  -.a){z-b){z-c)...  {z  -  /). 

Les  racines  de  l'équation  o{z)=zo  se  confondent  avec  les 
valeurs  de  z  qui  annulent  le  second  membre  de  l'identité  (i). 
Or,  pour  qu'un  produit  de  facteurs  réels  ou  imaginaires  soit 
nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  des  facteurs  le  soit  (822).  Les 
seules  valeurs  de  z  qui  soient  racines  de  l'équation  9(.;)^o 
sont  donc  précisément  les  m  quantités  a,  b,  a,  ...,  l;  car 
toute  autre  quantité  mise  à  la  place  de  z,  n'annulant  aucun 
des  facteurs  du  second  membre  de  l'identité  (r),  ne  peut  an- 
nuler le  premier  membre. 

Il  est,  par  suite,  démontré  que  le  nombre  des  racines  d'une 
équation  algébrique  quelconque  est  exactement  égal  à  son 
degré. 

Les  facteurs  binômes  z  —  a,  z  —  b,  z  —  c,  .  . .,  z  —  /  sont 
]cs  facteurs  linéaires,  ou  les  diviseurs  du  premier  degré,  ou 
simplement  \e?,  fadeurs  premiers  de  9(^). 
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La  démonstration  précédente  conduit  à  plusieurs  remar- 
ques importantes. 

1018.  II.  Toute  fonction  entière  du  m'"""  degré,  telle  que 
nous  l'avons  ûéïxnxe, peut  être  décomposée  en  un  produit  de  ni 
facteurs  du  premier  degré,  multiplié  par  le  coefficient  Aq  de 
son  premier  terme.  Il  suffit  de  calculer  les  racines  de  l'équa- 
tion correspondante  (|>(s)=:o. 

Réciproquement,  on  peut  former  immédiatement  le  pre- 
mier membre  d'une  pareille  équation,  lorsque  ses  racines 
sont  données  a  priori.  Le  coefficient  Aq  reste  seul  arbitraire. 

Il  en  résulte  que  les  premiers  membres  de  deux  équations 
algébriques  qui  ont  les  mêmes  racines  ne  pement  différer  que 
par  un  facteur  constant,  puisque  tous  leurs  facteurs  linéaires 
sont  identiques  et  que  le  coefficient  de  leur  premier  terme 
demeure  seul  indéterminé. 

1019.  Rien  n'exige  dans  ce  qui  précède  (1017)  que  les  ra- 
cines a,  b,  c,  . .  .,  l  soient  différentes,  et  il  peut  arriver,  en 
effet,  que  quelques-unes  soient  égales  entre  elles.  On  dit 
alors  que  l'équation  (s,{z)  —  o  a  des  racines  multiples  ou  des 
racines  égales. 

Si  les  racines  a  et  b,  par  exemple,  sont  égales,  le  second 
membre  de  l'identité  (i)  [1017]  contient  le  facteur  (s  —  a)^ 
et  a  est  une  racine  double. 

Si  les  racines  a,  b,  c  sont  égales,  a  est  une  racine  triple, 
correspondant  au  facteur  {z  —  ay. 

Si  l'équation  admet  n  racines  égales  à  a,  le  second  membre 
de  l'identité  (i)  renferme  le  facteur  {z  —  a)",  et  a  est  une 
racine  multiple  d'ordre  n. 

Une  racine  qui  ne  se  reproduit  pas  est  une  racine  simple 
ou  du  premier  ordre. 

Quand  on  dit  qu'une  équation  algébrique  de  degré  m  a 
m  racines,  on  entend  que  chaque  racine  multiple  doit  être 
comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre  de 
multiplicité. 

1020.  Une  objection  peut  se  présenter  à  l'esprit.  La  décom- 
position du  premier  membre  de  l'équation  o(-)  =  o  en  fac- 
teurs linéaires  dépend-elle  de  la  première  racine  a  mise  en 
évidence? En  d'autres  termes,  si  l'on  commençait  par  diviser 
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9(^)  par  le  l)inoine  :;  —  c  au  lieu  d'cmployei'  d'aijord  W.  (li\i- 
seur  z  —  «,  obtiendrait-on  une  décomposition  différente  de  l;i 
première?  Ou  bien,  plus  généralement,  si  l'on  employait  toui 
autre  mode  de  décomposition,  parviendrait-on  toujours  an 
même  résultat? 

II  nous  semble  donc  utile  de  démontrer  la  proposition  sui- 
vante, qui  assimile  complètement  aux  nombres  premiers  de 
l'Aritlimétique  les  facteurs  linéaires  d'une  fonction  entière  et 
qui  justifie  la  dénomination  de  facleurs  premiers  donnée  à 
ces  facteurs  linéaires,  d'ailleurs  divisibles  seulement  par  eux- 
mêmes  et  par  l'unité. 

1021.  111.  Une  fonction  entière  ne  peut  être  décomposée 
que  d'une  seule  manière  en  facteurs  premiers. 

Admettons  que  l'on  ait  obtenu  pour  la  fonction  <p(s)  deux 
systèmes  de  facteurs  premiers  et  qu'on  ait  à  la  fois,  quel  que 
soit  z, 

o{z)  =  P^o{--  —  a){z~-  h){z-^c)...(z~  l), 

o{z)  =  A',{z-a')  {z  -  h')  (z  -  c').  ..(Z-  V). 

Si  l'on  donne  à  s  la  valeur  particulière  a,  la  première  expres- 
sion de  9(5)  s'annule,  puisqu'elle  contient  le  facteur  z  —  a. 

II  faut  donc  qu'il  en  soit  de  même  de  la  seconde  expression, 
égale  à  la  première  pour  les  mêmes  valeurs  de  z;  ce  qui  exige 
f|ue  l'un  de  ses  facteurs,  z  —  a'  par  exemple,  s'annule.  Ce  fac- 
teur sera  donc  lui  même  égal  à  x;  —  a.  Ainsi,  les  facteurs  pre- 
miers sont  les  mêmes  dans  ies  deux  expressions.  Et,  comme 
on  peut  supprimer  successivement  de  part  et  d'autre  ceux 
dont  on  a  reconnu  l'égalité  et  renouveler  le  même  raisonne- 
ment sur  les  produits  restants,  il  en  résulte  que  les  facteurs 
qui  se  répètent  présentent  dans  les  deux  expressions  le  même 
ordre  de  multiplicité(1019).  Enfin,  les  deux  expressions,  ainsi 
composées  des  mêmes  facteurs  premiers  affectés  des  mêmes 
exposants,  devant  être  égales  pour  une  même  valeur  quel- 
conque de  z,  il  faut  qu'on  ait  aussi  Aq  =  A'^. 

11  résulte  de  là  que,  si  l'on  peut  décomposer  le  premier 
membre  d'une  équation  cp(::)i=o  en  deux  facteurs  entiers  Z 
et  Z,,  les  racines  de  l'équalion  proposée  seront  l'ensemble  des 
racines  des  deux  é(|uations  plus  simples  Z  =r  o,  Zj  r=  o. 

1022.  IV.   Lorsqu'une  fonction  entière  quelconque  (^{z)^  de 
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'egrë  m,  .•i'an/iulc  pour  plus  de  m  valeurs  de  la  variable,  tous 
es  coefficients  sont  identiquement  nuls  (16,  17). 

En  etTel,  l'équation  o(s)  z=  o  étant  du  degré  ni  n'a  que  ni  ra- 
ines (1017)  et  ne  peut  être  satisfaite  que  par  m  valeurs  de  la 
ariable,  sauf  le  casofi,  le  coefficient  Aq  de  son  premier  terme 
tant  nul,  elle  est  nulle  quel  que  soit  ;.  Ce  coefficient,  d'après 
'hypothèse  indiquée,  est  donc  nul.  L'équation  '^{z)-=io  s'a- 
laisse  alors  au  degré  m  —  i,  et  le  même  raisonnement  prouve 
|ue  le  coefficient  Ai  du  second  terme  de  o{~)  est  aussi  nul. 
■A  ainsi  de  suite. 

1023.  V.  Lorsque  deux  fonctions  entières  quelconques  ou 
leujc  polynômes  en  z  de  degré  m  sont  égaux  pour  plus  de 
n  valeurs  de  la  variable,  ils  sont  identiques  (18). 

Cette  proposition  résulte  immédiatement  de  la  prôcédenle. 
En  effet,  soient 

A„;"'- A,  c'«-' -...-- A,„, 

es  doux  polji  nomes  proposés.  L'expression  de  leur  égalité  con- 
luil,  en  transposant  tous  les  termes  dans  un  même  membre, 
I  l'équation 

(  Ao-  B,,):;'"  ^  (A,  -  B,)z'"-'  A-...-  (A„,  -  B,,)  =  o, 

|ui  est  de  degré  m  et  satisfaite,  par  hypothèse,  par  plus  de  m 
aleurs  de  z.  Tous  ses  coefficients  sont  donc  identiquement 
mis  (1022),  c'est-à-dire  qu'on  a 

A.,  =  Bo,         A.=.B,,         ...,         A,n=--B,„. 

1024.  VI.  Essai  d'u.xe  racixe.  —  On  a  souvent  à  essayer  si 
m  nombre  a  est  racine  d'une  équation  algébrique  o{z)  =o. 
il  suffit  de  vérifier  que  o{z)  est  exactement  divisible  par  le 
binôme  z  —  a  (1017). 

Les  détails  donnés  au  n"  13  indiquent  la  marche  à  suivre. 
)n  peut  les  présenter  plus  rapidement  de  la  manière  sui- 
vante. 

Soit 

V(.-)  =r  Ao-'"-^  Ai;'"-'  + A2-"'-'  +  .  •  •  +  A,„_i^  +  A,„. 


88 


A  Lf;  I ;  B  it  ( .  s  L  p  i:  R I E  i  n  k  . 


En  elTecluaiil  la  division  de  o( z)  par  z  —  o,  on  ohlionl,  d'in 
manière  générale,  un  quotient  de  la  forme 


.\„,^"'-'-4-H,C' 


B.c 


B, 


el  un  reste  R  indépendant  de  z. 

o{z)  étant  égal  au  produit  du  diviseur  |)ar  le  quotient,  i)|i 
le  reste,  on  doit  avoir  identiquement,  quel  que  soit  z. 


—  Ao« 


—  B/„-2' 


;^I 


c'est-à-dire,  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissani 
de  z  dans  les  deux  memhros. 

A,  =  B,  — Aor/.        A,^B,— B,f/,        A.^B,— B,^/. 

[I  en  résulte 

B,:=A,-^Aoa,         B,  =  \.^Bia,        B:,  =  A3^B,«. 
B,„_i  —  A,„_,  -f-  B/ii-iO,         W  ^  A„,  -+-  B,„- 1  -■/. 

Ces  égalités  expriment  la  loi  de  formation  des  termes  du  qui, 
lient  et  du  reste. 

Le  coejficient  dun  ternie  quelconque  du  quotient  est  égai 
produit  du  cojficientdu  ternie  précédent  parla  valeur  a  du\ 
cond  ternie  du  binôme  diviseur  (abstraction  faite  du  signej 
dont  elle  est  affectée),  augmenté  du  coefficient  du  terme 
dividende  qui  est  de  même  rang  que  celui  qu'on  veut  écr 
au  quotient. 

Le  reste  s'obtient,  de  la  même  manière,  en  ajoutant  au  pn^ 
duit  du  dernier  terme  du  quotient  par  a  le  terme  constant  d. 
dividende. 

Le  reste  R  est  donc,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  v 
appliquant  la  loi  de  proche  en  proche  (13),  le  résultat  de  i 
substitution  de  a  à  la  place  de  c  dans  o(-),  c'est-à-dire  o{a 
Si  l'opération  conduit  à  R  i=  o,  et  seulement  dans  ce  cas,  / 
quantité  a  est  racine  de  l'équation  o{z)  ■=zo. 

Lorsque  le  premier  membre  de  l'équation  n'est  pas  coui 
plet,  il  faut,  pour  appliquer  convenablement  la  règle,  sup 
poser  les  termes  manquants  rétablis  avec  le  coefficient  o. 

L'algorithme  que  nous  venons  de  rappeler  est  importai 
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lomiïie  nous  le  verrons,  la  reclierclie  des  racines  commensu- 
ables  est  fondée  sur  son  emploi. 
Nous  terminerons  par  quelques  exemples. 

l()!2o.   Exemples. —  i"  Chercher  si  l'équation 

cp  (  :;  )  =  4  3-5  —  1  o  3^  -f-  6  r.'*  —  7  32  H-  9  3  —  11=0 

dmet  la  racine  1. 

Nous  essayerons  la  division  du  premier  membre  par  z  —  i.  Le  pre- 
lier  terme  du  quotient  est  42^-  Les  différents  coefficients  du  quotient 
l  le  reste  sont  ensuite  fournis  par  les  égalités  ci-dessous  (1024)  : 

4  X  '2  —  1 G  :=  —  2,         ( —  1)  y:  -i  -^^  —  1,        2x2  —  7  =  —  3, 
( —  3  )  X  2  -+-  9  =  î,         3x2  —  11=  —  5. 

.('  quotient  est  donc 

t  le  reste  est  —  >,  de  sorte  que  2  n'est  pas  racine  de  l'équation  el 
|u'on  a  cc(  2)  =  —  5. 

2°  Chercher  si  l'équation 

CÇ(3)  =   3'—  2(1  --  i);^—  (I  —  2.')3   +   2(1  -t-  2  T)  =  O 

•dmet  la  racine  i  -f  2/. 

Nous  essayerons  la  division  du  premier  membre  par  z  —  {\  -\-  ii).  Le 
tromior  terme  du  quotient  est  3^.  On  obtient  ensuite  par  l'algorithme 
ndiqué  (1024)  les  différents  coefficients  du  quotient  et  le  reste.  On  a 

x(i  -f-  2/)  —  od  +  /)  = —  1,        (—  i)x  (i  -+-  2/)  —  (i  —  2/)  =  —  2, 

(—  2  )  X  (  I  -i-  2  /  )  H-  2  (  I  -I-  2  /'  )  —  o. 

.e  reste  étant  nul,  1-4-2/  est  racine  de  l'équation.  Le  quotient  est  d'ail- 
eurs 

3'— 3  — 2. 

3°  Chercher  si  l'équation 

(û  (  3  )  =  23''^  —    )  3-  H-  7  3  —  5=0 

ulinet  la  racine  —  2. 

Nous  essayerons  la  division  du  premier  membre  par  3  —  (—  2),  en 
lyant  soin  de  supposer  le  terme  manquant,  qui  est  celui  du  second 
legré,  écrit  avec  le  coefficient  o. 
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Le  premier  lerme  du  quotienl  est  iz^.  On  a  eiisuilc 

■iX(—7.)  —  5— — 9,  (—   9)  X  (— 2) -H  o  =  is 

18  X  (—  2)  +  7  ^  —  29-         I—  29)  X  (—  2)  —  ')  ~5">. 

Le  reste  n'étant  [)as  nul.  —2  n'est  pas  racine.  Le  quotienl  est 

iz^  —  9  3-  -H  1 8  3  —  29 

et,  le  reste  étant  33,  on  a  's,( —  ■>_)  =  53. 

Équations  à  coefficients  réels. 

1026.  Lorsque  l'équalion  algébrique  proposée  a  tous  s( 
coefficients  réels,  on  peut  généraliser  le  ihéorètîie  relatif  au 
substitutions  (1008)  et  montrer  que,  dans  ce  cas,  les  racine 
imaginaires  marchent  nécessairement  par  couples  de  racine 
imaginaires  conjuguées  (809). 

1027.  VIT.  Soit  l'équation  algébrique  à  coefficients  réel 
?{jc)  r=.  o.  Si  les  deux  nombres  réels  1  et  ix>  1,  substitués  à  U 
place  de  x  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  donnen 
des  résultats,  F(?0  et  F(/jt),  de  signes  contraires,  il  exist 
entre  ces  deux  nombres  un  nombre  impair  de  racines  réelle 
de  l'équation.  Si  les  deux  résultats  ¥{l)etF{fjL)  sont  de  menu 
signe,  les  deux  nombres  1  et  ^  comprennent  un  nombre  pail 
de  racines  réelles  de  l'équation  {ce  qui  n'exclut  pas  zéro). 

[Il  est  entendu  qu'une  racine  multiple  réelle  d'ordre 
compte  pour  n  racines.] 

Désignons  par  a,  b,  .-,  ...,  g  toutes  les  racines  réelles 
comprises  entre  l  et  y.,  et  soit/(j^)  le  quotient  de  F(.r)  par 
le  produit 

{x  ~  a)  {X  -  b)  {x  -  c) .  .  .{.r  —  g). 
On  aura 

(i)       F{x)z={a-  ^  a)  {x  ~  b)  {x  ~  c  K  .  .{x  -  g)f{x). 

f{x)  représente  le  produit  du  coefficient  du  premier  terme 
de  l'équation  considérée  parles  facteurs  premiers  qui  corres 
pondent  aux  racines  réelles,  non  comprises  entre  }.  et  ix,  el  1 
aux  racines  imaginaires  que  l'équation  F(^)  =  o  peut  ad- 
mettre. Il  en  résulte  que  l'équation /(j;)  z^  o  n'a  aucune  ra- 
cine réelle  entre  les  nombres  l  et  /jl,  et  que,  par  suite,  les 
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deux  résultats  /(/)  et  /(;jl)  sont  nécessairement  de  même 
signe  (1008). 

Cela  posé,  substituons  successivement  à  la  place  de  oc-, 
dans  l'identité  (i),  les  nombres  À  et  [j..  On  pourra  écrire 

^"'^       W)  "  ^'''  ~  ""^ ^'''  "  ^^ ^^'  - ^^-  •  •(^'  - ^■)' 

(3)  j^  =  (fx  -  «)  (y.  -  h)  iij.  -  c  ) . .  .(^  -  ^-). 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  F(?i)  et  F(f)L)  soient  de 
signes  contraires.  Il  en  sera  de  même  des  seconds  membres 
des  identités  (2)  et  (3),  puisque /(^)  el /(ix)  sont  de  même 
signe.  Or,  dans  l'identité  (2),  tous  les  facteurs  du  second 
membre  sont  négatifs,  tandis  qu'ils  sont  tous  positifs  dans 
l'identité  (3).  Il  faut  donc  qu'ils  soient  en  nombre  impair. 
pour  que  les  seconds  membres  des  deux  identités  soient  eux- 
mêmes  de  signes  contraires,  de  sorte  qu'il  y  a  bien  un  nombre 
impair  de  racines  réelles  de  F(x)  t=  o  entre  X  et  |ut.. 

En  second  lieu,  si  F(}0  et  F(|J!.)  sont  de  même  signe,  comme 
f{\)  et /(/jl),  les  seconds  membres  des  identités  (2)  et  (3) 
doivent  être  aussi  de  même  signe;  ce  qui  exige  que  les  fac- 
teurs qui  les  composent  soient  en  nombre  pair.  Et  il  y  a  alors 
un  nombre  pair  de  racines  réelles  de  F(a^)  =:  o  entre  \  et  \j., 
nombre  qui  peut  être  zéro. 

D'après  la  loi  des  réciproques  {Géom.,  3i),  la  réciproque 
de  cette  double  proposition  est  vraie.  Nous  l'énoncerons  de 
la  manière  suivante  : 

F(;i7)  =:  o  étant  une  équation  algébrique  à  coefficients  réels 
et  1  et  p.  deux  nombres  réels,  si  ces  nombres  comprennent  un 
nombre  impair  de  racines  réelles  de  l'équation,  les  deux  ré- 
sultats F(X)  et  F(/jt.)  sont  de  signes  contraires.  Si  les  mêmes 
nombres  comprennent  un  nombre  pair  de  racines  réelles  de 
l'équation  ou  n'en  comprennent  aucune,  les  deux  résultais 
F(),)  et  F(/Jt.)  sont  de  même  signe. 

1028.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  nombre  des  ra- 
cines réelles  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  réels. 
F(^')  =  o,  est  toujours  de  même  parité  que  le  degré  m  de 
l'équation,  c' est-à-dire  pair  si  m  est  pair,  impair  si  m  est 
impair. 
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En  elTel,  pour  une  équation  de  degré  pair,  les  deux  siibsli- 
lulions  —  oo  el  H-  00  à  la  place  de  x  donnent  des  résultats  de 
même  signe,  tandis  que,  pour  une  équation  de  degré  impair, 
les  deux  mêmes  substitutions  donnent  des  résultats  de  signes 
contraires  (1010.  1011). 

On  peut  en  conclure  que,  dans  une  équation  algébru/ue  a 
coejficienls  réels,  le  nombre  des  racines  imaginaires  est  tou- 
jours pair,  puisque  ce  nombre  est  nécessairement  l'excès  du 
degré  de  l'équation  (1017)  sur  le  nombre  de  racines  réelles 
qu'elle  admet. 

Nous  reviendrons  un  peu  plus  loin  sur  celte  importante 
propriété,  et  nous  en  donnerons  une  démonstration  plus 
explicite. 

1029.  II  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  la  réciproque 
de  la  proposition  du  n"  1008  n'est  pas  toujours  vraie,  précisé- 
ment en  raison  de  la  proposition  du  n"  1027  qui  en  est  la  gé- 
néralisation. 

F(^)  =  o  étant  une  équation  algébrique  à  coefiicients  réel- 
et  les  résultats  F(a)  et  ¥{b),  fournis  parles  substitutions 
réelles  a  et  b,  étant  de  signes  contraires,  on  est  certain  (1008) 
que  ¥{x)  s'annulera  au  moins  une  fois  quand  x  parcourra 
d'une  manière  continue  l'intervalle  («,  b).  Mais  on  ne  peui 
pas  affirmer,  réciproquement,  que,  si  a;  atteint  une  racine 
réelle  de  Y{x)  =  o,  F(.r)  changera  de  signe,  avant  et  après 
cette  valeur  de  x.  Cela  dépend  de  l'ordre  de  multiplicité  de  l" 
racine  réelle  atteinte  par  x. 

En  reprenant  les  notations  et  le  raisonnement  du  n"  1027, 
on  peut  supposer,  en  elTet,  les  deux  nombres  réels  /.  et  -^  as- 
sez rapprochés  pour  qu'il  n'existe  entre  eux  qu'une  racine  <i 
d'ordre  n.  Les  identités  (2)  et  (3)  du  n''  1027  deviennent 

et  l'on  voit  que,  si  n  est  impair,  F(/.)  et  F(.a)  sont  de  signes 
contraires,  tandis  que,  si  n  est  pair,  F()0  et  F(^)  conservent 
le  môme  signe. 

Ainsi,  le  premier  membre  de  l'équation  F(x-)  =  o  change 
ou  non  de  signe,  suivant  que  la  valeur  de  x  passe  par  une  ra- 
cine dont  le  degré  de  multiplicité  est  impair  ou  pair. 
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1030.  Les  considérations  géométriques,  que  nous  allons  développer 
1res  succinctement,  viennent  à  l'appui  de  ce  qui  précède  et  peignent 
pour  ainsi  dire  aux  yeux  les  résultats  obtenus  analyliquement. 

Prenons  {fig.  46)  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oj.  Les  coefficients 
de  F(.r)  étant  toujours  supposés  réels  et  x  variant  de  —  ac  à  -hoc, 
portons  les  valeurs  de  x  en  abscisses  et  les  valeurs  correspondantes 
de  V{x)  en  ordonnées.  Les  points  où  la  courbe  ainsi  déterminée  ren- 
contre l'axe  Ox  répondent  aux  valeurs  de  x  qui  annulent  F(.r)  ou 
aux  racines  de  F(.r)  =  o. 


Fig.  46. 
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Si  deux  valeurs  x  =  Oa,x  =  Ob  répondent  à  des  valeurs  Art,  B6  de 
F(.r)  qui  soient  de  signes  contraires,  il  est  évident  que  la  courbe  re.- 
présentalive,  en  passant  de  A  à  B,  rencontrera  l'axe  des  x  une  fois 
au  point  c,  ou  un  nombre  impair  de  fois  (1027)  aux  points  d,  c,  e  par 
exemple. 

Si  les  points  d,  c,  e  se  rapprochent  et  viennent  se  confondre  en  c 
{fig.  47),  l'équation  F(x)  =  o  admet  alors  une  racine  triple  Oc,  et  il 
est  clair  (Géom.,  Ml)  que  la  courbe  AcB  a  au  point  c,  avec  l'axe  Ox, 
un  contact  d'ordre  supérieur.  Lorsque  x  traverse  cette  racine  triple, 
F{x)  change  de  signe  (1029). 

Si  les  deux  valeurs  x  =  Oa,  x  =  Ob  correspondent  à  des  valeurs 
Aa,  B^,  de  F(j:),  qui  soient  de  même  signe  {fig.  48),  il  est  évident 
que  la  courbe  représentative,  en  passant  de  A  à  B,  peut  ne  pas  ren- 
contrer l'axe  Oj^;  mais  que,  si  elle  le  rencontre,  ce  sera  un  nombre 
pair  de  fois  (1027),  soit  aux  points  c  et  d,  soit  aux  points  e,  f. 
g,  h,  etc. 

Si  ces  points  d'intersection  se  rapprochent  et  viennent  se  confondre 
en  un  seul  point  l{fig.  49),  l'équation  F(.r)  =  o  admet  alors  une  ra- 
cine double  ou  quadruple,  etc.,  et  il  est  clair  que  la  courbe  AZB  a  au 
point  /,  avec  l'axe  Ox^  un  contact  simple  ou  un  contact  d'ordre  supé- 
rieur. Lorsque  x  traverse  cette  racine  double  ou  quadruple,  F(.r)  ne 
change  pas  de  signe  (1029). 

De  c.  —  Cours.  IV.  i3 
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D'une   maiiièro  générale,  F(.r;  élanl  une   foncLion   cnlicrc   à   coef- 
ficients réels,  si  l'on  pose 


j  =  F(.r)  =  AoX'' 


A,.r'«-'-.-  Ao.t"'-^  — . .  .-r- A,„_,x-f-  A„,, 


el  si  l'on  construit  la  courbe  correspondante  par  rapport  aux  axes  rec- 
tangulaires 0.r,  0)',  on  obtient  ce  qu'on  appelle  la  courbe  parabolique 


l-'ig.  ',8. 


I"'g.  49- 


al  \\e 


r'r\g   //,. 


du  /?i'^'"«  degré,  par  analogie  avec  la  parabole  du  second  degré  dont 
l'équation  est  de  la  forme  f  =  a.r^  lorsque  son  axe  est  pris  pour  axe 
desrfGe'om.,  A3i). 

D'après  les  propriétés  des  fonctions  entières  à  coefBcienls  réels,  la 
courbe  est  nécessairement  formée  d'un  trait  continu,  s'étendant  à  l'in- 
fini à  droite  et  à  gauche,  sans  revenir  sur  lui-même:  car,  à  chaque  va- 
leur de  X  répond  une  seule  valeur  de  j.  En  étudiant  les  ondulations  de 
cette  courbe  relativement  à  l'axe  Oj:,  on  se  rendra  compte  des  varia- 
tions successives  éprouvées  par  les  valeurs  de  la  fonction,  c'est-à-dire 
de  leurs  allernatives  de  croissance  et  de  décroissance;  et,  en  marquant 
es  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  le  même  axe.  points  pour 
lesquels  on  a  r  —  o,  on  déterminera  les  racines  réelles  de  l'équation 
algébrique  F(.r  )  =  o. 


Racines  imaginaires  conjuguées. 

1031.  VIII.  Toute  érj nation  algébil(]iie  à  coefficients  réélu , 
F(.r)=^o,  qui  admet  la  racine  imaginaire  a +  [3/,  admet 
aussi  la  racine  imaginaire  conjuguée  a.  —  ^i. 

En  effet,  en  remplaçant  x  par  aH-,S<  clans  la  fonction  en- 
tière à  coefficients  réels  F(.r),  on  ohiienl  (828)  un  résultai 

(le  la  forme 

V  -^Qi 
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et,  comme  y.  ^  pi  est  racine  par  hypothèse,  on  doit  avoir 
r'esl-à-dire 

P  =  G,  O  :^  0. 

Si  l'on  substitue  maintenant  à  la  place  de  x  l'imaginaire 

y.  —  ^iy  conjuguée  de  la  première,  on  parviendra,  puisque 

tous  les  coefficients  de  F(^)  sont  réels,  à  un  résultat  qui  ne 

différera  du  précédent  que  par  le  signe  de  i,  c'est-à-dire  an 

résultat 

P  — Q<. 

Mais  P  et  Q  étant  nuls,  d'après  l'existence  de  la  première 
racine,  on  aura 

V  —  qi  =  o, 

c'est-à-dire  que  a  —  3  «est  aussi  racine  de  l'équation  F  (a?)  =  0. 

1032.  Il  faut  bien  remarquer  que  la  proposition  ne  peut 
plus  subsister  lorsque  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée renferme  des  coefficients  imaginaires,  c'est-à-dire  n'a 
pas  tous  ses  coefficients  réels.  Car,  ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  indiqué  précédemment  (829),  i  change  bien  de  signe 
dans  la  valeur  de  x  lorsqu'on  substitue  a  —  f3j  au  lieu  de 
y.-^^i;  mais  il  n'en  change  pas  dans  les  différents  coeffi- 
cients imaginaires  qui  restent  invariables.  On  ne  peut  donc 
j)lus  dire  que  la  seconde  substitution  conduit  à  un  résultat 
conjugué  de  celui  fourni  par  la  première  substitution. 

1033.  On  voit  que  toute  équation  algébrique  à  coefficients 
réels  renferme  nécessairement  un  nombre  pair  de  racines 
imaginaires  (1028),  puisque,  d'après  la  proposition  pi'écé- 
dente,  elles  se  correspondent  par  couples. 

Ajoutons  que  les  deux  facteurs  premiers  qui  répondent  à 
deux  racines  imaginaires  conjuguées  ot.-\-'pi  et  a  — j3/  sont 
de  la  forme 

{x  —  y.)  —  'pi     et     ( .r  —  a ) -+- |3 /', 

c'esl-à-dire  qu'ils  sont  eux-mêmes  conjugués  et  que  leur  pro- 
duit, égal  au  carré  de  leur  module  commun  (820),  constitue 
le  l'acteur  réel  du  second  degré 

{x-yf-^^- 
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On  peut  donc,  en  se  reportant  au  n"  1017,  énoncer  ce  {hO>> 
rème  remarquable  : 

Le  premier  membre  de  toute  équation  algébrique  à  coejji- 
cients  réels  est  le  produit  d'autant  de  facteurs  réels  du  pre- 
mier degré  qu'elle  admet  de  racines  réelles  et  d'autant  de 
facteurs  réels  du  second  degré  qu'elle  admet  de  couples  de 
racines  imaginaires  conjuguées,  le  tout  multiplié  par  le  coef- 
ficient de  son  premier  terme. 

On  comprend  par  là  comment  une  équation  algébrique  dont 
tous  les  coefficients  sont  réels  peut  cependant  admettre  des 
racines  imaginaiies. 

103i.  Il  est  évident  que  les  racines  conjuguées  cz4-|3/  et 
Cf.  —  [3«  sont  toujours  du  même  ordre  de  multiplicité. 

Admettons,  par  exemple,  que  «  +  [3/  soit  une  racine 
double.  a-f-(3i  étant  racine,  a  —  ^i  le  sera  aussi,  et  l'on 
pourra  diviser  F(^),  premier  membre  de  l'équation,  par  le 
facteur  réel  du   second  degré 

{x—  a)-^-t-,32 

qui  correspond  à  ces  deux  racines  conjuguées.  En  égalant  à 
zéro  le  quotient  Fi(j"),  on  obtient  une  seconde  équation  dont 
les  racines  sont  les  autres  racines  de  la  première.  Par  suite, 
l'équation  Yy{x)z=o  admet  encore  la  racine  a-^^i  et, 
d'après  le  théorème  direct  (1031),  elle  admet  aussi  la  racine 
conjuguée  a  —  [3<,  qui  est,  par  conséquent,  comme  a  +  ,3<, 
une  racine  double  de  ^{x)  =  o.  Fi(j^)  sera  donc  de  nouveau 
divisible  par  (r  —  ci.Y-\-  [S-,  de  sorte  que  F^j:-)  le  sera  à  son 
tour  par 

Le  raisonnement  est  général.  Si  oc  +  (3«  est  une  racine 
multiple  d'ordre  n,  il  en  est  de  même  de  la  conjuguée 
a  —  '^i,  et  Y{x)  est  divisible  par 

[{x-aY+'^'-]". 

On  peut  conclure  de  là  que  toute  équation  algébrique  à 
coefficients  réels,  qui  n'a  que  des  racines  imaginaires,  est  né- 
cessairement de  degré  pair,  les  deux  termes  extrêmes  de  son 
premier  membre  étant  de  même  signe  (1017). 
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Ce  résultat  concorde  d'ailleurs  avec  les  énoncés  des  n***  1010 

r\  1011. 

1035.  Il  convient  de  remarquer  que  cette  propriété  des  ra- 
cines imaginaires  des  équations  algébriques  à  coefficients 
réels,  d'être  ainsi  conjuguées  deux  à  deux,  appartient  de 
même,  nécessairement  (1033),  aux  racines  incommensurables 
du  second  degré  des  équations  algébriques  à  coefficients  com- 
mensurables. 

La  démonstration  directe  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  du 
n°  1031. 

Supposons  que  l'équation  F(.r)  =  o  ait  tous  ses  coefficients  commeh- 
surables  et  qu'elle  admette  la  racine  incommensurable  du  second 
degré  a  -^  \fb. 

En  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  .r  dans  F(x),  on  obtient 
un  résultat  de  la  forme  P  ■+ Q /^.  En  effet,  en  appliquant  successi- 
vement la  formule  du  binôme  au  développement  des  difiFérents  termes 
de  Y{x),  l'irrationnelle  ^b  disparaîtra  dans  tous  les  termes  où  y/^  doit 
être  élevée  à  une  puissance  paire  et  persistera  au  contraire  sous  cette 
forme  dans  tous  les  termes  où  \/b  doit  être  élevée  à  une  puissance  im- 
paire. Si  «  -+-  v/^  est  racine,  on  devra  avoir 

P  ^  Q  y/Z;  =  o, 
ce  qui  entraîne  les  conditions 

P  =  o,        O  =  o. 

Si  l'on  substitue  a  —  y/^  à  la  place  de  x  au  lieu  de  a  -\-  ^b,  le  ré- 
sultat ne  différera  du  précédent  que  par  le  changement  de  signe  de  \/l>. 
On  trouvera  donc 

P  —  Q  \rb. 

Mais  l'existence  de  la  première  racine  donnant  P  =  o  et  Q  =  o,  on  a 

V  —  q\/~b  =  o, 

c'est-à-dire  que  a  —  \/J)  est  aussi  racine  de  F(.r)  =  o. 

Les  facteurs  premiers  qui  correspondent  aux  deux  racines  étant 

{x — a) — </b        et        {x  —  <v)-f-//^, 

leur  produit  est  le  facteur  du  second  degré  à  coefFicients  commensu- 
rables 

{x  —  af —  b\ 
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ce  qui  explique  commcnl  une  équalioa  algébrique  à  coefficients  coni- 
mensurablcs  peut  pourtant  admettre  des  racines  incommensurables  d. 
second  dcirrô. 

Relations  entre  les  coefficients  et  les  racines 
d'une  équation  algébrique. 

1036.  Soit  i'équalion  algébrique  quelconque  de  degré  /// 

Désignons  par  a,  h.  c,  ....  /.,  /,  les  racines  de  celte  équa- 
tion. Nous  aurons  identiquement  (1017) 

Cela  posé,  en  se  reportant  à  l'établissement  de  la  formule 
du  binôme,  on  a  (2oi) 

(  ::  -+-  a)  {z  ^  b){z  H-  c)  .  .  .  {z  +  /.")  (^  --  /) 

S,  représente  la  somme  des  m  seconds  termes  des  bi- 
nômes multipliés;  S^,  la  somme  des  produits  2  à  2  des 
mêmes  termes;  S3,  la  somme  de  leurs  produits  3  à  3;  .  .  .  ; 
S„,  est  le  produit  de  ces  seconds  termes. 

Si,  maintenant,  tous  les  seconds  termes  des  binômes  consi- 
dérés changent  de  signe,  il  suffit  évidemment,  pour  avoir 
le  produit  correspondant,  de  changer  les  signes  des  termes 
du  développement  précédent  qui  renferment  des  sommes  de 
produits  oi^i  les  quantités  a,  b,  c.  .  .  .,  /:,  l,  sont  assemblées 
en  nombre  impair. 

\\  en  résulte 

(-  _  a)  {z  -b){z  -  c)...{z-  /.  )  (  3  -  0 

Le  dernier  terme  S,„  a  le  signe  -+-  ou  le  signe  —  suivant 
que  le  degré  /n  de  l'équation  proposée  esl  pair  ou  impair. 

Finalement,  nous  aurons,  d'après  l'identité  (i).  cette  nou- 
velle identité 

j  Ao^;'"  4-A,  :'"-•  +  A,::'"-^  -  .  .  .  ^  A„,_,  z  ~  A,„ 
(2)        •       =Ao3"'-AoS,-"'-'^-AoS,.^' 


■  lit-  -2  . 
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Les  coefficients  des  termes  de  même  degré  devant  alors 
(1023)  être  égaux,  dans  les  deux  membres,  nous  aurons 

:^    -  Ao  S 1         OU       — '     =  —  (  r/  H-  ^>  -!-  C  +  .  .  .  -V-  A-  H-  /)  r=  —  >    rt, 


At,So       ou      ~    =:  —  (ai^  H- «C -4-  r/c/ -^  .  .  . --  /A  )  —  H-  7    <:'/>. 

A.)  -^^ 


Ao 
AoSa      ou     -7-^     -  —  {abc  4-  «6<-/  4-  ...  4-  /A7/  )      =  —  7  abc. 

An  •^" 


„  =  3i  AoS„i     ou     ^-^  =zn  aZ;c  .  .  .  AL 

Ao 

On  peut  énoncer  comme  il  suit  ces  importants  résultats. 

Lorsqu'on  a  réduit  le  coefficient  du  premier  terme  de 
l'équation  o{z)=zo  à  l'unité,  en  divisant  les  deux  membres 
de  l'équation  par  sa  valeur  primitive  Ao,  on  a  les  relations 
ci-après  entre  les  nouveaux  coefficients  de  l'équation  et  ses 
racines  : 

Le  coefficient  du  deuxième  terme,  multiplié  par  —  i,  repré- 
sente la  somme  des  racines  : 

Le  coefficient  du  troisième  terme,  multiplié  par  ( —  i)',  re- 
présente la  somme  des  produits  1  à  1  des  racines: 

Le  coefficient  du  quatrième  terme,  multiplié  par  ( —  1)^, 
représente  la  somme  des  produits  3  «  3  des  racines  :   ...  ; 

Le  coefficient  du  (n  +  !)"-'"«  terme,  multiplié  par  ( —  i)",  re- 
présente la  somme  des  produits  n  à  n  des  racines:  .  .  .; 

Enfin,  le  coeffiicientdu  {m  -i-  i  )"^'"'«  terme  ou  le  terme  constant 
de  l'équation,  multiplié  par  (^i)'",  représente  le  produit  des 
racines. 

1037.  Comme  l'équation  complète  du  m'^"^"  degré  contient 
/« -+- 1  termes,  la  mise  en  œuvre  du  théorème  précédent 
fournit  en  tout  m  relations  entre  les  m  racines.  Il  peut  donc 
sembler,  au  premier  abord,  que  ces  m  relations  suffisent 
pour  déterminer  les  m  racines;  mais  il  est  facile  de  montrer 
que  ces  relations,  qui  peuvent  grandement  faciliter  la  résolu- 
tion de  l'équation  lorsque  ses  racines  sont  soumises  a  priori 
à  d'autres  conditions  particulières,  ne  peuvent  pas,  en  géné- 
ral,  conduire  à  cette  résolution,  lorsqu'on  les  considère 
seules  et  toutes  ensemble. 
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Kii  eUel,  si  l'on  veut  trouver  la  racine  a  en  ulilisant  seule- 
ment les  m  relations  du  n"  1036,  il  faut  éliminer  entre  ces 
m  équations  les  /«  —  i  autres  racines  b,  c,d,  .  .  . ,  k,  l.  Comme 
toutes  les  racines  entrent  d'une  manière  parfaitement  symé- 
trique dans  les  relations  employées,  l'équation  finale  en  a  à 
laquelle  on  parviendra  sera  absolument  la  même  (sauf  la 
lettre  représentant  l'inconnue)  que  celle  qu'on  aurait  obte- 
nue en  cherchant  l'une  quelconque  des  autres  racines  h,  c, 
d,  . . .,  k,  l.  II  en  résulte  que  l'équation  en  a  aura  nécessaire- 
ment pour  racines,  non  seulement  a,  mais  les  m  —  i  autres 
racines  de  l'équation  proposée.  Elle  ne  sera  donc  autre  chose 
que  cette  équation  elle-même,  où  l'on  substituerait  le  sym- 
bole a  au  symbole  z. 

Il  n'est  pas  difficile  de  vérifier  cette  remarque  par  le  calcul. 

Séparons  la  racine  a  des  autres  racines  b,  c,  d.  .  . .,  k,  l,  et 
désignons  par  5,,  5,,  fj,  ...,  .«„,_i  les  sommes  des  produits 
I  à  I,  2  à  3,  3  à  3,  . . .,  m  —  i  à  /«  —  1  de  ces  autres  racines. 
On  pourra  poser  alors  (1036)  les  égalités  suivantes  : 

\.  A,  A3 

—  =  —  «  —  .V,,  -T-  =  as^  -r  s.,  —=—  as^—  s-i,  .  .  ., 

■'»()  ■^0  -^0 

A,„        . 


Multiplions  les  deux  membres  de  la  première  égalité  par 
a"*-*,  les  deux  membres  de  la  deuxième  par  a'"-^,  les  deux 
membres  de  la  troisième  para'"-*,  . . .,  les  deux  membres  de 
l'avant-dernière  par  a,  et  ajoutons  ensuite  membre  à  membre 
tous  les  résultats  obtenus.  \ous  aurons  alors,  en  simplifiant, 

^  a—'  +  ^  a'-'-  4-  ^  a'"-'  +  .  .  .  -^  '^^  a  + -^  =  -  a'", 

Ao  Ao  Aq  Aq  Aq 

c'est-à-dire 

Ao«"'  -h  Al «'"-'  4-  A.a'"-^  +  A.a'''-^* 4- ...  4-  A„,_, «  +  A,„  =  o. 

Applications. 

1038.  Nous  nous  proposons  de  constater  par  quelques 
exemples  très  simples  l'utilité  des  relations  précédentes, 
lorsque  les  racines  de  l'équation  à  résoudre  sont  soumises  à 
quelques  conditions  spéciales. 
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1°  Rc'foudre  V équation  générale  du  troisième  degré,  dant  le  cas  où 
l'une  des  racines  de  l'équation  doit  être  égale  à  la  somme  des  deux 
autres. 

Soit  l'équation 

Au^^-h  Al  3^-1-  A,  3  -1- A3=  G. 

Désignons  les  trois  racines  clierchées  par  «,  b,  c.  Nous  aurons  entre 
ces  racines  les  quatre  relations  suivantes,  la  première  imposée  par 
l'énoncé,  les  trois  autres  fournies  par  le  théorème  du  n°  1036  : 

(>) 

(  :>.  ) 


y  '  ) 


a  ^=  h  -^  r, 

■\^=-(a-^l. 

Ao 

-0, 

A2             , 

---  =  ab  ^  ac  -f 

Ao 

-  l'r, 

-^=-abc. 

Aq 

(4) 


Puisqu'on  a  quatre  équations  et  trois  inconnues,  il  existera  (ce  qu'on 
pouvait  prévoir)  une  équation  de  condition  entre  les  coefficients  de 
l'équation  générale. 

En  combinant  (1)  et  (2),  on  obtient 

Al  ,  Aj 

-;-  =  —  la         ou  a  =  b  -\-  c  =: 

Aq  1  Ao 

L'équation  {?>)  donne  ensuite,  d'après  (i), 

~  =  a (  b  -h  c)  -+-  bc  —  a-  ~  bc  ^=  -— ^  -^  bc, 
Ao  4A5 

c'est-à-dire 

bc^^--^  =  4AoA2--A|^ 
Ao        4A5  4A| 

On  connaît  ainsi  la  somme  /-<  +  c  et  le  produit  bc^  de  sorte  que  b  &[  c 
sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 


d'où 


A, 

2A0 

u  -+- 

4A0A 
4 

Ag 

A? 

= 

0 

— 

v/5A 

i6A„ 

A 

4  A(i 


Les  trois  racines  <?,  b,  c  sont  donc  déterminées. 

Quant  à  l'équation  de  condition,  elle  sera  donnée  par  l'équation  (4) 
dont  nous  n'avons  pas  fait  usage,  et  dans  laquelle  nous  substituerons 
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les  valeurs  trouvées  pour  ii  el  pour  le  produit  bc.  Il  viendra 

Aj  _  _Aj_  4  A0A2— A;-  _   I  A0A1A2—  k\ 
Ao        2A0  4A5  8Ag 

ou 

Aî-4AoA,A,--8A2A3=o. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  d'une  équa- 
tion générale  du  troisième  degré,  pour  que  l'une  de  ses  racines  soit 
égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

Supposon.s,  par  exemple,  Au=  1,  Ai  —  i.  A^  =  3.  L'équation  de  con- 
dition donne  alors  A3=  2.  L'équation  à  résoudre  devient 

et  l'on  0 


—  a  ±  v^îto  —  48 


c'est-à-dire 


,       —  2-^-2/1/7                            —  ">■  —  2^/7 
h  =  —^         el         c  = — *~  . 

4  4 

On  a  donc  bien  a  =  b  -+-  c. 

2°  Résoudre  l'équation  incomplète  du  troisième  degré 

sachant  qu'elle  a  une  racine  double. 

Le  terme  en  z^  manquant  a  pour  coefficient  o.  ce  qui  montre  que  la 
somme  des  racines  est  nulle. 

Désignons  par  z,  la  racine  simple  et  par  so  1»  racine  double,  c'est- 
à-dire  deux  fois  répétée. 

Les  relations  du  n°  1036  fournissent  ici  les  trois  équations  suivantes  : 

(r)  o   =:,3i-^2,-.2, 

(2)  p  ^  iz^z,^  z\, 

(3)  rf^--z,z\. 

Puisque  nous  avons  trois  équations  el  deux  inconnues,  les  coefficients  p 
et  q  seront  liés  par  une  équation  de  condition. 
L'équation  (1)  donne 

3,  =  —  230. 

Les  équations  (2;  et  (3)  deviennent  alors,  par  substitution, 
/?  —  —  335         et         q  —  2  3.?. 
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Ku  divisant  ces  deux  résultats  l'un  par  l'aulre.  on  a  immédiatement 

-!-  = r-  ou  :.,  = '- 

p  i  ip 

et.  par  l'équation  (  i  ), 

I' 

L'équation  de  condition  s'obtient  en  remplaçant  z^  par  sa  valeur  dans 
p  =  —  33|.  On  a  ainsi 

p  = 3  4"^  "Il  /i/?-^-^  27  0-=  o. 

\p- 

En  résumé,  l'équation  quelconque 

a  une  racine  double,  si  la  condition    \p^^2-q-=o  est  remplie.  Sa 

3  f/                   .       ,     ,  1           3  7 
racine  simple  a  pour  expression  — -  ,  et  sa  racine  double, • 

Supposons,  par  exemple, /j  =  3/.  L'équation  de  condition  donne 

1 .  97  /•'*  -f-  'î" 7-  =  o         ou         f/-  —  4  '; 

c'est-à-dire 

q  —  -j  v  '  =  '■*■  V  —  I  • 

Reportons-nous  (  848  1  à  la  formule  fondamentale 

m, —  (  2  /•  --  n -    .    .    .    (  2 /i  -(-  I  ) 7: 

\/ —  1  =  cos  — — =z  i  sin -, 

1)1  m 

en  nous  rappelant  qu'il  suffit  de  donner  à  /.•  les  valeurs  o.  i ,  2,  3,  . . . , 
jusqu'à  ce  que  l'on  ait  trouvé,  en  tenant  compte  du  double  signe  du 
second  membre,  les  m  valeurs  distinctes  de  V—  •■ 
Nous  aurons,  dans  le  cas  actuel,  en  faisant  m  =  \, 

4/ (2/.-—  I)-  .      {lk^l)T. 

\/ —  1  =  cos -, ±  i  sin , j 

et  il  suffira  de  donner  à  /c  les  valeurs  o  et  i. 
On  a  ainsi,  pour  {/ — 1  .  les  deux  couples  de  valeurs 

-  -  3-  3Tr 

cos  ~  ±  i  sin  —     cl     cos  -7-  rfc  «  sin  -—  ; 
1  4  4  4 

ce  (lui  revient,  d'après  les  propriétés  des  arcs  supplémentaires,  à 

-       .    .    TT  -  ,    v/â     _^  . 

=  cos  -  ±  «  sin  y  =±  cos  -(i±/)  =  =  —  (i±0- 
4  4  4  2 

On  a  donc  enfin 

q  =  zt)/2(i±:i). 
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Mais,  d'après  léqualion  de  condition,  on  doit  avoir  q''-—^i.  Commt 
(i±/)2  se  réduit  à  dz  2/,  on  voit  qu'il  faut  rejeter  le  signe  —  dan> 
celte  parenthèse  et  prendre  seulement 

7  =^  rt  y/9,  h  -T-  /). 

L'équation  à  résoudre  est  alors 

s'-T-  3/3  rh  v^2  (i  -4-  /  )  =  o. 

Sa  racine  simple  a  pour  valeur 

3  /2(n-/')             ,-1-4-/ 
± T-- =  ±  /  2  ■ - 

il  '  i 


tandis  que  celle  de  sa  racine  double  est  égale  à 

nz/2 


_    3  \/2  (l-!-  i)  /-  I  -T-  ^ 


61 

Les  signes  supérieurs  et  inférieurs  doivent  être  pris  ensemble. 
Il  est  facile  de  représenter  géométriquement  ces  racines  imaginaire - 
Considérons  la  racine  simple  qui  correspond  à  la  seconde  valeur  de 

ou  à  la  seconde  solution.  Elle  a  pour  expression 

Multiplions  ses  deux  termes  par  — /,  ce  qui  est  permis  (824);  <.i 
expression  deviendra 

—  y/a  (—  /  —  /2  )  =  —  /â  _^  /  ^2. 

Pour  la    construire  (867,   868),   il   suffit  alors  de  prendre   {/g.    >. 

Fig.  jo. 


M' 

B 

\ 

\ 

1 

\ 

\o 

0A'=  /a  sur  la  partie  négative  de  l'axe  .r.r'  et  OB  =  /à  sur  la  parii 
positive  de  l'axe  jj'.  Le  point  M',  dont  les  coordonnées  sont  OA'  et  OU. 
ou  le  rayon  vecteur  OM'  (874),  représente  la  racine  dont  il  s'agit. 
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La  racine  simple  qui  fait  partie  de  l'autre  solution  ne  différant  de 
celle  qu'on  vient  de  construire  que  par  un  changement  de  si^ne,  on 
na,  pour  la  représenter  à  son  tour  (871),  qu'à  prolonger  le  vecteur 
OM'  de  l'autre  côté  de  l'origine  d'une  longueur  OM  =  OM'. 

Quant  aux  racines  doubles  des  deux  solutions,  elles  sont  les  moitiés 
lies  racines  simples  correspondantes,  changées  de  signes.  On  prendra 
dune  les  milieux  N  et  N'  des  vecteurs  OM'  et  OM,  et  l'on  associera  la 
racine  double  ON'  avec  la  racine  simple  OM'  et  la  racine  double  ON 
avec  la  racine  simple  OM. 
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CHAPITRE  III. 

DES  FONCTIONS   SYMÉTRIQUES. 


Définitions. 


1039.  Les  relations  établies  à  la  fin  du  Chapitre  précédeni 
entre  les  coefficients  d'une  équation  algébrique  et  ses  racines 
nous  conduisent  naturellement  à  exposer  les  notions  fonda- 
mentales relatives  à  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 
puisque  les  coefficients  d'une  pareille  équation  sont  précisé- 
ment des  fonctions  symétriques  de  ses  racines. 

D'une  manière  générale,  on  entend  par  fonction  symélriqu,- 
de  plusieurs  quantités  une  fonction  qui  ne  change  pas  lors- 
qu'on échange  entre  elles,  de  toutes  les  manières  possibles, 
les  quantités  qui  y  entrent.  Ainsi,  une  expression  renfermant 
Iilusieurs  lettres  et  qui  reste  la  même  quand  on  permute  deux 
lettres  quelconques  est  une  fonction  symétrique  de  ces 
lettres. 

Nous  ne  considérerons  que  des  fondions  symétriques  ra- 
tionnelles. 

Les  expressions 

(C-+h^+c\  ab  +  ac-^hc,  ^  +  l!^  4- ^, 

a^         h-         c- 

sont  des  fonctions  rationnelles  et  symétriques  des  trois  lettres 
o,  b,  c  :  les  deux  premières  sont  entières,  la  troisième  est  ra- 
tionnelle ou  fractionnaire. 

Toute  fonction  symétrique  non  entière  peut  être  ramenée, 
par  la  réduction  au  même  dénominateur,  à  une  fraction  dont 
les  deux  termes  sont  des  fonctions  symétriques  et  enlières. 
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Ainsi,  la  dernière  fonction  indiquée  ci-dessus  peut  être  ra- 
menée à  la  forme 

a-  b'-c- 

(Jn  peut  donc  s'occuper  seulement  des  fonctions  symétriques 
entières. 

De  plus,  lorsqu'une  fonction  symétrique  entière  n'est  pas 
liomogène  (580),  elle  est  forcément  la  somme  de  plusieurs 
fonctions  symétriques  homogènes,  comme,  par  exemple, 

ab  -^  ac  -\-  bc  —  abc. 

11  est  permis,  par  conséquent,  de  se  borner  à  l'étude  des  fonc- 
tions symétriques  entières  et  homogènes.  Mais,  dans  cette 
hypothèse  même,  il  y  a  encore  lieu  de  distinguer,  la  fonc- 
tion considérée  pouvant  être  la  somme  de  deu\  ou  d'un  plus 
grand  nombre  de  fonctions  symétriques  de  même  degré,  mais 
différentes,  qu'on  peut  calculer  séparément.  Ainsi,  on  a  (308, 
309) 

(a  H-  6  -h  c  H-.  .  .  4-  /)-=  irt--i-  ilab, 

(«  -1-  6  -r-  c  +  .  .  .  -4-  ly  ^=  1  a^  -\'  ?>1a-  b  -^  61  abc. 

On  se  restreindra  donc  finalement  aux  fonctions  symétri- 
ques, entières  et  homogènes,  oii  les  exposants  des  lettres  sont 
les  mêmes  dans  un  terme  quelconque,  de  sorte  que  la  fonction 
est  définie  lorsqu'on  donne  les  lettres  qui  y  entrent  et  un  seul 
de  ses  termes. 

Lorsque  chaque  terme  ne  contient  qu'une  lettre,  on  a  une 
fonction  symétrique  simple  ou  du  premier  ordre;  lorsque 
chaque  terme  contient  deux  lettres,  on  a  une  fonction  symé- 
trique double  ou  du  deuxième  ordre;  et  ainsi  de  suite. 

Les  fonctions  symétriques  simples  de  plusieurs  quantités 
ne  sont  autre  chose  que  les  sommes  des  puissances  semblables 
de  ces  quantités.  Nous  avons  trouvé  précédemment  (275  et 
suiv.)  l'expression  des  fondions  symétriques  simples  relatives 
aux  termes  d'une  progression  arithmétique. 

Nous  allons  nous  proposer  de  chercher  les  formules  qui  font 
connaître  les  fonctions  symétriques  simples  des  racines  d'une 
équation  algébrique  quelconque,  sans  qu'on  ait  besoin  de  dé- 
terminer ces  racines. 
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Fonctions  symétriques  simples  des  racines  d'une  équation 
algébrique.  Formules  de  Newton. 

lOVO.  Soit  l'équalion  algébrique  de  degré  m  ramenée  à  la 
forme 

(  I)        Z  =  Z'"  +/>,  C'«-'  +  p.,  Z"-'  ^  .  .  .  +  p,n-i  Z  -hp,n  =  O. 

Nous  désignerons  ses  m  racines  par  a,  b,  c,  .  . .,  A,  /.  Si  Z'  est 
la  dérivée  du  premier  membre  Z,  on  a  toujours  (935) 

(2)  Z'  rzz  m  z"'-'  -h  {m  —  i)  piz'"--  —  {m  ~2)p.2z"'-''^...-~p,„_i. 

On  peut  indiquer  une  autre  expression  de  la  dérivée  Z'  et, 
en  l'identifiant  avec  la  précédente,  on  parviendra  aux  résul- 
tats chercbés. 

Nous  avons  vu,  en  effet  (1017),  que 

Z  =  {z-a)  {z  -b)  {z-c).  ..{z~  k)  [z  -  /), 

et  nous  savons  (373)  que  la  dérivée  d'un  produit  dun  nombre 
quelconque  m  de  facteurs  ou  de  fonctions  {ni  étant  fini)  est 
égale  à  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  dé- 
rivée de  chaque  facteur  ou  de  chaque  fonction  par  le  produit 
de  tous  les  autres  facteurs  ou  de  toutes  les  autres  fonctions. 
Or,  la  dérivée  du  premier  facteur  z  —  a  par  rapport  à  :;  es! 
l'unité,  qu'il  faut  multiplier  par  le  produit 

{z-b){z-c)...(z-k){z-/) 

de  tous  les  autres  lacteurs,  c'est-à-dire  par  — - — ,   et  ainsi 

z  —  a 

de  suite.  On  a  donc  immédiatement 

(3)  T— \ -H f-...H 


::-  / 


Mais  nous  avons  indiqué  une  règle  commode  pour  trouver  ra- 
pidement le  quotient  de  Z  par  un  binôme  de  la  forme  z—a 
(10-2V,  13).  Nous  pourrons  donc  écrire,  d'après  cette  règle  et 
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en  nous  reportant  à  l'équation  (i), 


-iii-i 


a 


a 
Pi 


~  Pi     !  —  p^_a 

--rp-, 


h  />i  a' 

\-  p-ia' 
h  p^a' 


+  Pm^ia 


Il  n'y  ;i  qu'à  remplacer  successivement  «  par  les  autres  racines 
b,  c,  .  . .,  /.-,  /,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (4),  pour 
avoir  les  autres  (piotients 


Z 


Z 


h' 


Z  z 


En  les  ajoutant  tous  ensemble  et  avec  le  précédent,  et  en 
représentant  d'une  manière  générale  par  la  notation  S,^  la 
somme  a"  -+-  b"  +  r'*  -i-  . .  .  -;-  /."  -t- 1",  nous  aurons  évidemment 


Z' 


S, 


-1-  inp. 


^3 


+  Pi'^m-l, 


P,n-2>^ 
liiP»i-\ 


En  identifiant  les  deux  valeurs  de  Z',  c'est-à-dire  les  se- 
conds membres  des  égalités  (2)  et  (5),  et  en  simplifiant,  nous 
obtiendrons  les  formules  suivantes  : 

1    S3H-/»iS2  +  /)2Si-i-3/>3=:0, 
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La  |)rcmièrc  des  formules  (A)  fait  connaître  S,  ou  la  somme 
des  racines  (1030);  la  deuxième  fait  alors  connaître  Si  on  l.i 
sonniie  des  carrés  des  racines;  la  troisième  fait  connaître  S 
ou  la  somme  de  leurs  cubes,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la 
{ni  —  i)'^""'ou  dernière  qui  fait  connaître  S„,_,  ou  la  somme  jj 
des  puissances  {m  —  ()  des  racines.  En  effectuant  de  proche 
en  proche  ces  calculs  très  simples,  il  vient 

Si  =—/>!, 

S2  •=/>!  —  2/^0, 

83  =  — />î+3p,/A,—  3/j.„ 

Si  =/)J  —  \p]p, 4-  1  Pip3-^  2pl  —  4/^., 


Les  formules  (A)  vont  du  degré  i  au  degré  jh  —  i.  Pour  pour- 
suivre au  delà  ou  en  deçà,  désignons  par  n  un  entier  positif, 
négatif  ou  nul,  et  multiplions  les  deux  membres  de  l'équation 
donnée  Z  ^o  par  z" .  Elle  deviendra 


p^  s'"-^"  -'  +  p,  z'"^"-^  -h  Pi  z 


-tn+n  —  i  . 


_«^I 


llemplaçons  alors  successivement  z  par  chacune  des  racines 
n,  b,c,  . . . ,  /. ,  /,  et  ajoutons  ensuite  tous  les  résultats  obtenus. 
Nous  aiu'ons  évidemment 

'  -1-  P.\  S,„-H«-3  4-  ...  -H  />„,-,  h„^_,  -H  p,,^  h„  :=  O. 

En  donnant  d'abord  à  n  les  valeurs  positives  o,  i,  2,  3,  .  .  ., 
et  en  remarquant  que  So=  m,  nous  trouverons  cette  deuxième 
série  de  formules  : 

S/„      -f-  Pi  S,„_,  -h  p, S,„_.,  -f-  Pi S,„_3  4- .  .  .  +  p,n-i  Si  H-  nip,„  —  0 
S„j+i-f-/>iS,„      4-/?.S,„_,-r/J;,S,„_2-+-.  .  .-h/?„,_|S2H-/?„,S,  --0 

^/H-(-2  4~  Pi  ^m  +  l  H~  P2  ^in        ~4  /J:t?/„  — 1  -r-  .  .  .  -+-  p,„  —  i  03  -+-  pni  ^2  — 


La  première  des  formules  (lî)  donne  S„,,  puisqu'on  connaît 
les  autres  sommes  par  les  formules  (A);  la  deuxième  donne 
ensuite  S„î4.i;  la  troisième,  S„,+2>  etc. 

On  peut  remanjuer  que  les  sommes  S,,  S,,  S3,   . .  .,  S„,_,, 
S„,,  S„,+i,  S„,^.2>  •••'  'le  renferment  dans  leurs  expressions 
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aucuns  dénominateurs  (autres  que  ceux  que  les  coefficienls 
de  l'équation  donnée  peuvent  contenir),  puisque  les  dillé- 
rentes  inconnues  ont  toutes  pour  coefficient  l'unité.  De  plus, 
chaque  somme  est  une  fonction  entière  des  coefficients  de 
l'équation,  de  même  degré  (|ue  son  indice,  de  sorte  que,  si 
ces  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  les  difl'érenles 
sommes  sont  elles-mêmes  des  nombres  entiers. 

Les  formules  (A)  et  (B)  ont  été  données  par  Xewto.n.  Il  est 
clair  que  l'on  peut  indifféremment,  à  l'aide  de  ces  formules, 
déterminer  les  sommes  en  fonction  des  coefficients  de  l'équa- 
tion, ou  les  coefficients  en  fonction  des  sommes  lorsqu'on 
connaît  m  de  ces  dernières. 

Si  l'on  substitue  maintenant  à  n,  tiaus  l'équation  (p;,  les 
valeurs  négatives  —  i,  —  2,  —  3,  .  . .,  on  obtiendra  une  troi- 
sième série  de  formules  qui  feront  connaître  les  sommes  des 
puissances  semblables  à  exposants  négatifs.  Ces  formules 
sont  : 

S,„_i+y;>,S,„_,-+-/?2S,„_3-h/?3S,„_j-+-.  .  .-H  mp,n-i     -+-/?„jS_i  =  0. 

S,„-2  -+-  P\  S/«-3  -i-/>2  S,„_v  +  pi  S„,_.-,  -+-...  -H  Pni-l  S-i  -h  pni  S_2  =  <'• 
S,„_3  H-  Pi  S,„_i  H-/»,  S„,_5  -f-  /r?.(  S,„_«  -h  ...  -1-  p,n-x  S_2  M-  p,„  S-:s  —  O, 

Les  autres  sommes  étant  connues,  la  première  équation  don- 
nera S_i;  la  deuxième  donnera  ensuite  S-^;  la  troisième, 
S_3,  etc.  Mais,  à  cause  du  coefficient  constant />,„, la  remarque 
faite  plus  haut  n'est  pas  applicable  à  ces  nouvelles  sommes. 
[Au  lieu  d'employer  les  formules  (B'),  on  pourrait  changer 

,,  ,         .  ,  I  .     . 

simplement  dans  1  équation  proposée  .;  en  -  (nous  insiste- 
rons plus  loin  sur  cette  transformation)  et  continuer  alors  à 
se  servir  des  groupes  de  formules  (A)  et  (B);  caries  puis- 
sances positives  de  -  sont  les  puissances  négatives  de  .;.] 

Remarque.  —  Lorsqu'on  a  une  fonction  symétrique  homo- 
gène des  coefficients  />,,  p^,  Pi,  ..-,  le  nombre  de  facteurs 
contenus  dans  chaque  terme  est  Vordre  de  la  fonction.  Si  la 
fonction  n'est  pas  homogène,  son  ordre  est  l'ordre  le  plus 
élevé  parmi  ceux  de  ses  différents  termes. 

Dans  les  fonctions  symétriciues  homogènes  que  nous  venons 
de  considérer,  tous  les  termes  ont  le  même  poids,  et  ce  poids 
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est  celui  de  la  ronciioii.  Le  poids  d'un  terme  est  la  sommr 
des  indices  des  fadeurs  qui  y  enlrenl.  Ainsi  le  |)oids  du 
terme  PipîP^  est  i  -i-  •?  +  3.  Le  poids  du  terme 

PxPlpl      ou      p^p■lplP^p^p, 

est  1  +  2X2  +  3x3.  D'une  manière  générale,  le  poids  «lu 
terme/?^/>f/>|  est  donc  a  +  s^  +  Sy,  et  son  ordi-e  est  i3c  +  ;3  +  7. 
II  est  clair,  d'après  les  formules  précédemment  établies, 
que,  par  rapport  aux  coefficienls  de  l'équation  donnée,  le 
poids  de  S,  est  égal  à  i,  celui  de  83  égal  à  2,  celui  de  S:j  égal 
à  3,  et,  d'une  manière  générale,  celui  de  S„,  égal  à  m. 


Autre  procédé  fondé  sur  remploi  des  séries. 

lOiL  Pour  arriver  aux  mêmes  résultats,  on  peut  suivre  un 
autre  procédé  où  une  simple  division  algébrique  suffit. 
Reprenons  l'équation  (3)  du  n°  1040  mise  sous  celle  forme  : 

Z'  I  1  I  I  I 

L        z  —  a        z  —  b        z  —  c  ;;  —  k        z  —  / 

Si  l'on  effectue  la  division  de  1  par  5  —  a,  on  trouve 

,    ^  \  \         a         a-        a^ 

(2)  __     — 7  +  ^  +  Ti+;:t+---' 

II  est  clair  (SQL)  que  la  série  du  second  membre  est  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  supé- 
rieur à  celui  de  «;  car  on  peut  alors  appliquer  à  la  série  des 
modules  de  ses  termes  le  théorème  du  n°  371. 

Si,  dans  la  relation  (2),  on  remplace  successivement  a  par 
les  m  —  I  autres  racines  b,  c,  ....  A,  /,  et  qu'on  ajoute  en- 
suite membre  à  membre  tous  les  résultats  obtenus,  il  viendra 
évidemment,  en  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  le 
numéro  précédent, 

Z'  _  m    ,    ^1    ,    S,    ,    S,       Si 

yo)  ''A  ^   z        z- ^  z-^  ~  V^  ~^  ^^      

Ainsi,  en  divisant  Z'  par  Z  et  en  remarquant  que  m  =  So,  on 
voit  que  les  sommes  successives  des  puissances  semblables 
positii'es  des  racines  de  l'équation  Z  =:  o  sont  les  coefficients 
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(le  -  •>    .,  )     ,•  •  •    )  OU  de  z'\  z^^-,  :■-'%  .  .  .,  dans  le  quotient  de 

la  division  du  polynôme  dérivé  Z'  par  le  polynôme  Z. 

Bien  que  le  calcul  n'offre  aucune  difficulté,  on  peut,  pour 
éviter  les  exposants  négatifs  ,  multiplier  d'abord  les  deux 
membres  de  la  relation  (3)  par  z;  ce  qui  donne 

z/J  s,       S.,      S,      s. 

(  3  bis  )  -y-   ~  "^  ^  —    -^  tI   '^  ~~3  ~^  Ti  ^^  ■  ■  ■'' 

puis,  clianiçer  ensuite  r  en  -•  Le  premier  membre  de  l'éga- 
'  it 

lité  précédente  deviendra  -jy  >  Ui  et  L  étant  des  fonctions  en- 
tières de  1/,  et  l'on  aura 

(4  )  yr  =  m  H-  Si  w  -+-  S,  n-  —  S^  ir  -I-  S4  »'  -t-  .  .  . . 

En  effectuant  la  division  des  deux  polynômes  U,  et  U,  ordon- 
nés suivant  les  puissances  croissantes  de  a,  les  coefficients  du 
quotient  ordonné  de  même  représenteront  les  sommes  So,  S,, 
So,  S:j,  .  .  .,  indéfiniment. 

On  peut  trouver  d'une  manière  analogue  les  sommes  S_,, 
S_2,  S„;i,  . . .  des  puissances  semblables  négatives  des  ra- 
cines de  Z  =  o. 

Posons 

I  r 


et  etfectuons  la  division  de  i  par  a  —  ::.  Nous  aurons 

1  :;         ^-         z' 

-  -h  --,+     -..  H r  -H. 

a        a-        rr'        a* 


11  est  clair  que  la  série  du  second  membre  est  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  inférieur  à 
celui  de  a.  On  aura  donc  évidemment,  en  remplaçant  succes- 
sivement a  dans  la  relation  précédente  par  les  m  —  i  autres 
racines  et  en  se  reportant  à  l'équation  {\), 

(5)  -|^=S_i-i-S_,3  4-S_:,,^=+S_i;^  +  .... 

Il  suffira  donc  encore  d'effectuer  la  division  des  deux  poly- 
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iiùnios  — z  el  Z  ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes 
(lo  z.  Les  coefficients  du  quotient  ordonné  de  même  repré- 
sent(M-onl  les  sommes  S_,,  S_2,  S_3,  S_;,  . .  .  indéfiniment. 

On  doit  avoir  soin  d'ailleurs  de  rélablii'  dans  les  (luotients 
trouvés  les  termes  manquants  en  leur  donnant  le  coeffi- 
cienl  G. 

lOii.  iîxKMPLE.  —  Un  exemple  très  simple  ne  sera  pas  inutile.  Pre- 
nons léqualion  classique 

i.p  premier  membre  de  Féqualion  (3  bis)  du  n"  10-41  devient  ici 

-■'-  72-+-  7 
<'.han2:eonii  dans  cette  expression  z  en  -•  Son-  aurons 


i( 

I 

//3 

7  _^  _ 

u 

ou,  en  multipliant  les  deux  termes  par  u^  en  ayant  soin  de  les  ordonner 
suivant  les  puissances  croissantes  de  //, 

U,  3   -7«- 


U  \  ~  ■]  H-^ -^-  -  11'^ 

Kn  eiiectuant  la  division,  on  trouve  pour  quolienl 

3  H-  o .  //  '-■-    1 4  u-  —      2 1  //^  -r-      ()8  ir  —       24  5  «^ 

—  833«"--  iioiM'-f-  7546«s—  ■xi<!S'i%iâ -v- 

^w  a  donc,  dans  ce  cas. 

So—  ■).  Si=0,  S.2=li.         S:t-         -21.  s.  =  98,  85=  —  245, 

Se  =833,         8:  =  — 24ot,         S8=754ô,         8,  =  — 22()38 

Pour  les  sommes  de  [)uissances  négatives,  on  considérera  lexprcs- 
sion 

Z'        7-332 


Z        7  —  7  '  "^  ■•■' 
En  effectuant  la  division,  on  trouve  pour  quotient 

'  "^  ^  ~^  7  "'  ^  7  "  "^  7  ^*       49  '     '    -/        49 
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On  a  donc,  dans  ce  cas, 

î  .3  .  .> 

/  7  7 

49  7  -4  9 

On  peut  vérifier  ces  dernières  valeurs  à  l'aide  des  formules  (B'i  du 
n"  1040,  combinées  avec  les  résultats  précédents. 

Fonctions  symétriques  d'ordres  supérieurs  des  racines 
d'une  équation  algébrique. 

1043.  Soient  toujours  l'équation  du  m''-""'  degré  Z  =  o  et  ses 
racines  a,  b,  c,  .  .  . ,  k,  l. 

Proposons-nous  de  calculer  les  fonctions  symétriques  doni 
chaque  terme  contient  deux  racines,  c'est-à-dire  les  fonctions 
symétriques  doubles. 

En  supposant  d'abord  les  exposants  des  deux  lettres  ditîé- 
renls,  chaque  terme  sera  de  la  forme  a^b^,  et  nous  représen- 
terons ces  fonctions  symétriques  doubles  par  la  notation 

Cela  posé,  considérons  le  produit  des  ileux  fonctions  symé- 
triques simples  correspondantes,  c'est-à-dire  (1040)  le  produit 
de  Sa  par  Sp. 
Comme  on  a 

Sa  =  ««+  ^a  4-  c*  --  .  .  .  -h  k^  -+-  l^, 

Sp  =  a? -i- ^»P -h  c? -V .  .  . -- A-? -^ /^ 

il  est  clair  ([ue  le  produit  S^S^  comprend  deux  sortes  de 
termes  :  des  termes  tels  que  a''^?  pour  toutes  les  racines,  el 
des  termes  tels  que  a^b?  pour  toutes  les  combinaisons  deux 
à  deux  des  puissances  a  et  [3  des  racines.  On  a  donc  précisé- 
ment 

SaS^  =:Sa+,3-Hi«''/>^ 

<l'où 

(i)  2a«Z/P=SaSp-Sa^^. 

Si  les  exposants  a  et  |3  deviennent  égaux,  on  voit  que  le  terme 
n'^b?  ne  diffère  plus  du  terme  a<^b'^,  c'est-à-dire  que  les 
termes  de  la'-^bf'  devenant  égaux  deux  à  deux,  on  doit  rem- 
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placer  2i (7^ /m^  par  ■^.la'^l/'-.  On  a,  [lac  suite,  dans  celle  liypn- 
llièse, 

(1  bis)  ^''^A^=i[(Sa)^-S,a]. 

lOH.  Passons  aux  fonclions  symélriques  dont  chaque  leiiin- 
contient  trois  racines,  c'est-à-dire  aux  fonctions  symétrique- 
triples. 

En  supposant  d'aijord  les  exposants  des  trois  lettres  ditlc- 
rents,  chaque  terme  sera  de  la  forme  a'^h?cy,  et  nous  repré- 
senterons ces  fonclions  symétriques  triples  par  la  notation 

On  a  d'ailleurs 

Sp  =  ^P  -1-  ^^f»  -H  C?  --  .  .  .  +  /P  -4-  /P, 
Sy  =  «T  +  //.'  +  CT  -^  .  .  .  +  Aï  +  /Y. 

et,  si  l'on  multiplie  ses  trois  sommes  entre  elles,  le  produit 
comprend  évidemment  cinq  sortes  de  termes  :  des  termes  de 
la  forme  a*+P+V;  des  termes  de  la  forme  a'^-*-^by;  des  termes 
de  la  forme  a*-^ï^P;  des  termes  de  la  forme  a^-^-^b^;  et,  enfin, 
des  termes  de  la  forme  a^b'^cy,  sans  qu'aucune  autre  combi- 
naison puisse  se  présenter.  Il  vient  donc,  d'après  les  notations 
adoptées, 

SaSpSy  =  S^c^^i^y-^  la^+PZ^r-^  ia«+ï6P 
Mais  la  formule  (i)  du  numéro  précédent  donne 

ia^+TZ^P^:  Sa+yS|3—  Sa+jï+y. 

On  a  donc,  finalement,  la  formule  suivante  pour  les  fonc- 
tions symétriques  triples  : 

('0    ia«Z>!^cV  =  SaS^Sy— Sx+^Sy— Sa4-ySp— Sp+ySa4-2Sa+p+y.. 

Lorsque  deux  des  exposants  y.  et  ;3  deviennent  égaux,  le  terme 
(7*^Pcï  ne  diffère  plus  du  terme  a'^b'^c^,  de  sorte  que,  les 
termes  de  ia^ôPcY  devenant  égaux  deux  à  deux,  on  doit  rem- 
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placer  la^b'^c^  par  ila'^b'^c^.  On  a  alors 

1^  bis)     ia^Z^^cT-^KSISy—  S,-,.Sv—  2Sa+-ySa+2S,a+Y)- 

Lorsque  les  trois  exposants  a,  (3,  y  deviennent  égaux,  les  six^ 
lerines  qui  correspondent  aux  permutations  des  trois  lettres 
II.  b,  c,  sans  toucher  aux  exposants  (218),  deviennent  eux- 
mêmes  identiques.  On  doit  donc  remplacer,  dans  ce  cas, 
Irt^b^ci  par  62a^&«c«.  On  a  alors 

i'.ter)  i;«^6«c^  =  |(Si-3S,aS.^-t-2S30- 

lOio.  On  continuera  de  la  même  manière  pour  calculer  les 
lonctions  symétriques  quadruples,  quintuples,  etc. 

U  est  clair  que  si,  ayant  calculé  l'expression  de  la  fonction 
symétrique  du  n'^™*  ordre,  k  exposants  deviennent  égaux  entre 
eux  parmi  les  n  exposants  considérés,  il  faut  diviser  l'expres- 
sion primitive,  modifiée  en  vertu  de  la  même  hypothèse,  par 
k'  produit  k\  (217). 

10i6.  On  conclut  de  ce  qui  précède  une  importante  pro- 
position. 

Puisque  les  fonctions  symétriques  des  différents  ordres  dé- 
pendent toujours  de  celles  du  premier  ordre,  toute  fonction 
syniétrique,  entière  et  homogène,  des  racines  d' une  équation 
algébrique,  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de 
l'équation  (1040).  //  en  est  donc  de  même,  d'après  les  expli- 
cations données  au  n"  1039,  de  toute  fonction  symétrique  et 
rationnelle  des  racines. 

Remarque.  —  D'après  ce  qui  précède  (  lOiO,  Remarque)  et 
d'après  les  formules  qu'on  vient  d'obtenir  (10i3,  10i4),  on 
voit  que  le  poids  d'une  fonction  symétrique  double,  telle  que 
'La'^b^,  est  égal  à  a  -i-  (3,  et  que  cette  fonction  est  du  deuxième 
ordre,  puisqu'il  n'entre  que  deux  facteurs  dans  chaque  terme. 
Ue  même,  le  poids  d'une  fonction  symétrique  triple,  telle  que 
'La'^b^c^,  est  égal  à  a  -f-  [3  -t-  y,  et  cette  fonction  est  du  troi- 
sième ordre. . .. 

Ainsi  le  poids  d'une  fonction  symétrique  de  degré  [j.  des 
racines  d'une  équation  algébrique  est  précisément  égal  à  f/, 
par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation,  parce  que,  d'une 
manière  générale,  S,„  est  de  poids  m  par  rapport  à  ces  mêmes 
coefficients. 
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M  I  on  a  à  considérer,  par  exemple,  la  fonction  symélrin,.,. 
a  (b-cy,  elle  est  du  deuxième  ordre  et  son  poids  est 
Kile  ne  renfermera  donc  (1040)  que  des  termes  en  p,p,  en  / 
'M  en  /;,,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  les  coefficienls  nn- 
meriques  de  ces  termes. 


Méthode  de  Cauchy. 

1047.  .Nous  croyons  devoir  exposer  encore,  sur  le  sujet  qi, 
nous  occupe,  la  méthode  si  ingénieuse  donnée  par  Cauc, 
dans  ses  Anciens  exercices  de  MaihémaUques,  et  qui  perm.i 
de  trouver  directement  une  fonction  symétrique  et  entier.- 
quelconque  des  racines  d'une  équation.  Cette  méthode  remar- 
quable repose  sur  une  proposition  préliminaire  que  nous  al- 
lons développer. 

1048.  Soient  toujours  l'équation  algébrique  du  /«i^--  degré 

et  a,  h,  c,  .  .  .,  /,-,  /  ses  racines. 

Désignons  par  i  une  fonction  symétrique  et  entière  de  ces 
m  racines. 

Admettons  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  ait  éliminé 
de  1  expression  de  1.  toutes  les  racines,  sauf  la  première  a.  On 
pourra  alors,  en  ordonnant  I  par  rapport  à  ^.  la  mettre  sous 
la  lorme 

No,  N,,  Xa,  •  •  -,  \„  étant  des  coefficienls  composés  rationnel- 
lement (104G)  avec  ceux  de  l'équation  Z  =  o. 

En  substituant  a  à  la  place  de  x;  dans  cette  équation,  ilvieni 
en  appelant  A  le  résultat  de  la  substitution, 

Le  lemme  qu'il  s'agit  d'établir  est  alors  celui-ci  : 

Si  l'on  divise  l'expression  {2)  de  1  par  la  valeur  (3)  de  \ 

le  reste  de  cette  division  est  indépendant  de  a  et  représente 

précisément  la  valeur  de  1. 

En  elTel,  soient  Q  le  quotieni  obtenu  et  R  le  reste.  On  a 
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iileiiliquemenl 

Mais,  puisque  a  est  racine  de  l'équation  (i),  on  a  nccessaire- 
ment  A  =  o  et,  par  suite, 

i  =  R. 

D'ailleurs,  le  reste  1»  est  au  plus  tlu  degré  m  —  i  par  lapporl 
à  (7,  puisque  le  diviseur  A  est  du  degré  m  par  rapport  à  la 
même  lettre.  On  peut  donc  poser 

R  =  3  =  aa'"-'  -f-  ,3  a'"--  -h  y  a'"-'^  —  ...  -f-  v «  -4-  p. 

Mais,  si,  au  lieu  de  conserver  dans  i  la  première  racine  a,  on 
avait  conservé  l'une  quelconque  des  autres  racines  b,  c,  . .  ., 
/.-,  l  de  l'équation  considérée,  il  est  clair  que,  puisque  i  est 
une  fonction  symétrique  de  ses  m  racines,  on  serait  parvenu 
aux  mêmes  valeurs  pour  les  coefficients  y.,  5,  y,  ....  v,  o,  et 
que  le  seul  changement  eût  été  la  substitution  à  la  place  de 
a  de  la  nouvelle  racine  choisie. 
On  voit  par  là  que  l'équation 

1  ^=  y.z'"-^-^  ,3g'"---4-  yz"'-^~\-  .  .  .-hvz  -h  p 
ou 

(4;        ac'"-'  +  ;3^'"-2+ys'«-^*  +  ..  .^vz^{p  —  l)  =  o 

doit  être  satisfaite  par  les  m  valeurs  de  z  égales  aux  m  racines 
de  l'équation  (i  ).  L'équation  (4)  étant  du  degré  m  —  i  est  alors 
identiquement  nulle,  c'est-à-dire  qu'elle  a  tous  ses  coefficients 
égaux  à  zéro  (1022).  Il  en  résulte  a  =  o,  3  =r  o,  y  :=^  o,  .... 
V  =  o,  et 

(5)  l  =  p: 

ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  les  racines  a,  ù, 
c,  . .  .,  /.,  /,  différentes  les  unes  des  autres;  mais  la  proposi- 
tion subsiste  à  la  limite,  lorsque  quelques-unes  deviennenl 
égales  entre  elles,  puisque  cette  proposition  demeure  vraie 
lorsque  ces  mêmes  racines  présentent  entre  elles  des  diffé- 
rences aussi  petites  qu'on  voudia. 

lOiO.  Venons  maintenant  à  la  méthode  de  Cauchy.  Les 
notations  restant  les  mêmes,  divisons  Z  par  z~a;  puis,  le 
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quotient    obtenu   Z,  par  z~h;  le   nouveau  (|uulienl  Z,  p. m 
-  —  c;  et,  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  nous  parvenions  à  m, 
quotient  Z,„_,  du  premier  degré,  qui  ne  contiendra  plus  qn.. 
le  facteur  premier  ::  —  /  (1017). 
Considérons  alors  les  m  équations 

(.)        Z==o,         Z,^o.         Z,-o Z„,_,-.o. 

La  première,  qui  est  l'équation  proposée,  a  pour  raciii. 
o,  b,  c,  . .  .,  A-,  /.  La  deuxième,  dont  on  calculera  le  premi( 
membre  Z,  par  la  règle  indiquée  (102'*),  a  pour  racines  b,c,.... 
/.,  /,  et  ses  coefficients,  d'après  celte  règle,  sont  exprim<- 
sous  forme  entière  en  fonction  de  la  première  racine  a  ci 
des  coefficients  de  Z;  la  troisième  a  pour  racines  c,  .  .  .,  X,  /. 
et  ses  coefficients  sont  de  même  exprimés  sous  forme  en- 
tière en  fonction  de  la  deuxième  racine  b  et  des  coefficieni^ 
de  Z,,  c'est-à-dire  en  fonction  des  deux  premières  racines  <i 
et  b  et  des  coefficients  de  Z;  ....  D'une  manière  générale, 
les  coefficients  de  l'une  quelconque  des  m  équations  consi- 
dérées sont  exprimés  sous  forme  entière  en  fonction  de^ 
coefficients  de  la  première  et  des  racines  qui  ne  satisfont 
plus  à  l'équation  à  laquelle  on  est  parvenu  ou  des  racino 
supprimées  jusque-là. 

Dans  ces  conditions,  désignons  par  A,  B,  C,  .  . .,  K,  L,  le> 
valeurs  des  premiers  membres  des  m  équations  (i),  lors- 
qu'on y  substitue  respectivement  à  la  place  de  s  les  m  racino 
a,  b,  c,  . . .,  k,  l.  Nous  aurons  nécessairement 

(2)       A-=:0,         B=:0,  C^o K=<..  L  =- O. 

La  fonction  symétrique  et  rationnelle  1  dont  nous  voulons 
trouver  la  valeur  indépendamment  des  racines  de  Z  =  o  est 
fonction  symétrique  des  racines  de  cette  équation,  aussi  bien 
que  des  racines  des  autres  équations  (i);  ce  qui  va  nous  per- 
mettre d'éliminer  successivement  de  l'expression  de  I  les  m 
racines  a,  b,  c,  ...,  k,  l,  en  nous  fondant  toujours  sur  la 
proposition  du  n°  lOiS. 

Nous  commencerons  par  éliminer  la  dernière  racine  l  o\, 
pour  cela,  nous  n'aurons  qu'à  résoudre  l'équation  du  premier 
degré  L=ro,  qui  nous  donnera  la  valeur  de  /  à  substituer 
dans  1.  II  est  préférable,  pour  opérer  toujours  de  même, 
d'ordonner  1  par  rapport  à  /  et  d'effectuer  ensuite  sa  division 
par  L  :  le  reste  obtenu  sera  i  débarrassé  de  /. 
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En  legardanl  à  présent  la  valeur  de  1  comme  une  fonction 
symétrique  des  deux  racines  k  et  /,  dont  la  dernière  est  éli- 
minée, et  en  ordonnant  cette  valeur  par  rapport  à  k,  on  divi- 
sera i  par  k,  et  le  reste  obtenu  sera  la  valeur  de  -  débar- 
rassée de  A  et,  par  conséquent,  de  k  et  de  /. 

En  continuant  successivement  de  la  même  manière,  on 
parviendra  à  une  valeur  de  1  qui  ne  contiendra  plus  que  a. 
On  l'ordonnera  par  rapport  à  a,  on  la  divisera  par  A,  et  le 
reste  obtenu  sera  la  valeur  de  1  qu'on  voulait  trouver,  dé- 
barrassée de  toutes  les  racines  a,  b,c,  .  . .,  A,  /,  et  exprimée 
seulement  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  pro- 
posée. 

1050.  Le  premier  terme  de  cbaque  polynôme  diviseur 
ayant  pour  coefficient  l'unité,  les  divisions  n'introduiront  par 
elles-mêmes  aucun  dénominateur.  Il  en  résulte  que  les  diffé- 
rents restes  ne  pourront  renfermer  d'autres  dénominateurs 
que  ceux  qui  se  trouvent  dans  les  coefficients  mêmes  de  l'é- 
quation considérée. 

ï.  est  donc  nécessairement  une  fonction  symétrique  et  ra- 
tionnelle de  ces  coefficients  ;  et,  si  ces  mêmes  coefficients  sont 
entiers,  la  valeur  définitive  de  i  est  elle-même  un  nombre 
entier. 

Cette  remarquable  propriété  est  la  généralisation  ou  l'ex- 
tension de  celle  énoncée  au  n"  lO'j-6.  Cette  extension  découle 
immédiatement  de  la  métliode  de  Cauchy,  tandis  que  la  mé- 
thode de  Newton  ne  peut  y  conduire  directement. 

Application. 

1051.  Proposons-nous  de  déterminer  par  la  méthode  pré- 
cédente (lOW)  la  fonction  symétrique  qui  représente  le  pro- 
duit des  carrés  des  différences  des  racines  d'une  équation 
donnée,  prises  deux  à  deux. 

En  conservant  toujours  les  mêmes  notations,  nous  aurons 

en  même  temps  que,  pour  l'inconnue  cherchée, 

\  l:^{a  —  by-{a  —  cf-{a  —  d)- .  .  . 

^'  ^"^      i      x{h-c)Hb-dr...^k-if. 
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Kn  appliqiioiit  la  règle  du  ti"  102V,  formons  l'équation 

Z 


Z, 


G. 


Nous  aurons 

(2)     Zi=c'«-'+a 

-III- 

~-  î-  r<- 

+  th 

-h  Pi  Cl 

et  la  inènic  fonction  symétrique  pour  l'équation  {:>.)  sera 

{'ibis)  l,  —  {b  —  cy-{b  —  d)\..{k~-  lyK 

On  aura  donc 

(3  )  1  =  (a  —  b  )Ha  —  cf  {a  —  df .  .  .  {a  —  l)'  i,. 

D'autre  part,  la  formule  (3)  du  n°  1040  donne,  pour  la  dé- 
rivée Z'  du  polynôme  Z, 

Z 


7J  = 


Z 


Z 


Z 


/ 


Four  5  =  a,  on  a,  par  hypothèse,  Z:=o.  Donc,  pour  celle 
même  valeur,  Z'  se  réduit  à  la  t>/aie  valeur  àe  son  premier 
terme  (706).  Comme  on  a,  d'une  manière  générale  (935), 


Z'=  inz'"-^ 
et  (1017) 


(tn 


l)/^,3'""-M-  (/?i  —  ■2)PiZ' 


Z 


6)(c-c-)(- 


^/) 


(.--/), 


on  voit  que  l'hypothèse  ^  =  «  conduit  à  l'idenlité 

{a  ^-  b)  {a  —  c)  {a  ~  d)  .  .  .  {a  —  l)  z=i  X^, 

en  désignant  ainsi  le  résultat  de  la  substitution  de  a  à  la 
place  de  z  dans  la  valeur  générale  de  Z'. 
On  parvient  donc  finalement  à  la  formule 


('t.'     --[/"«' 


\)p,o' 


(ni  —  ■>.)p.2a' 


-.]' 


Il  en  résulte  que,  si  l'on  peut  calculer  la  fonction  synié- 
(rique  dont  il  s'agit  pour  une  équation  d'un  certain  degré, 
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on  aura  immédiatement  sa  valeur  pour  une  équatioti  de 
degré  supérieur  d'une  unité. 

En  elîet,  si  l'on  admet  qu'on  sache  exprimer  lii  en  fonction 
des  coefficients  de  l'équation  (2),  c'est-à-dire  en  fonction 
de  a  et  des  coefficients  de  l'équation  (i),  on  voit  que,  par  la 
formule  (4),  ^  sera  exprimée  de  la  même  manière.  Par  suite, 
en  l'ordonnant  par  rapport  à  a  et  en  la  divisant  par  Z,,  ou 
par  A  (10i9),  le  reste  de  la  division  ainsi  effectuée  repré- 
sentera la  valeur  de  1  débarrassée  de  toutes  les  racines  et  en 
fonction  des  seuls  coefficients  de  la  proposée. 

Or  on  peut  calculer  immédiatement  le  produit  des  carrés 
des  différences  des  racines  pour  une  équation  du  second 
degré.  On  passera  donc  de  là  à  la  même  fonction  symétrique 
pour  l'équation  du  troisième  degré,  puis  pour  celle  du  qua- 
trième degré,  et  ainsi  de  suite. 

IO/):2.  Soil  l'cquation  du  second  degré 

Zi-^pz^q  =0. 
dont  ks  racines  sont  a  et  (/.  Nous  aurons 

(a  —  Ij)-  =  f(- —  if^ih  —  b-  —  {a  -^  ù)- —  \(fù. 
.Mais  (103G) 


Il  en  résulte 


a  -^  b  =  —  p         et         ah  =  q. 
(  a  —  /;  )2  =  p2  —  4  q. 


10o3.  Nous  pouvons  maintenant  considérer  léqualion   complète   du 
troisième  degré  sous  la  forme 

Z  =  z^^-  pz^-T-  (/  z  -T-  /■  =  0, 

en  désignant  ses  trois  racines  par  a,  b,  c. 
Nous  poserons,  d'après  ce  qui  précède  (^  lOol  1, 

S   —{a~b)-(a — c}-{b  —  c)-. 

I.,^(b-cf, 

S    =  (rt  —  by^ia  —  C)2Z,. 

S,  répond  à  l'équation  du  second  degré 

Z  ,  i  , 


a  1  s  -:-  a- 

p   '      -^p^ 

i      -7 
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On  ;i  donc  immédiatement  (  1052) 

Zi  =  (y/  -h  p)^  —  4(fi^-T- pu  -i-  fj  )  —.  —  i a^  —  ipa  -^ p^  —  4  7- 
On  a  ensuite  (  1031),  daprcs  la  valenr  iJc  la  dérivée  Z'  pour  z  - 

(a  —  b)  (a  —  6')  =  3u'-+-  7.pa  -h  q. 
Il  \ienl  donc 
'^  =  {—Za-—  i.pa  -\-  p^  —  /^(/\  [ 3  a-  -(-  ipa  —  7  ]- 


-«« 

—  5'tpa^—  ijp^ 

1  a^-     \p^ 

«3—    :\p* 

(1--+-     \p'^q 

-547 

1       -  Ti-Pf] 

—  i8/>2  7 

-iSpq'- 

Nous  devons  diviser  celte  valeur  de  ^  par  Z„  =  A  =  «^  -h  pa-  -r-  qa  —  /• 
(1031),  et  le  reste  de  la  division  sera  la  valeur  même  de  2  débarrassée 
des  trois  racines  «,  ^,  c.  En  effectuant,  on  trouve  pour  quotient 


l'ycfi  —  KP^'-  —  -^7  7''' 


i/j-i 


\%pq 


Le  reste  est 


il  =  p-  7-  —  47^ —  47''^'"  -t-  iSpqr  —  27 /"2. 

Nous  remarquerons,  et  nous  y  reviendrons  plus  tard,  que  si  l'on 
voulait  former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  carrés  des  différences 
des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 

z'^  -7-  ])z---  (jz  -.-  r  =  o, 

—  X  serait  précisément  (1036)  le  dernier  terme  ou  le  terme  constant 
du  premier  membre  de  l'équation  cherchée. 


ALGEBRE    SUPERIEURE. 


CHAPITRE  IV. 

TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS  DANS  LES  CAS  LES  PLUS 
SIMPLES  ET  LES  PLUS  USUELS.  —  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 
RÉCIPROQUES. 


But  qu'on  se  propose  dans  la  transformation  des  équations. 

1054.  Le  problème  à  résoudre  est  celui-ci  : 
On  donne  une  équation 

(0  9(:;)  =  o, 

et  il  s'agit  d'en  déduire  une  nou\'elle  équation,  transformée  de 
la  première,  dont  les  racines  aient  avec  celles  de  la  proposée 
une  relation  déterminée. 

L'hypothèse  la  plus  simple  est  de  supposer  que  chaque  ra- 
cine de  la  transformée  doit  être  exprimée  par  une  fonction 
rationnelle  de  la  racine  correspondante  de  la  proposée.  En 
désignant  par  u  les  racines  de  la  transformée,  par/(::)  ot 
F(^)  deux  fonctions  entières  de  z,  on  aura  alors 

Si  l'équation  (i)  est  de  degré  m,  elle  admettra  m  racines;  à 
chacune  de  ces  racines  correspondra  une  valeur  de  u,  et  une 
seule.  La  transformée  sera,  par  conséquent,  dans  l'hypothèse 
indiquée^  du  même  degré  que  la  proposée. 

Nous  nous  bornerons,  dans  ce  Chapitre,  au  cas  particulier  où 
les  deux  polynômes /(s)  et  F(5)  sont  du  premier  degré,  et 
nous  examinerons  toutes  les  transformations  usuelles  qui  y 
sont  comprises. 
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2  '>.  0  A  i.f ;  i-:  ij  K  E  s  u  p  i';  Il  1 1 ■;  i.  ri.. 

lOo.").   Dans  ce  eus  particiilici ,  on  a 


('^ 


a'z^h'' 


a,  h,  a',  b',  étant  des  conslanles  données.  On  en  lire,  en  résol- 
vant par  rapport  à  z, 

o.  )  s  = j— 

a  —  an 

et,   si   l'on  substitue  cette  valeur  ilans  léqualion   |)roposéc 
cp(;)  =  G,  il  vient,  pour  la  transformée  cherchée. 


3,  'f(^^^^)  = 

^  \a  —  au/ 


En  cliassant  les  dénominateurs,  on  ramènera  celle  équation 
à  la  l'oime  ordinaire 

(3  fus)  '|(«)  =  o, 

et  l(^  piohlème  sera  résolu. 

1056.  Il  est  évident  que  la  transformation  linéaire  exprimée 
parla  formule  (i)  du  numéro  précédent  répond  à  la  succes- 
sion de  transformations  plus  simples. 

En  effet,  si  a'  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire  daborti,  en  di\i- 
sanl  par  a'  les  deux  termes  de  la  valeur  de  u. 


a 
a' 

h 

z   -\ ; 

a 

= 

h'    ' 
a 

|»ni<,  en  ('(fecliutnl  la  division, 

ba'  —  ah' 

a  ""^ 

(  I  his  ]  «  =z  — 


a  _        1^ 

a' 


Il  est  clair  que,  si  l'on  pose  maintenani 


a 

"  =  -+;? 

^1 

_  ha'- 

-  ah' 

_   

a' 


ALGEBUK    SUPERIEURE. 


il  suffira  d'éliminer  z^,  z.y,  z^  entre  ces  quatre  équations  pour 
retrouver  la  relation  primitive  (i  bis)  ou  (i). 
Si  a'  est  nul,  on  a  simplement 

az  ^  b         a  b 


b'  b'      ■    b' 

de  sorte  que  la  formule  résulte  alors  de  l'élimination  de  r, 
entre  les  deux  équations 

—  ^  _  A 

En  résumé,  la  transformation  linéaire  générale  re\ient  à  la 
combinaison  de  transformations  plus  simples  représentées,  eii 
laissant  les  symboles  de  côté,  par  les  formules 

U  :=  /{  Z,  «  =  -  ,  1/  z=  z  -h  /i . 

Nous  allons  donc  nous  occuper  directement  de  ces  transfor- 
mations élémentaires,  dont  l'emploi  est  très  fréquent  et  qu'il 
est  indispensable  de  connaître. 

Multiplier  les  racines  d'une  équation  donnée  par  une  quantité 
constante. 

lOoT.  Soit  l'équation  quelconcjue  du  /?«»^""=  degré  o{z)  =1;. 
On  peut  toujours  supposer  que  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  z  dans  9(5)  a  été  rendu  égal  à  l'unité,  puisqu'on 
n'a,  pour  remplir  cette  condition,  qu'à  diviser  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  par  le  coefficient  de  z'".  On  a  donc 

(  I  )        Oiz)  =  z'"  +/>,  z'"-'  -  p,Z"'-'  +  .  .  .^p,n-i  Z  -+-  p„  =  U. 

La  transformée  en  u  doit  avoir  pour  racines  celles  de  la  pro- 
posée, multipliées  par  la  quantité  constante  k  [on  doit  sup- 
poser alors  6  =:  o,  «'^=  o,  ^'=:  i  et  rt  =:  A,  dans  la  formule  (1) 
du  11°  IOjo].  Nous  aurons  donc 

u  =z  hZ  cl  z  :=z   -  ■, 

de  sorte  que  l'équation  de  hi  transformée  sera 
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011,  en  coiiseiKaitt  le  me  nie  symbole  pour  les  nouvelles  racine 


(i) 


Comme  la  mulliplicalion  du  piemier  membre  d'une  équa- 
tion algébrique  par  un  facteur  constant  ne  modifie  pas  ses 
racines  (  1017),  il  sera  plus  simple  de  prendre  pour  équation 
de  la  transformée 

On  évitera  ainsi  évidemment  les  dénominateurs  qui  pro- 
viennent de  la  transformation  elle-même,  et  l'on  aura  alors, 
comme  équation  pratique  de  la  transformée,  d'après  l'équa- 
tion (i), 

(  A'"  (D  (j)  =  z"'-+-  /:pi  :'"-'  +  /c-p,z"'-^  -1-  .  .  . 

(  -hA"'-'p,„-iZ-h/c"'p,n-o. 

Lorsqu'on  veut  multiplier  les  racines  d'une  équation 

par  k,  ou  lorsqu'on  veut  obtenir  sa  transformée  en  Az,  il 
suffit  donc  de  multiplier  respectivement  les  différents  termes 
de  la  proposée  par  les  puissances  successives  X",  A"',  k-,  . .  ., 
k"^-\  A'",  de  manière  que,  dans  chaque  terme,  la  somme 
des  exposants  de  k  et  de  z  soit  toujours  égale  au  degré  m  de 
l'équation. 

Quand  on  a  trouvé  les  racines  de  la  transformée,  il  faut  les 
diviser  par  k  pour  avoir  celles  de  la  proposée. 

1058.  Le  cas  de  la  division  est  compris  dans  celui  de  la 
multiplication. 
En  effet,  diviser  les  racines  d'une  équation  par  la  quantité 

constante  k,  c'est  les  multiplier  par  j-  On  a  alors,  pour  la 


transformée  (1057), 


k  ~'  k'  " 


P'"-\  ,  pm   

A"'-'~"  ^    k'"  ""     ' 
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OU,  en  multipliant  par  k'", 

o{kz.)  =  k"'z"'  +  /.'"-' /;>i3"'-i 

+  A'"- V^,c'«--  -J-  .  .  .  +  A- /?,„_!  ;  +/j„,  =  o. 

Lorsqu'on  veut  diviser  les  racines  d'une  équation  <^{z)  =:o 
par  A,   il  faut  donc  multiplier  respectivement  les  différents 
\    termes  de  la  proposée  par  les  puissances  successives  k'",  k'"~\ 
'    k"'-\  ...,  A',  X". 

Transformée  en  —  ^. 

lOoO.  On  a  souvent  besoin  de  former  une  équation  dont  les 
I  racines  soient  celles  de  l'équation  donnée  z>{z)  =  o,  changées 
de  signes,  c'est-à-dire  multipliées  par  —  i. 

11  suffit,  pour  obtenir  cette  transformée  cp(—  :;)  =  o,  qu'on 
appelle  la  transformée  en  —  z,  de  supposer  dans  ce  qui  pré- 
cède (1057)  A-  =  — I. 

On  a,  dans  cette  hypothèse, 

(—  1)'"  o{—  z)  =  z"'  —  piz"'-^ 

^poz'"'-  -  p..z"'-'-^.  .  .qi /),„_,;  ±p,„=o. 

Si  m  est  pair,  ( — i)"  :=i,  et  le  premier  terme  de  la  trans- 
formée est  z'".  Si  m  est  impair,  (— 1)'"=: — i,  el  il  faut  (ce 
qui  est  permis)  changer  les  signes  de  tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  de  la  transformée,  pour  que  son  premier  terme 
reste  toujours  z'". 

La  règle  pratique  est  donc  celle-ci  : 

Pour  obtenir  le  premier  membre  de  la  transformée 

9! —  ;■)  =z  o, 

il  suffit  de  changer  dans  cf>{z)  les  signes  des  termes  de  degré 
impair  lorsque  m  est  pair,  et  les  signes  des  termes  de  degré 
pair  lorsque  m  est  impair  (o  est  un  nombre  pair).  De  cette 
manière,  le  premier  terme  est  toujours  :;'"  dans  la  proposée 
et  dans  la  transformée. 
Soit  l'équation 

z'  —  53-'+  3c'—  7  n:  o. 

La  transformée  en  —  z  est 

;''-l-53-'-i-3::-—  7  =  0. 
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Soil  rri|uiili()ii 

35  —  7  =^  —  ■'-  -'  -H  8  :ir  o. 

I,;i  liiuisfoniicc  en  -    ;  osl 

:■'' — ~z^-\-:iz- — 8  ru  o. 

Ramener  les  coefficients  d'une  équation  à  la  forme  entière, 
en  conservant  l'unité  comme  coefficient  du  premier  terme. 

lOoO.  (Tesl  encore  un  cas  parlicnlicr  de  la  premiùio  Irans- 
loniialion  (1057).  Il  suffit  de  l'effeclner  d'après  la  rèp:le  indi- 
(|uée,  en  laissant  le  mulliplicaleur  /.  indéterminé.  Il  ne  reste 
ensuite  qu'à  fixer  sa  valeur,  aussi  simplement  que  possible. 
pour  que  tous  les  dénominateurs  qui  entrent  dans  les  diffé- 
rents coefficùenls  de  l'équation  donnée  disparaissent. 

Soit,  par  exemple,  l'équnlion 


La  IransCormée  /. 


La  i)lus  |)etile  valeur  à  donner  à  /.  est  alors  évidemment  i4, 
on  raison  des  deux  premiers  dénominateurs  qui  sont  premiers 
entre  eux.  /.H^onliendra,  par  suite,  le  facteur  2%  et  le  dernier 
(lénominatenr  disparaîtra  a  fortiori. 
La  transformée  sera  finalement 

z'^  —   IQ  .;'-  -1-  84  r  —  3  '|3o  :rz  o, 

et  il  faiidia  diviseï'  ses  racines  par  1  \  poui'  avoir  celles  de  la 
liroposée. 

Diminuer  d'une  quantité  constante  les  racines  d'une  équation  donnée 

lOOL  Soil  l'éfpialion  quelcontjue  du  ni'""^"  degré  cp(c)r^o, 
([ue  nous  prendrons  celte  fois  sous  la  forme  plus  générale 

(I)    cp(r):     Aoc'"-   A, :;'"-■-!- A,c'"-2+...-vA,„_,5-l-A„.^o. 


1~          ~  ~ 

"4=^ 

"'9(7)-  0  est 

( 1057) 

4 
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La  iransroiiiu'e  en  '/  doil  avoir  pour  racines  celles  de  la 
|ii  oposée  diminuées  d'une  quantité  constante  h  [on  doit  alors 
-iipposer  <7  =  I,  «'i=  G,  b'r=  i  et  6  = —  h,  dans  la  formule  (i) 
ilii  n"  1055].  On  aura  donc 

u  =z  z  —  h         et         :■  =:  (f  -\-  //, 
(le  soile  que  réipialion  de  la  transformée  sera 

o  (  //  -h  /*  )  =  G 

(III,  en  conservant  le  même  symbole  jjour  les  nouvelles  la- 
cines, 

9(;H-/0  =  0. 

Eli  (léveloppanl  par  la  série  de  Taylor  (9G7)  et  en  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  de  ^  (684),  la  transformée  aura 
pour  expression 

(■>.)    ' 

f  -i-  '     ^     ^^-+.  ..H ^  .,^     '        Z."'  =  <K 

'  1.2  J  .  2  .  .i  .  .  .  //i 


Jl  reste  seulement  à  déterminer  les  coefficients  o{/i),  (p'ih), 
o"(h),  ..  ..  Pour  cela,  on  peut  diviser  par  le  binôme  3  —  A, 
d'après  la  règle  connue  (1024),  les  polynômes  9(3),  (o'{:-), 
'■i>"{z),  ....  Le  reste  auquel  on  parvient  dans  chaque  division 
est  le  résultat  de  la  substitution  de  h  à  la  place  de  ;  dans  le 
polynôme  dividende. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

ri>{z.)  =  -^.Z''—-  Z-^—  S  Z-+  OZ  —  1  =  0, 

dtjni  on  veut  diminuer  de  3  toutes  les  racines. 
On  aura,  comme  transformée, 

•  I  J  .2 

■    ?'^^(3).3  ,      ?"(3)    .,_ 

1.2.0  l  .2.6.[\ 


■>3>.  ALGÈBRE    SUPÉRIEUR!:. 

La  série  des  opéralions  esl  la  suivante 


-1-^ — -    r=   2  Z-'  —  -3"  —   \  i  Z  —  25  — î 

Z D                                                                                              Z   — ~   ô 

9'(s)        8.^— 21.-— 1 6.  4- 5           , 

16 

9"(.)        24.^-42.-16         ,         „           74 

-'-^   =  5 =24.  4-3o4 ^.. 

.  —  •>                           .  —  0                                                             .  —  0 

9'"(.)       48.-42       ,0  ,      102 

3-3     "      .-3      -^^   '    ,-3' 

9"(.)          48          2. 1.2. 3. /i 

.  —  3  "  .  —  3  ~      c  —  3 

On  a  donc 

9(3)  =  -85,         9'(3)=-.6,         9"('^)  =  7i 

9"'(3)=:I02,  ©'^(3)  =  2.  1.2.3.4. 

Par  suite,  la  transformée  cherchée  est,  en  renversant  l'ordre 
des  termes  et  en  tenant  compte  des  dénominateurs, 

9 (.  4-  3)  =  2.'  4- 173^4-  37.- —  163  —  85  =  o. 

D'une  manière  générale,  quand  on  a  les  racines  de  la  trans- 
formée, il  faut  les  augmenter  de  h  pour  avoir  celles  de  la 
proposée. 

1062.  Si  l'on  veut  augmenter  de  h  les  racines  de  la  propo- 
sée, au  lieu  de  les  diminuer  de  la  même  quantité,  il  suffit  évi- 
demment de  remplacer  h  par  —  h  dans  tout  ce  que  l'on  vient 
de  dire.  L'équation  de  la  transformée  est  immédiatement 

9(3    -/0:=9(-/0  4-'^-^-^^^. 

,    '-'■(- -^0.,  ,  ,     9"'(-/0    .,„  _.. 


I  .  2  .  3  .  .  .  «i 


Faire  disparaître  un  terme  quelconque  d'une  équation. 

1063.  Cette  question  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  pré- 
cédente. 

Supposons  qu'on  diminue  les  racines  de  l'équation  (i)  [1061 1 
d'une  quantité  fi,  que  nous  laisserons  d'abord  indéterminér. 
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La  transformée  sera  l'équation  (2)  du  même  numéro,  c'est- 
;i-tlire 

0'{h)  o"{h)      ,  (D"'(/i) 

1  i .  2  i  .2  .6  .  .  .m 

l*our  faire  disparailre  un  terme  quelconque  de  cette  trans- 
formée [sauf,  bien  entendu,  celui  qui  contient  :;  à  la  plus 
haute  puissance  et  dont  le  coefficient  est  constant  (325)],  on 
n'a  qu'à  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  ce  terme,  qui  est  une 
fonction  de  h,  et  à  trouver,  à  l'aide  de  l'équation  ainsi  obte- 
nue, la  valeur  à  donner  à  cette  indéterminée. 

Si  l'on  veut  faire  disparaître  le  terme  en  0'"-'  ou  le  deuxième 
terme  de  l'équation  quand  elle  est  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  z,  on  n'a  qu'à  poser 

oquation  du   premier   degré   en   h,  qui  ne  donnera  qu'une 
seule  valeur  pour  cette  indéterminée.  Ainsi,  il  n'y  a  qu'une 
seule  manière  de  faire  disparaître  le  deuxième  terme  d'une 
p'juation . 
Pour  faire  disparaître  le  troisième  terme,  il  faut  poser 

9'"-2(/i)  —  o. 

(Test  une  équation  du  second  degré  en  h,  de  sorte  que,  par 
deux  transformations  différentes,  on  peut  remplacer  une 
équation  donnée  par  une  autre  qui  n'ait  plus  de  troisième 
terme.  Et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  le  nombre  des  substitutions  répondant  à  la 
question  augmente,  à  mesure  que  l'on  considère  dans  la  pro- 
posée des  termes  plus  éloignés. 

Enfin,  si  l'on  veut  faire  disparaître  le  dernier  terme  ou  le 
terme  constant  de  la  transformée,  il  faut  poser 

9(A)=o, 

équation  toute  pareille  à  la  proposée  et  qui  n'en  diffère  que 
par  la  substitution  du  symbole  h  à  la  place  de  z. 

La  raison  de  ce  fait  est  évidente.  Lorsque  le  terme  con- 
stant manque  dans  une  équation  algébrique,  elle  admet  une 
!  acine  nulle.  La  quantité  dont  on  diminue  les  racines  de  la 
proposée  doit  donc  être  égale  à  l'une  quelconque  d'entre 
elles  et,  par  suite,  l'équation  de  condition  9 (A)  :=  o  ayant  les 
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mêmes  racines  que  la  proposée  doit  se  coiifoiulre  avec  elle 
(f018). 

lOCV.  Supposons,  en  |)arliculiei',  qu'un  \euilJe  faire  dispa- 
raître le  deuxième  terme  de  Téquation 

cp(:;)  —  Ao;"'  +  A,c'"-'-4-  Ur"'-^-i-...    -  \,„.,:.^  \,„^o. 

(]omme  nous  venons  de  le  dire  (  1063)..  il  faut  poser 

(p"'->(A)  =  o. 

Or  on  a  (32i),  en  simplifiant, 

9'"-'  ( /*)  =  'ii  Au  A  -1-  \ ,  =  o, 

el  il  en  résulte 


//?.A„ 


Par  conséquent,  pour  faire  disparaiLrc  le  deuxième  terme 

d'une  équation  quelconque,  il  suffit  de  diminuer  les  racines 

de  la  proposée  du  quotient,  changé  de  signe,  du  coefficient 

du  deuxième   terme  par  le  coefficient  du  premier  multiplié 

par  le  degré  de  l'équation. 

Quand  on  aura  trouvé  les  racines  de  la  transformée,  on 

\ 
devra  les  augmenter  de t-  pour  obtenir  celles  de  la  pro- 

m  Ao 

posée. 

La  règle  qu'on  vient  d'indiquer  et  qu'on  a  souvent  à  appli- 
(jucr  concorde  avec  les  relations  connues  (1036)  qui  existent 
entre  les  coefficients  d'une  équation  et  ses  racines.  Car,  si 

l'on  diminue  chacune  des  m  racines  de —■,  on  diminue 

/«A,) 

leur  somme  de  —  ^j  c'est-à-dire  de  sa  |)ropre  valeur;  cette 

Ao 
somme  est  donc  annulée  et,  puisqu'elle  représente  en  valeur 

absolue,  dans  toute  équation,  le  quotient  du  coefficient  du 

deuxième  terme  par  le  coefficient  du  premier,  le  deuxième 

terme  disparaît  alors  forcément  dans  la  transformée. 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  se  débarrasser  du  deuxième 

lerme  relativement  à  l'équation  générale  du  troisième  degré 

mise  sous  la  forme 

z^  +  p^z.-'^  p.z  -^  p-,-  o, 
il  faut  diminuer  ses  racines  de  la  quantilé        —-• 
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106').  IMusieurs  termes  peuvent  disparaître  eiisemljle,  si 
lis  valeurs  des  coefficients  de  l'équation  s'y  prêtent. 

Le  deuxième  et  le  troisième  terme,  par  exemple,  disparaî- 
iiont  à  la  fois,  si  la  valeur  de  h  satisfait  en  même  temps  aux 
icux  équations 

9"'-'(/0  =  o,         9"'--(  /n  -:    o, 

ihjiit   l'une  est  du  premier  degré  en  //  et  ruulre  du  second 
■ief^ré. 

De  la  première  équation,  on  déduira,  comme  précédem- 
ment (  lOGi),  la  valeur 

niAo 

qu'on  n'aura  plus  (|u'à  substituer  dans  la  seconde,  pour  obte- 
nir, entre  les  coefficients  de  la  proposée,  l'équation  de  con- 
dition nécessaire, 
("elte  seconde  équation  o"'--{h)  ^  d  est  (324-) 

m  [m  —  Il  (  ///  —  ■'>.)...?>  Aq  h- 

-f-  ( /«  —  0  (  /«  —  •?.)...  i k^h  +  i  m  —  ■i)  {m  —  J ) .  .  .  .i .  I  Ai  =^  o 

ou,  en  simplifiant, 

-  m  (  m  —  I  )  A„ /<-  -    ( m  —  i  )  A ,  A  -i-  A 2  =:  o. 

La  substituti(jn  indiquée  conduit  alors  à  ré(iuation  de  con- 
dition 

(/«  —  i)Af 


A.,: 


ni\,, 


entre  les  trois  premiers  coefficients  de  la  proposée,  équation 
de  condition  qui  doit  être  satisfaite  pour  que  la  disparition  du 
deuxième  terme  entraîne  celle  du  troisième. 

1066.  11  faut  remarquer  avec  soin  que  l'on  ne  peut  pas,  en 
essayant  de  faire  disparaître  successivement  tous  les  termes 
intermédiaires  du  premier  membre  dune  équation,  la  rame- 
ner à  la  forme  binôme  {Alg.  élém..  218). 

En  effet,  chaque  opération  de  ce  genre,  tout  en  faisant  dis- 
paraître le  terme  qu'on  veut  éliminer  en  l'effectuant,  fait  né- 
cessairement reparaître  le  terme  que  l'opération  précédente 
avait  supprimé. 
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Prenons,  par  exemple,  une  éfiualion  telle  que 

3'"  -H  /72  3'«-2  _,_  p.^  -'"-3  .i_  _  o^ 

dont  on  ait  déjà  fait  disparaître  le  deuxième  terme.   Poiii 
faire  disparaître  maintenant  le  terme  en  z'"'^,  il  faut  formai 
la  nouvelle  transformée  en  r  -t- /«  (  1061),  et  donner  à  //  In 
valeur  convenable  (1063).  Or  on   a  directement  pour  ceit 
transformée 

{z  4-  h)"'  +  p,^{z  -f-  A)'"-2  +  ^3(g  4-  /O"'--'  —  .  ..  =  .), 

c'est-à-dire,  en  développant  et  en  ordonnant, 

m{m  —  i),,  „       m  (m  —  i)(m  —  2),.. 

1 .2.6 
-h  {m  —  2 ) />2 h 

La  valeur  de  //  qui  fait  alors  disparaître  le  terme  en  :'"-- 
étant,  comme  on  le  voit,  différente  de  zéro,  le  terme  en  c'"-' 
reparaît  nécessairement  si  celui  en  :;'"--  disparaît. 


(0 


Former  une  équation  dont  les  racines  soient  les  inverses 
de  celles  d'une  équation  donnée. 

1067.  Soit  l'équation  quelconque 

(  -h  A„,_2  z-  -h  A„j_i  z  -h  A„;  =  o. 


La  transformée  en  u  doit  avoir  pour  racines  les  inverses 
des  racines  de  la  proposée  [on  doit  supposer  alors  a  =  o, 
hr=i,  ^'=1,  b'-=o,  dans  la  formule  (i)  du  n"  1055].  Nous 
aurons  donc 

I  I 


et 


de  sorte  que  l'équation  de  la  transformée  sera 


©1-1=0 


ou,  en  conservant  le  même  symbole  pour  les  nouvelles  ra- 
cines, 
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('elle  transformée  est  donc,  en  remplaçant  ;  par  -  dans  l'é- 
ijuation  (i), 

i\       A„         Al  A,  ^  A„,^2      A,„__, 


Eli  supposant  z  différent  de  zéro,  multiplions  les  deux  mem- 
bres par  :■'"  et  renversons  l'ordre  des  termes. 
Nous  aurons  finalement 

\    ^'iim  I        1  — -   i      -w_u   A  -/«— 1 

i  -^A,„_,;'«-2+...^A2--+A,::+Ao:=o. 

0/«  obtient  donc  /a  transformée  en  -  en  échangeant  dans 

1(1  proposée  les  coefficients  des  termes  également  éloignés  des 
f  t  Irêmes. 

1068.  On  peut  étendre  ici  la  portée  d'une  remarque  faite 
déjà  en  Algèbre  élémentaire  {Alg.  élém.,  243),  relativement 
aux  équations  du  second  degré. 

il  peut  arriver  que,  dans  l'équation  (i)  [1067],  les  modules 
les  n  premiers  coefficients  Aq,  Ai,  A2,  ....  A,^.,,  deviennent 
nuls.  Cette  équation  s'abaisse  alors  au  degré  m  —  n  et  devient 

.     A      t'ii — n  _.      i  -;«— 7t— 1 

' '    ^^^)  .  .  4  » 

/  +  A„^o .-«-«-2  + . . .  ^  A,„_,  ::  +  A„,  =  o, 

•  le  sorte  qu'elle  semble  pei'dre  n  racines. 

Quant  à  l'équation  (2)  [1067],  elle  reste  du  degré  m;  mais, 
>es  derniers  termes  disparaissant,  on  peut  mettre  j"  en  fac- 
teur dans  le  second  membre,  et  l'on  a 

z'"  ^(z)  =  ^•''(  A,„^'"-"  +  A,„_,  z'"-"-' 

-^  A,„_2  ^'«  -«-2  + . . .  -^  A„+,  ,^  +  A„  )  -  o. 

La  transformée  en  -  admet  donc  alors  n  racines  nulles  et,  si 
iiii  les  supprime,  on  a,  en  concordance  avec  l'équation  (i  bis), 


{  >  bis) 


_ —    V       ~in—n    i_    i  ^in  —  ii—\ 


:;-+-A, 


y38  AhnkuuE   siii'iiiuEURK. 

Mais,  aux  n  racines  nulles  (ou  de  modules  nuls)  suppii- 
mécs  dans  la  transformée,  correspondent  nécessairemeul  n 
racines  infinies  (ou  de  modules  infinis)  de  la  proposée. 

On  voit  donc  que  le  nombre  des  termes  du  degré  le  plus 
élevé  qui  disparaissent  dans  une  équation  algébrique  quel- 
conque marque  le  nombre  des  racines  infinies  (fui  s'intro- 
duisent en  même  temps  parmi  celles  de  la  proposée. 

1069.  Cherchons  encore  la  transformée  en  —  -  de  Téqua- 

lion  o{z)  =0  [on  doit  alors  supposer  a  ^r:  o,  b  ^^—  \ ,  a'  —  \, 
b'^q,  dans  la  formule  (i)  du  n°  1055].  On  aura 

;  ~  // 

de  sorte  que  la  transformée  sera 


ou,  en  conservanl  le  même  symbole  pour  les  nouvelles  ra- 
cines, 


a  I  —  -   I  =  G. 


Il  suffit  donc  de  changer,  comme  on  pouvait  le  prévoir, 
3  en  — z  dans  l'équation  c?)  du  n"  1067,  et  de  se  rappeler  ce 
que  nous  avons  dit  (1059)  sur  la  transformée  en  — r  d'une 
équation  o  {z)  =  o. 

On  a,  pour  équation  de  la  nouvelle  Iransformée, 


^,)\^~^r9(-'i)^^,nK-^)' 


A,(—  ^  )  +  Vo— <-'• 


Suivant  que  m  sevSi  pair  ou  impair,  on  devra  changer  dans 
le  second  membre  les  signes  des  termes  de  degré  impair  on 
pair,  de  sorte  que  le  premier  terme  du  second  membre  aur;i 
toujours  le  signe  h-,  et  que  le  fadeur  (—  3)'"  du  premier 
membre  sera  toujours  remplacé  par  z'" .  On  aura  donc  finale- 
ment, pour  la  transformée  cherchée, 

\  -  .'H  l  -  /«  —  1 
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Théorie  des  équations  réciproques. 

1070.  La  transformation  qu'on  vient  d'établir  conduit  natu- 
lellement  à  l'élude  des  équations  réciproques. 

11  peut  arriver  que,  pour  une  équation  donnée  9  (s)  =  o,  les 
deux  équations 

cp(^)=:o         et         ;'"9(M=o     [1067] 

aient  les  mêmes  racines. 

Lorsqu'il  en  est  ainsi,  l'équation  proposée  admet  aussi  pour 
racines  les  inverses  de  ses  racines  (1067),  c'est-à-dire  que  ses 
racines  sont  tellement  distribuées  que,  à  chacune  d'elles,  ré- 
[lond  son  inverse  [si,   à  z ,  répond  d'une  manière  générale 

I  II  I  j  , 

-  '  pour  c  r=  <7,  on  a  -  =  -  :  et,  pour  ^  =  -  ?  on  a  -  =  ^7  , 

-  z        a  a  z 

Une  pareille  équation  est  dite  réciproqui;. 

1071.  Cherchons  la  condition  pour  qu  une  équation  algé- 
brique quelconque  de  degré  ni  soit  réciproque. 

L'équation   donnée   9(x;):=o   et   l'équation   aux   inverses 

z'"  9  (  -  I  =:  0  étant  supposées  avoir  les  mômes  racines,  leurs 

premiers  membres  ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur 
constant  (1018).  On  doit  donc  avoir  identiquement,  en  dési- 
gnant par  }.  une  constante  appropriée, 

(1)  9(^)  =  /.;'"  9 

ou 

=  ). A,„  z'>'  +  >.A„,_,  .V"-'  +  AA,„_2^'"  --  -t- .  .  - ^-  ÂA,.. 
Il  en  résulte 


^//;  — 2> 


Ao=:>.A„,,  Ai=:>.A„,_i,  A.^XA, 

A„;_2  =  >■•  A2,         A„,_i  =  >.Ai,        A;,j=:  X Au, 


c'esl-à-dire,  en  rapprochant  les  égalités  extrêmes, 

A,„  A 


\  I 

""  =/::=-,         d'où         /.-=i         et         }.  =  ±:i 
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On  a,  par  suite, 

Ao:=^3;A„,,         Al  ^^  HZ  A„,_|,         \.,^  —  A„,_2,  .... 

Ainsi,  d'une  manière  générale,  dans  toute  équation  réci- 
prorjue,  les  coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  ex- 
trêmes doivent  être  égaux  et  de  même  signe  oi:  égaux  et  de 
signes  contraires. 

Dans  le  cas  de  m  impair,  le  premier  membre  de  l'cqualion 
renferme  un  nombre  pair  de  termes  dont  les  coefficients 
peuvent  se  correspondre  deux  à  deux.  Mais,  dans  le  cas 
de  m  pair,  le  premier  membre  de  l'équation  renferme  un 
nombre  impair  de  termes,  de  sorte  que  le  coefficient  du 
terme  du  milieu  n'a  pas  de  correspondant.  Si  l'on  pose 
m  ■=:  2/1,  ce  coefficient  est  A,j,  et  l'on  doit  alors  avoir 

A„=::=A„. 

L'hypothèse  1=^  —  j  exige  donc  qu'on  ait  A„  =  o. 

Nous  devons,  par  suite,  ajouter  à  l'énonc*'  ci-dessus  que  si, 
dans  une  équation  réciproque  de  degré  pair,  les  coefficients  à 
égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires, le  terme  du  milieu  manque. 

1072.  On  peut  ramener  toutes  les  équations  réciproques  à 
un  type  unique. 

Remarquons  que  les  racines  égales  à  -i-  i  ou  à  —  i  sont  à 
elles-mêmes  leurs  propres  inverses,  et  n'ont  pas  de  racines 
correspondantes  ou  conjuguées.  Et  c'est  en  raison  de  ce  fait 
qu'il  peut  exister  des  équations  réciproques  de  degré  impair. 
Au  contraire,  les  racines  +  i  et  —  i  se  correspondent. 

Cela  posé,  admettons  que  l'équation  o{z)z=:o  n'admette 
aucune  racine  égale  à  -+- 1  ou  à  — i,  et  reprenons  l'identité 
du  numéro  précédent 

(i)  9(  =  )  — /.-"'9  (  ^ 

Faisons  d'abord  z  =  i  dans  cette  identité.  Il  viendra 

9(i)  =  À(i)'«9(i), 

c'est-à-dire,  9(1)  étant  différent  de  zéro  d'après  Thypclhèse 
adoptée, 
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Si  l'on  fait  maintenant  :■  =~  i  et  À  =  i  dans  la  même  iden- 
lil»',  on  a 

c'est-à-dire,  9(—  i)  étant  aussi  ditférent  de  zéro, 

(-i)'"=i; 

ce  qui  exige  que  ni  soit  pair. 

Donc,  lorsqu'une  équation  réciproque  n'admet  aucune  ra- 
cine é^ale  «  ±  I,  elle  est  de  degré  pair  et  l'on  ne  peut  con- 
scn-er  que  la  valeur  }.  =z  -i-  i,  de  sorte  que  les  coejficients  des 
termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  deux  à  deux  égaux 
et  de  même  signe. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  o{z)  -=.  o  possède  des 
liicines  égales  à  ±  i  et  qu'on  mette  ces  racines  en  évidence. 
On  pourra  écrire 

L'équation  y\;  )  — o  n'aura,  par  liypothèse,  aucune  racine 
égale  à  H- i  ou  à  — i,  et  elle  renfermera  les  autres  racines, 
conjuguées  deux  à  deux,  de  l'équation  9(^)=:o,  supposée 
réciproque.  L'équation /(-;j  =  o  sera  donc  elle-même  réci- 
proque, et  elle  remplira  alors  les  conditions  fjue  nous  venons 
lie  trouver. 

Or  il  est  toujours  facile,  lorsqu'on  a  à  résoudre  une  équa- 
tion réciproque,  de  la  débarrasser  préalablement  des  racines 
égales  à  l'unité  qu'elle  peut  admettre.  On  voit,  en  effet,  im- 
médiatement, si,  en  substituant  +  I  ou  —  i  dans  le  premier 
membre  de  l'équation,  on  obtient  un  résultat  nul;  et,  dans 
l'affirmative,  on  n'a  qu'à  diviser  ce  premier  membi-e  par  c  —  i 
ou  ;  -h  I  pour  supprimer  la  racine  correspondante  (1017j. 

//  est  donc  permis  de  ne  considérer,  au  point  de  vue  de  leur 
/■^solution,  que  les  équations  réciproques  de  degré  pair  et 
dont  les  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
cl  de  même  signe. 

<7esl  ce  que  nous  allons  faire. 

1073.  Les  équations  réciproques,  dont  on  vient  de  déter- 
miner le  type,  sont  toujours  susceptibles  a"a6ameme/i^,  c'est- 
à-dire  que  leur  résolution  peut  se  ramener  à  celle  d'une 
équation  de  degré  moindre.  C'est  là,  au  point  de  vue  algé- 
brique, une  propriété  très  importante,  et  sur  laquelle  nous 
reviendrons. 

Dt  C.  —  Cours.   IV.  i6 
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Soil,  acluellemont,  l'ccfiialioii  réciproque  de  degré  pair, 
dont  les  coefficienls  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  même  signe, 

Les  racines  de  cette  équation  se  partageront  par  couples, 

,  I     ^        I  I 

tels  que  a  et  ->  i  et  7^  ?  y  et  -  ;  •  •  •  • 

«  i^  7  _ 

On  peut  alors  lainener  sa  résolution  à  celle  d  une  é'iuation 

de  degré  n  ou  de  degré  moitié,  en  posant 

(2)  z+-_=u; 

car,  à  deux  valeurs  réciproques  de  ;  (  telles  que  y.  et  -  |> 

correspondra  toujours  une  seule  valeur  (  «  +  -  )  de  u. 

11  s'agit  de  former  Féquation  en  u,  c'est-à-dire  d'éliminer  ^ 
entre  les  équations  (i)  et  (2).  C'est  à  quoi  l'on  peut  arriver 
très  simplement  comme  il  suit. 

ïiapprochons,  dans  l'équation  (i),  les  termes  de  mêmes 
coefficients,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  z" 
(,(|uantité  supposée  ditïérenle  de  zéro).  Nous  aurons 

(3)  <        ^  ^  ^  ^ 


( 


el  il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  en  fonction  de  u  chacun  des 
Ijinùmes 


' 

I 
1 

-Il 

--  -j_ 

I 

TTi'      -^ 

'     -«-' 

^* 

-n  - 

Or  on  a,  d'une  manière  générale, 


-     ^   ^k  )  \^  ^    -  I  —  ^  ■      -k+\   ^  ~  ^    -A-  1 


On  en  déduit,  en   reniplacanl  par  //   le   facteur  z  ^ —  du 
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[premier  membre. 


U)  ^^-4-3-  =  ^^^+-,  W.-^^-' 


-A-(-l   —  l  -       '      -I.-  j  "  l  ^  ^    -k-V 

Celte  formule  résout  la  question,  puisqu'elle  donne  la  va- 
leur d'un  binôme  quelconque,  lorsqu'on  connaît,  en  fonction 
de  u,  les  valeurs  des  deux  binômes  précédents.  >Jous  aurons, 
en  partant  des  deux  binômes 

1  „       I 

z  -\-  -=ii        et        ^o-f-  —  =2, 

oi  en  faisant  A-  =  i ,  2,  3,  4,  .  •  • ,  dans  la  formule  (4), 


Il  —     ;    -i =^  ir —  ou 


A   \  u  —  \  Z' 


—  1  u  —  I  ::;'  -i 1  =;  «'  —  ou^^  ou, 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  on  voit  que 
l'cqualion  (i)  est  bien  ramenée  à  une  équation  en  //,  de 
degré  n.  Une  fois  celte  équation  en   //  résolue,  les  valeurs 

(le  c  sont  données  par  la  relation  générale  z  -f-  -  =^  u,  c'est- 

,i-(lire  par  l'équation  du  second  degré 

(5)  ^-— //:;  +  I  =;  G, 

dont  le  produit  des  racines  est,  pour  chaque  valeur  de  u  el 
comme  cela  doit  être,  égal  à  l'unité.  On  a 

i(  ±  \/ u- —  4 

~  2 

Les  II  valeurs  de  u  conduisent  ainsi  aux  in  valeurs  de  -.  Si 
les  n  valeurs  de  //  sont  u^,  a^,  u.,  . .  .,  «„_i,  on  peut  mettre 
(1017)  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  sous  la  forme 

k,,{z-  —  H^,z  ^i){z-  ^  u  yz  ^  i){z-  —  u^_z  +  \)...{z-  —  U  „^i  z  -^  1). 
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On  rencontre  en  Analyse  de  nombreux  exemples  d'équa- 
lions  réciproques  {yilg.  élém.,  268,  4°)- 

1074.  Les  racines  d'une  équation  <p(s)=:o,  au  lieu  d'être 
simplement  réciproques,  peuvent  être  réciproques  et  de  signes 
contraires.  A  une  racine  z  ^:  a  répond  alors  une  autre  racine 

r= j   et  le  produit  des  racines  conjuguées,  au  lieu 

d'être  égal  à  i,  est  égal  à  —  i. 

Nous  allons  présenter  succinctement  la  théorie  de  ces  équa- 
tions réciproques  de  seconde  espèce,  tout  à  fait  analogue  à 
celle  des  équations  réciproques  ordinaires. 

L'équation  donnée  admettant  les  mêmes  racines  que  la 

transformée  en  —  -i  on  devra  avoir  identiquement  (1009) 


(0 

9(^)  =  >.^"'9(^--j 

ou 

k^z"'  +  kiz.'"- 

'  +  A2  3"'-^4-...H-A,„_2;- 

=  XA,„3'"- 

A,«-l-+    A; 


zL  AA2^"-i-  A  Al  3  z!z  àAo) 

c'est-à-dire 

Ao  =  aA,„,         Al  =; —  /A,„_i,         Aj  ^  aA„,_.2,  .  . . , 

A,«_2  ^^ ^^  '-Aj,  A,„_i  ::^  z^i  '-Al,  A,„  ^  —  /-Au. 

11  en  résulte,  en  rapprochant  les  égalités  extrêmes, 

^=>.  =  ±^  ou  '/}^±l. 

A  /,(  /- 

On  a  donc  les  deux  solutions 

X  =z  ±  I         et         l  =  ±  i. 

La  première  conduit  aux  conditions 

Ao  =  ±A„j,         Ai=:;zpA,„_i,         A2  =  ;^A,„_2»         •••» 

la  seconde,  aux  conditions 

Ao  =  i:/A,„,         A,  =  if:  iA;„_i,         A2=±fA,„_2,         .... 

Mais  on  peut  ramener  aussi  les  équations  considérées  à  un 
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type  unique  (  1072),  en  remarquant  que  les  seules  racines  qui 
puissent  se  correspondre  à  elles-mêmes  sont  données  par  la 
relation 

=■  ^=—  z        ou         ;- z=  —  I ,         c'est-à-dire        z  =:±  i. 

Admettons  donc  que  l'équation  o{z)  =  o  ne  possède  aucune 
racine  égale  à  h-  /  ou  à  —  i,  et  reprenons  l'identité 


(I) 


<d{z.)  =  ï.z"'  9(—  7  )■ 


i  


En  y  faisant  z  =  —  i,  on  a,  puisque  —  -  =: 

en  y  faisant  z=i  —  i,  on  a  également,  puisque 

i.n  ç,(_ /)  =  À  (_/)'«  o  (_,•). 

./)  et  o{ — i)  sont  différents  de  zéro  par  hypothèse.  Il  vient 
donc,  en  multipliant  memhre  à  membre  les  relations  (2)  et  (3) 
el  en  simplifiant, 

I  =  }} (—  i'^Y"  =  À-         ou         /.  =  ±:  I . 

Si  l'on  remplace  maintenant  ).  par  cette  valeur,  dans  la  rela- 
tion (2)  par  exemple,  on  a 

o{i)  =  ±{i)"'  (p{c)         ou         /"'  =  d=i; 

ce  qui  exige  (826)  que  ni  soit  pair. 

Par  suite,  lorsque  l'équation  réciproque  de  seconde  espèce 
ne  renferme  aucune  racine  -+-  i  ou  —  i,  la  solution  A^±  i 
n'existe  pas:  l'équation  est  de  degré  pair  et  les  coefficients  des 
ternies  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  alternativement 
égaux  et  de  même  signe  ou  égaux  et  de  signes  contraires. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  9(5)  =0  admette  des 
racines  -1-  «  et  —  i,  et  mettons-les  en  évidence  en  écrivant 

o{z)  =  {z-iY^z  +  iYf{z). 

L'équation  /(:;)— o  n'aura,  par  hypothèse,  aucune  racine 
égale  à  H-  i  ou  à  —  /,  et  elle  renfermera  les  autres  racines, 
conjuguées  deux  à  deux,  de  l'équation  9(5)  ^  o,  supposée  ré- 
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ciproque  de  seconde  espèce.  L'é(iuulioii  f{z)=zo  sera  donc 
elle-même  réciproque  de  seconde  espèce,  et  elle  remplira 
alors  les  conditions  que  nous  venons  d'énoncer. 

Or  il  est  toujours  facile  de  débarrasser  préalablement  l'é- 
quation considérée  des  racines  ±  i  qu'elle  peut  avoir.  En  sub- 
stituant +  /  ou  —  i  dans  le  premier  membre  de  ré{[uation,  on 
voit  facilement  (826)  si  le  résultat  est  nui;  el,  dans  l'affirma- 
tive, on  n'a  qu'à  diviser  ce  premier  membre  par  z  —  i  ow  z  -\-  i 
pour  supprimer  la  racine  correspondante  (1017). 

yiu  point  de  vue  de  leur  résolulioii,  il  est  donc  permis  de  ne 
conserver,  parmi  les  équations  réciproques  de  seconde  espèce, 
que  celles  qui  sont  de  degré  pair  et  dont  les  coejjicients  égale- 
ment éloignés  des  extrêmes  sont  alternativement  égaux  et  de 
même  signe  ou  ésaux  et  de  signes  contraires. 


;4) 


Le  type  de  ces  équalions  est 

^  Ajc-'^i- A,::-  — A,5  -(- Ao  = 


Si  l'on  pose 

(5)  z-'-  =  u, 

chaque  couple  de  racines  conjuguées  (a  el  —  -)  conduit  ;"i 

une  seule  valeur  (a 1  de  //.  En  éliminant  c  entre  les  équa- 
tions (4)  et  (5),  on  obtientlra  une  équation  en  u  de  degré 
moitié  ou  de  degré  n. 

llapprocbons  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (4)  les 
termes  également  éloignés  des  extrêmes,  après  avoir  divisé 
par  :;"  les  deux  membres  de  l'équation.  Tl  viendra 


Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  calculer  en  fonction  de  //  les  bi- 
nômes 

-.v     I      -«  —  1  __   -11— -2     i_ -/(  —  S  j         •  •  •  1 
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(lù  les  signes  -i-  et  —  alternent.  Pour  cela,  nous  aurons  re- 
(  uurs  à  la  relation  générale 


OÙ  l'on  doit  prendre  ensemble  les  signes  supérieurs  et  les 
ïiiines  inférieurs.  Il  en  résulte  donc 


Kn  prenant  alternativement  les  signes  supérieurs  et  les  signes 
inférieurs,  cette  formule  donne  l'expression  d'un  binùmé 
(juelconque  en  fonction  de  (/,  à  l'aide  des  valeurs  des  deux 

liiuùmes  précédents.  En  partant  des  deux  binômes  z  —  _  =  " 

el  ;"-,-  ~  =:  -2,  et  en  faisant  successivement  /=  i,  2,  3,  4,  .... 
nous  aurons 


-' 

+ 

I 

— 

i- 

0- 

(- 

i) 

= 

«-  +  -î. 

■^ 

— 

I 
1 

= 

/ 

1      \ 

-h 

i:-- 

«^'  -F  3  « 

"' 

-h 

= 

1='- 

?)" 

-^ 

\ 

^) 

= 

«'-H  4""" 

-h  -2, 

:■'• 

— 

I 

.— 

(-- 

?)" 

4- 

(.- 

i^) 

= 

«•^  +  0  II' 

+  5//, 

[11  est  évident  que  ces  binômes  sont  bien  ceux  qu'on  a  à 
calculer;  car,  le  premier  terme  de  l'équation  donnée  étant 
supposé  toujours  positif,  et  les  racines  conjuguées  deux  à 
deux  ayant  un  produit  égal  à  —  i,  le  dernier  terme  est  alter- 
nativement négatif  et  positif  dans  les  équations  successives  du 
deuxième,  du  quatrième,  du  sixième,  du  huitième,  du  dixième 
degré,  ...,  qu'on  a  à  considérer  (103(3).] 

On  voit  que  l'équation  en  11  sera  de  degré  n.  Quand  on  l'aura 
résolue,  les  racines  de  l'équation  en  ;  seront  fournies  par  la 

relation  générale  z z=  //,  c'esi-à-dire  par  l'équation  du 
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second  degré 

(8)  --•-—  //.-  —  I   =r  O, 

dont  le  produit  des  racines  est,  pour  chaque  valeur  de  u  et, 
comme  cela  doit  rtre,  éj^ai  à  —  i.  On  a 

//  ±  \'u'^  -t-  \ 

2 

Les  n  valeurs  de  //  conduisent  ainsi  aux  in  valeurs  de  z. 
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CHAPITRE  V. 

FACTEURS  PREMIERS  COMMUNS  A  DEUX  FONCTIONS  ENTIÈRES. 
PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE.  -  RACINES 
COMMUNES  A  DEUX  ÉQUATIONS. —  RECHERCHE  DES  DIVISEURS 
DES  FONCTIONS  ENTIÈRES  DUNE  VARIABLE. 


Facteurs  premiers  communs  à  deux  fonctions  entières. 
Plus  grand  commun  diviseur  algébrique. 

1075.    Soient  deux  fonctions  entières  quelconques  de  z, 
l'une  de  degré  m,  l'autre  de  degré  ti,  et  telles  que 


/H> 


Z    =r  AoC"'+  A,  ::'•■'-'  +    \,C"'--^H-  .  .  .^  A,„_,C  +  \ 

Z,  ^  Bo~^"  +  B,  .^"-'  +  B,-«-2  -t- . .  .  ^  B„_, ..  -f-  B„. 

Nous  avons  vu  (1018)  qu'on  peut  décomposer  chacune  de  ces 
fonctions  en  facteurs  premiers  de  la  form3  z  —  a,  en  nombre 
égal  à  son  degré,  et  que  cette  décomposition  ne  peut  avoir 
lieu  que  d'une  seule  manière  (1021). 

Il  peut  arriver,  dans  certains  cas  particuliers,  que  les  deux 
fonctions  entières  considérées  admettent  un  ou  plusieurs  fac- 
teurs premiers  communs,  et  il  est  indispensable,  dans  un  grand 
nombre  de  questions,  de  pouvoir  s'assurer  qu'il  en  est  ainsi. 

Le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers,  égaux  ou  inégaux. 
communs  aux  deux  fonctions  Z  et  Z,,  c'est-à-dire  pris  avec 
leur  exposant  le  moins  élevé  dans  les  deux  fonctions,  s'ap- 
pelle par  analogie  {Arithm..  Mo)  leur  plus  grand  commun 
diviseur. 

On  voit  que  les  facteurs  indépendants  de  g  n'interviennent 
pas  dans  cette  définition.  On  devra  donc,  le  cas  échéant,  spé- 
cifier s'il  en  existe  ou  non  de  communs  aux  deux  fonctions  Z 
etZ,. 


a  00  Aï  Ai  i:\u\K   sin'F.iuraiiiK. 

1070.  Los  facloiirs  piemiers  des  |)ol}iiùmos  entiers  Jouaiil 
absolument  le  même  rôle  que  les  facteurs  premiers  des  nom- 
bres (1020),  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algé- 
brique est  toute  pareille  à  celle  du  plus  grand  commun  divi- 
seur arithmétique  et  ne  présente  aucune  difliculté. 

Soient  les  deux  fonctions  entières  ZétZi,  ordonnées  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  z  (1075).  Supposons  Z  do  degré 
supérieur  à  Z,,  c'est-à-diro  /n  >  n.  Divisons  alors  Z  par  Zi.  Il 
est  clair  que,  si  la  division  est  exacte,  Z,  est  le  plus  graufl 
commun  diviseur  cherclié,  puisque  tousses  facteurs  premiers 
sans  exception  appartiennent  à  Z.  Écartons  celle  hypothèse. 
Appelons  Q  le  quotient  de  la  division  de  Z  par  Zi,  et  repré- 
sentons le  reste  correspondant  par  Z,.  Nous  aurons 

(.)  Z^-Z,0-r-Z,. 

Nous  allons  montrer  que  le  pins  grand  commun  diviseur  entre 
Z  et  Zi  est  le  même  qu'entre  Zi  et  Zo. 

Supposons,  en  effet,  que  les  polynômes  Z  et  Z,  admeltenl 
tous  deux  le  facteur  premier  z  —  a  et  que  />  soit  son  plus 
faible  exposant  dans  les  deux  polynômes. 

On  aura  alors 

Z  =  (~-  —  a)''.  A  ,         Z,  --  (z  —  y.  V.  H, 

V  et  B  étant  d'antres  polynômes  entiers.  On  déduira  alors  de 
Tidentilé  (i) 

Zo  — (.^-^)/^(  \  —  BO). 

Par  conséquent,  si  Z  et  Z,  admettent  p  fois  le  facteur  premier 
z  —  a,  le  reste  Za  l'admet  le  même  nombre  de  fois.  En  d'an- 
tres termes,  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  Z  et  à  Z, 
le  sont  en  même  temps  à  Z,  et  à  Z.,. 

Supposons,  l'éciproquement ,  que  Zi  et  Z^  admettent  tous 
deux  le  facteur  z  —  a,  et  que  p  soit  son  plus  faible  exposani 
dans  les  deux  polynômes. 

On  aura 

Z,— (.-  —  r/)/'.r>,  Zo=(r  —  a)i'A:, 

C.  étant  un  polynôme  entier  comme  lî.  On  déduira  alors  dr 
l'identité  (i) 

Z  =  (3-«)/'(BO  +  C). 

Par  conséquent,  si  Z,  et  Z,  admeltenl  p  fois  le  fadeur  pre- 
mier ;  —  a,  le  dividende  Z  l'admet  le  même  nombre  de  fois. 
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l-^ii  (Jaulies  termes,  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  Z, 
et  à  Z,  le  sont  en  même  temps  à  Z  et  à  Z,. 

F. es  facteurs  premiers  communs,  affectés  des  mêmes  e\po- 
-anls,  étant  identiques  pour  les  deux  groupes  de  polynômes 
/  etZi,  Z,  et  Z2,  le  produit  de  ces  facteurs  premiers  communs, 
t  '.'st-à-dire  le  plus  grand  commun  diviseur,  est  aussi  le  même 
lie  part  et  d'autre. 

La  question  étant  ainsi  ramenée  à  déterminer  le  plus  grand 
I  Miiimun  diviseur  de  Zj  et  de  Z,,  nous  diviserons  Zi  par  Z2.  Si 
la  division  est  exacte,  Zj  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
eliorché.  Si  l'on  trouve  un  reste  Z3,  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  celui  de  Z,  et 

On  poursuivra  la  même  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on 
parvienne  à  un  dernier  reste  qui  divise  exactement  le  reste 
précédent.  Ce  diviseur  exact  sera  alors  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur  et,  par  suite,  celui  de  Z  et  de  Z,. 

On  est  donc  conduit  absolument  à  la  même  règle  ([u'en 
Arithmétique  [Âiiilmi.,  117). 

1077.  Les  opérations  poursuivies  auront  toujours  une  tin; 
car  le  degré  des  polynômes  employés  va  constamment  en  di- 
minuant, puisque  le  degré  de  chaque  reste  est  inférieur  à 
celui  du  diviseur  correspondant,  et  que  chaque  reste  devient 
diviseur  à  son  tour. 

il  en  résulte  que,  si  l'on  ne  parvient  pas  à  un  reste  qui 
divise  exactement  le  reste  précédent,  on  parviendra  nécessai- 
rement à  un  reste  de  degré  0  par  rapport  à  z,  c'est-à-dire 
indépendant  de  z  ou  constant. 

Quand  cette  condition  se  réalise,  les  deux  polynômes  don- 
nés Z  cl  Zi  n'ont  aucun  facteur  premier  commun,  et  sont  dits 
premiers  entre  eii.r  {Arit/uu.,  118\ 

1078.  Au  point  de  vue  pratique,  il  est  utile  d'elfectuer  les 
calculs  de  manière  à  éviter  les  coefficients  fractionnaires. 

C'est  à  quoi  l'on  peut  toujours  arriver  en  multipliant  tous 
les  termes  d'un  dividende  quelconque  par  une  quantité  indé- 
pendante de  ;,  par  exemple  par  le  coefficient  du  premier 
terme  du  diviseur  correspondant.  De  même,  il  faut  avoir 
soin  de  simplifier  l'expression  d'un  reste,  lorsque  tous  ses 
termes  admettent  un  facteur  coinmun  indépendant  de  z. 
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Ces  modifications,  extérieures  pour  ainsi  dire,  ne  cliangeni 
en  rien  le  plus  grand  commun  diviseur  qu'on  veut  obtenir. 

En  effet,  supposons  qu'on  ait  été  conduit  à  multiplier  le 
dividende  Z  par  un  facteur  a  et  qu'on  ait  dû  diviser  le  reste 
Za  par  un  facteur  (3,  tel  que  Z.2=:^\]. 

L'identité  (i)  [1076]  sera,  en  désignant  le  nouveau  quo- 
tient par  r/,  remplacée  par  celle-ci  : 

(i  bis)  aZ  =  Z,^-h,6U; 

et,  comme  a  et  (3  sont  des  constantes,  on  prouvera  absolu- 
ment de  la  même  manière  (1076)  que  les  polynômes  Z  et  Z, 
d'une  part,  Zj  et  U  d'autre  part,  ont  les  mêmes  facteurs  pre- 
miers communs  affectés  des  mêmes  exposants,  c'est-à-dire 
que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Z  et  de  Z,  est  celui  de 
Zi  et  de  U, 

Racines  communes  à  deux  équations. 

1079.  Il  résulte  immédiatement  de  ce  qu'on  vient  d'expo- 
ser (1076)  que,  si  deux  équations  Z  =  o  e^  Z,:=:  o  ont  n  ra- 
cines communes,  égales  ou  inégales,  les  deux  polynômes  Z 
et  Zi  ont  n  facteurs  premiers,  égaux  ou  inégaux,  de  la  forme 
z  —  a,  c est-à-dire  un  plus  grand  commun  diviseur  algé- 
brique D  du  /i'«'»«  degré. 

On  peut  trouver  ce  plus  grand  commun  diviseur  par  de- 
divisions  successives,  et  l'égaler  à  zéro.  Vécjuation 

D=  G 

a  pour  racines  les  n  racines  communes  des  deux  équations 
Z  =  o  e^  Z]  =:  o. 

Si  les  polynômes  Z  et  Z,  sont  premiers  entre  eux  (1077),  les 
deux  équations  correspondantes  n'ont  aucune  racine  com- 
mune. 

On  voit  de  plus,  dans  le  cas  où  les  racines  communes  exis- 
tent, que,  en  divisant  Z,  par  exemple,  par  D,  et  en  égalant  le 
quotient  Q  à  zéro,  l'équation 

0  =  o 

a  pour  racines  (1021)  toutes  les  autres  racines  de  Z  =  o,  c'est- 
à-dire  toutes  celles  qui  ne  lui  sont  pas  comumnes  avec  Z,  =:  o. 
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1080.  Avant  d'indiquer  quelques  applications,  on  peut  rat- 
laclier  à  ce  qui  précède  la  proposition  suivante  : 

A  et  Al  étant  deux  fonctions  entières  de  z  premières  entre 
elles  et  sans  aucun  facteur  commun  constant  (1075),  on  peut 
tiouver  deux  autres  fonctions  entières  de  z,  que  nous  désigne- 
rons par  Tj  et  7^X1  ^t  telles  qwon  ait 

Effectuons,  en  effet,  la  série  des  opérations  nécessaires 
pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  A,. 
Elles  seront  représentées  par  les  identités 

/       A  =:A,Qi-i-R,, 
I      A,  =  R,Q,  +  R„ 
R,=rR,Q,-+-R„ 


Rp-2=^  R/v-iQ/^+  R/^, 

ei  l'on  parviendra  à  un  dernier  reste  R^  qui  sera  une  con- 
stante (1077). 
La  première  des  identités  (i)  donne 

Ri  =  A-AiQi. 

En  substituant  celte  valeur  de  Ri  dans  la  deuxième  identité, 
on  a 

—  R.  r=  Ri  Q,  —  Al  =  AQ2  —  Al  (  i  +  Q,  Q.  ). 

En  substituant  de  même  cette  valeur  de  —  Ro,  ainsi  que  celle 
de  Ri,  dans  la  troisième  identité,  on  trouve 

R,=  R,—  R,Q,=  A(i  -h  QaQ;,)  —  A,(Qi  4-  Q,+  Q,QoO,); 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit  qu'on  obtient  de  celte  manière  une  série  d'iden- 
tités dont  le  premier  membre  est  alternativement  4-  Ri,  —  R,,, 
-t-  R3,  —  R4,  . . .,  et  dont  le  second  membre  est  la  différence 
de  deux  polynômes  entiers  contenant  respectivement  comme 
facteurs  A  et  Ai.  On  arrivera  donc  finalement  à  une  identité 

de  la  forme 

=hR,,=  AM-AiN. 

Son  second  membre  doit  être  divisible  exactement  par  ±:  R^,, 
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puisque  son  premier  l'est.  Comme  A  et  Ai  sont  des  fonctions 
premières  entre  elles  et  sans  l'acteur  commun  constant,  —  R^ 
devra  diviser  exactement  les  polynômes  entiers  M  et  N.  En 
désignant  les  quotients  pai"  Z  et  Z,  et  en  renversant  les  deux 
membres,  on  aura  donc 

AZ-A,Z,  =  i. 


Applications. 

1081.  Rcsoudre  l'âiuatioii  du  <iuatricine  dogrc,  dans  le  cas  où  elle  a 
deux  racines  égales  et  de  signes  contraires . 

Si  la  proposée  cp(s)  =  o  a  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires 
telles  que  a  et  —  a,  il  en  est  de  môme  de  la  transformée  cp( — s)  =  o  [10o9], 
qui  admet  alors  les  deux  racines  —  a  et  a.  Les  deux  polynômes  o(z)  et 
ç){ — z)  admettront  donc  un  plus  grand  commun  diviseur  du  second 
degré  (1079).  En  l'égalant  à  zéro,  on  déterminera  les  racines  «  et  —a, 
et  la  résolution  complète  de  l'équation  du  quatrième  degré  s'ensuivra 
(1079). 

Soit  donc  l'équation 

o(z.)  =  Ao3^-i- Air.3-t-  \..z--^  X^z  —  Ai  =  o. 

La  transformée  en  —  r.  sera  (10o9) 

'.pi-  :: )  =  Ao z^ -  A,  z^ -4-  X.z^- -  A3 3  +  X,  =  o. 

Au  lieu  de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  premiers 
membres  cp(c)  et  o( — 3),  on  simpHfie  les  calculs  en  remplaçant  le  sys- 
tème considéré  par  le  système  équivalent  ( .^/^.  cïém.,  1:23) 

?U-)-^'f  (—-■)=  », 
cp(,.)-cp(-r.)==o, 

c'est-à-dire  par  les  deux  équations 

2Ao2*+ 2A232 -I-     2Ai=0, 
2  Al  c*H-  2  A3:;  =  o. 

En  supprimant  le  fadeur  couimun  2,  ou  devra  chercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  polynômes 

Ao^^-i- A232-,- Ai         et         Air."— A3 c, 
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sacluint  qu'il  est  du  second  degré.  Nous  donnons  ci-dessous  la  suite  des 
opéralions.  en  appliquant  la  remarque  du  n°  1078  et  en  écrivant  les 
quotients  au-dessus  des  diviseurs  comme  en  Arithmétique. 


'-t-AïAaC^  H-AiAi 
— A0A3  ;- 


i  Aos 

A,Z3^A3  2 


Aiz 

(AiA2-AoA3)r.^^A,Ai 


A,  (Al  A2— Ao  A3)  :;3-^A3  (A  1  A,  -Ao  A3)  z 
— Af  Ai 3 


o-AoA3);2-r-A,A4l    (A,AoA3-A„Ai— A?  A,i3  1 

Puisque  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  doit  être  du  second 
degré,  la  dernière  division  doit  s'effectuer  exactement.  L'équation  de 
condition  qui  doit  lier  les  coofficients  de  Téqualion  du  quatrième  degré 
pour  qu'elle  ait  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires  est  donc 

A1A2A3— A„A|-Af  Ai=o. 

Les  deux  l'acines  égales  et  de  signes  contraires  sont  alors  données  par 
l'équation 

(AjA,-AoA3)--2-4-AiA4  =  o. 
d'où 

y    AoA3-A,A2 

ou,  e:i  tenant  compte  de  l'équation  de  condition, 


V 


A3 

A, 


Les  deux  autres  racines  soljtieadroal  en  divisant  le  premier  memljre 
o{  :■)  de  l'équation  donnée  par  le  plus  grand  commun  diviseur 

(  Al  A, -Ao  A3)  3--.^  Ai  Ai. 

Mais,  à  cause  de  l'équation  de  condition,  on  peut  remplacer  le  coeffi- 

,      o         A'tA.. 

cient  de  r-  par  —^ 

A3 

On  a  djnc  à  diviser  le  premier  mambre  de  o{')  par  le  binôme 


Af A..    ,  \,.\i(Ai3^-^A3) 

--.-^A.A,= j:, ■ 


c'est-à-dire  simplement  (.  1078 j  par  Ai 3-—  A3. 
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On  aura  donc 


Ao-''-r-  A,  Z--h  AoC--!- A3:  •+- A4 

A,Aoc*  +  Af3^-^AiA232-i-A,A3r4-AiAv 
—  AoA,c2 


A^ 


A„:^'H-A,:-hA,A,  — AoA 


--3 


Ai;-h(AiA2— AoA3):-^4-A,A3  3  +  AiA4 
—  A,  A,:; 


(A,A,-AoA3)22  ^-AlA4 
A,(AiA2  — AoA3)32  -+-A2Ai 
-A.f.V.A.-AnAo) 

AÏA;  +  AoA|-A,AoA3 

Le  reste  de  cette  division  est  nul  d'après  l'équation  de  condition,  et  les 
deux  autres  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré  seront  détermi- 
nées par  l'équation  du  second  degré 

Ao^-  -f-  Al  3  +  A]  Ai —  AoA  j  =  o. 

1082.  2"  Hé  foudre  l' équation  dit  quatrième  degré,  cp(3;  =  o,  con- 
naissant la  différence  d  qui  existe  entre  deux  de  ses  racines. 

Soient  a  et  a  -i-  d  les  deux  racines  dont  la  différence  est  d. 

Si  Ton  forme  alors  la  transformée  en  3  -+-  d,  c'est-à-dire  l'équation 
dont  les  racines  sont  celles  de  la  proposée  diminuées  de  d  (1061), 
l'une  des  racines  de  cette  transformée  sera  a -^  d  —  d  ou  a,  de  sorte 
que  l'équation  donnée  ©(s)  =  o  et  sa  transformée  o{z-^d)  =  o  auront 
nécessairement  une  racine  commune.  Leurs  premiers  membres  auront 
donc  un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré  qui,  égalé  à 
zéro,  fera  connaître  la  racine  a  et,  pjr  suite,  la  racine  a^d.Ea  divi- 
sant (p(3)  par  le  produit  {z—a){z  —  a  —  d)  et  en  égalant  le  quo- 
tient à  zéro,  on  obtiendra  les  deux  autres  racines  de  la  proposée  par 
une  équation  du  second  degré. 

Appliquons  cette  marche  à  un  exemple  numérique,  et  proposons-nous 
de  résoudre  Téqualion 

?(-.)  =  -'*—  7-^-^'3--~7:;  — 0  =  0, 

sachant  que  la  différence  entre  deux  de  ses  racines  est  égale  à  1. 
La  transformée  en  3  4-  i  est  ici  (1061  ) 

1-2  1.2.3  1.2.3.4 

c'est-à-dire 

'f  (3  +  I)  =  3*—  33' -I-  0.3-^ -t-  63  —  4  =0. 

On  doit  donc  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polv- 
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nomes 

z' -    y z'^ -r- 1 5 z- — -z  —  6        et        z'^ -- 3z'^-i- 6z  —  4- 

On  simplifiera  un  peu  les  calculs  en  remplaçant  l'une  des  deux  équa- 
tions <s{z)  =  o  el  tp(3  -i- 1)  =0  par  leur  difTcrenco 

cp(2)  ~-^{z  H-i)  --^  o; 

ce  qui  est  permis.  On  aura  ainsi  à  considérer  finalement  les  deux  poly- 
nômes (en  multipliant  le  second  par  —  i) 

3V — 33*-^  63 — 4        et        4-^ — i'iz'^-+- i3z -h  1. 

Nous  indi([uons  la  recherche  de  leur  plus  grand  connnun  diviseur 


—  3^3  -H    6z 

—  i2z^-;-  243 
4-  153S—  1332 


4 

16 
2  3 


3-^3 

—  4z  — i3 

—  3-1-1 

42»  —  1332 -^   l33 

—  2 

—  32-1-73  — 

ro 

3  —  2 

+  2832—403 

—  2  3 

-h  1332-  -273 

i-  2 

-+-53- 

10 

-913 

—  i3o 

3  — 

2 

H-  643 12^ 


l332     -  22  3     i5 

-5232-,- 883      .04 
4-4532—393      -6 

S  —  2  O 

732   -i-  493     --70 

—     32      -4-     73      —   10 

On  trouve,  comme  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré, 
z  —  2.  En  l'égalant  à  zéro,  on  voit  que  la  racine  a  est,  dans  cet  exemple 
numérique,  représentée  par  2;  la  racine  a  +  d  l'est,  par  conséquent, 
par  3. 

Pour  obtenir  les  deux  autres  racines  de  l'équation  proposée,  il  ne  reste 
plus  qu'à  former  le  produit 


3)^32-53 


6. 


(3-2)( 

En  divisant  par  ce  produit  le  premier  membre  «f  (3)  de  ré(juation,  on 
a  pour  quotient 


et,  en  l'égalant  à  zéro,  on  a.  pour  les  racines  cherchées, 

I  rt  v/2. 

Recherche  des  diviseurs  des  fonctions  entières  d'une  variable. 


1083.  Nous  pouvons  supposer  la  l'onclion  entière  considérée 
ramenée  à  la  forme  (  lOGO  ) 


ainsi  que  ses  différents  diviseurs 
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Nous  avons  vn  que  o{z)  peut  se  décomposer,  et  cela  d'une 
seule  manière  (1017,  1021),  on  m  facteurs  linéaires  ou  pre- 
miers, qui  sont  ses  diviseurs  du  premier  dCf^ré.  Tout  diviseni 
de  o{z),  d'un  degré  supérieur  au  premier,  ne  peut  être  que 
le  produit  de  quelques-uns  de  ses  facteurs  premiers  (1021). 

Par  conséquent,  pour  avoir  tous  les  diviseurs  de  9(-),  il  est 
nécessaire  et  il  est  suffisant  de  combiner  entre  eux  de  toute- 
les  manières  possibles  les  facteurs  premiers  de  9(-). 

La  fonction  aura  ainsi  autant  de  diviseurs  du  second  degi  i 
qu'on  peut  former  de  combinaisons  avec  m  objets  pris  2  à  ;< 

c'est-à-dire  ^^ ^ "^  "      T'^^ll;  elle  aura  autant  de  diviseurs  d 
1.2 

troisième  degré  qu'on   peut  former  de   combinaisons  ave 

,    1  •      m  (m  —  I ) (  '^^  —  2 ) 
/??  objets  pris  3  à  3,  c  est-a-dire ^s ' 

D'une  manière  générale,  le  nombre  de  ses  diviseurs  di 
^ième  degré  sera  donné  par  la  formule 

^"'  ~~  I.2.3.../i 

En  se  rappelant  (226)  ie  tbéorème  exprimé  par  la  formul 

on  voit  qu'il  y  a  autant  de  diviseurs  du  premier  degré  que  d- 
degré  m  —  t,  autant  du  second  degré  que  du  degré  m  —  2,  . . 

1084-.  Si  l'on  pouvait,  d'une  manière  simple,  déterminer  un 
diviseur  quelconque  du  premier  membre  de  l'équation 

la  résolution  de  cette  équation  serait  assurée  ;  car,  en  opérant 
sur  ce  diviseur  comme  sur  la  fonction  elle-même,  on  descen- 
drait successivement  jusqu'à  des  équations  du  second  ou  du 
premier  degré. 

Admettons,  par  exemple,  queo(:;)  ait  un  diviseur  Z,  et  que 
le  quotient  de  o(:;)  par  Z  soit  Z,.  L'è(iuation  donnée  prendra 

la  forme 

ZZi  =  o, 

et  sa  résolution  reviendra  (1021)  à  celle  des  deux  équations 

de  de2:ré  moindre 

Z  =  o,         Zi^o. 
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Mais  la  recherche  des  diviseurs  d'une  fonction  9(3)  exige,  en 
général,  la  résolution  d'équations  dont  le  degré  est  plus  élevé 
(}ae  celui  de  cette  fonction,  e'est-à-dire  que  cette  recherche 
constitue  un  problème  plus  difficile  que  la  résolution  directe 
(le  l'équation  o{z')  =  0  ou  la  détermination  des  facteurs  pre- 
miers de  0(3  ). 

En  effet,  si  l'on  veut  obtenir  un  diviseur  de  degré  n,  le 
nombre  de  ces  diviseurs  étant  C"j[1083],  l'équation  qui  per- 
mettra de  déterminer  un  coefficient  quelconque  de  ce  divi- 
seur devra  être  précisément  du  degré  marqué  par  ce  nombre. 

Or,  quand  on  suppose  n:=  1  ou  /i  =  m  —  i,  on  a 

mais,  si  l'on  prend  «  =  2,  3,  4,  ••  -,  les  nombres  C;„=  C'""^, 
t^/«=Cî^~^,  ...,  vont  en  croissant  (262)  jusqu'à  un  certain 

m  —  1  m 

maximum  (263)  [qui  est  C,,/     si  /n  est  impair  et  €,7^  si  m  est 
pair],  pour  repasser  ensuite  par  les  mêmes  valeurs  en  ordre 
inverse  à  mesure  que  /i  augmente  jusqu'à  /n  —  i. 
En  prenant  seulement  n  =  1, 

_  m{m  —  i). 

et,  pour  que  ce  résultat  surpasse  m  ou  pour  qu'on  ait 
m  [ni  —  r )  >■  2  m , 

il  suffit  de  supposer  m  supérieur  à  3. 

Ainsi,  lorsque  la  fonction  est  du  troisième  degré,  la  re- 
cherche de  ses  diviseurs  du  second  degré  est  aussi  difQcile 
que  la  résolution  de  l'équation  correspondante  elle-même.  Au 
delà  du  troisième  degré,  pour  les  diviseurs  du  second  degré 
et,  a  fortiori,  pour  les  diviseurs  de  degré  supérieur,  la  ques- 
tion dépend  d'une  équation  dont  le  degré  surpasse  celui  de 
l'équation  formée  en  égalant  la  fonction  donnée  à  zéro. 

IO80.  On  peut  suivre  deux  méthodes  générales  pour  trouver 
les  diviseurs  d'un  certain  ordre.  Nous  allons  les  indiquer  suc- 
cinctement, et  nous  les  appliquerons  ensuite  à  la  recherche 
des  diviseurs  du  second  degré  pour  les  fonctions  du  troisième 
et  du  quatrième  degré. 
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Première  MÉTHODE.  —  Soit  cp(-)  la  lonclion  donnée,  dont  le 
degré  est  m  et  dont  le  premier  terme  est  z"K  On  veut  chercher 
ses  diviseurs  du  /l'ème  degré.  Nous  représenterons  l'un  de  ces 
diviseurs  par  un  polynôme  f{z)  ayant  pour  premier  terme  s", 
et  contenant  dès  lors  n  coefficients  indéterminés. 

En  divisant  (o{z)  par  /(s),  on  parviendra  à  un  reste  de 
degré  «  — i,  qui  devra  être  idenliquemenl  nul,  si  /(:;)  est 
bien  l'un  des  diviseurs  cherchés.  En  égalant  à  zéro  les  coeffi- 
cients des  différents  termes  du  reste,  on  obtiendra  donc  u 
équations  entre  les  données  et  les  inconnues  [qui  sont  les  n 
coefficients  indéterminés  de/(^)].  II  faudra  éliminer  n  —  v 
inconnues  entre  ces  n  équations,  et  l'on  parviendra  ainsi  à 
une  dernière  équation,  qui  devra  être  de  degré  C",,  et  qui  fera 
connaître  la  n'^™''  inconnue  conservée.  Les  équations  de  con- 
dition conduiront  ensuite,  pour  chaque  valeur  de  cette  «'^'"^ 
inconnue,  aux  valevu's  correspondantes  des  n  —  i  autres  coef- 
ficients. 

Seconde  méthode.  —  On  peut  encore  opérer  comme  il  suit. 
f{z)  représentant  un  diviseur  du  «'^""^  degré,  le  quotient  Y{z) 
de  9(^)  par/(^)  sera  un  polynôme  de  degré  m  —  «,  dont  le 
premier  terme  aura  pour  coefficient  l'unité  d'après  les  con- 
ventions précédentes.  En  laissant  indéterminés  les  n  coeffi- 
cients de /(s)  et  les  m  —  n  coefficients  de  F  (5),  il  faut  que  le 
produit  de  ces  deux  polynômes  reforme  identiquement  la 
fonction  9(^).  En  exprimant  ce  fait,  on  aura  donc  m  équa- 
tions de  condition  entre  les  données  et  les  n  -^  m  —  «  ou  les 
m  coefficients  indéterminés.  Il  restera  à  en  éliminer  m-~\ 
entre  ces  m  équations,  pour  arriver  à  l'équation  qui  doit  ré- 
soudre la  question  comme  dans  la  première  méthode,  en  fai- 
sant connaître  la  m'^'^e  inconnue. 

Recherche  des  diviseurs  du  second  degré  dans  le  cas  des  fonctions 
entières  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

108G.  Troisième  degré.  —  En  égalant  à  zéro  la  fonction 
donnée  du  troisième  degré,  on  peut  toujours  faire  disparaître 
son  second  terme  (106i)  et  la  ramener  à  la  forme 

(i)  53-!-Q^-^R— o. 

Appliquons  la  première  mélliode  ^1085).  Nous  représente- 
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roiis  un  diviseur  du  second  degré  de  la  fonction  g^—  Q::  —  R 

l.ar 

et  nous  effectuerons  la  division  des  deux  polynômes. 


^^^Q^  +  R 

-~pz^-~qz 


-P 


ip'^Q-g)z-^{R+pq) 

Le  reste  du  premier  degré  auquel  on  parvient  devant  èlie 
identiquement  nul,  les  valeurs  de  p  et  de  q  devront  satisfaire 
;iM\  deux  équations 

/?'+Q  —  7=^0,  l\-i-pq=:zO. 

En  éliminant  q  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

/^'-^Q/j-T-R  =  o. 

Cette  équation  fera  connaître  le  coefficient  p,  et  l'on  aura 
ensuite 

R 

Elle  est  du  troisième  degré  (108i)  et  identique  à  l'équa- 
lion  (i),  sauf  la  substitution  de  p  à  la  place  de  r.  Il  est  facile 
d'expliquer  celte  coïncidence. 

Les  diviseurs  étant  formés  par  le  produit  des  facteurs  pre- 
miers de  la  fonction  assemblés  convenablement  (1083),  —  p 
représente  la  somme  de  deux  quelconques  des  racines  de 
l'équation  (i)  [1036];  mais,  cette  équation  étant  privée  de  son 
second  terme,  la  somme  de  ses  racines  est  nulle  (1036),  de 
sorte  que  p  représente  l'une  quelconque  des  racines  de  l'é- 
quation (i). 

La  difficulté  de  la  recherche  des  diviseurs  du  second  degré 
est  donc  ici  la  même  (lOSi)  que  la  résolution  directe  de  l'é- 
quation qui  répond  à  la  fonction  donnée. 

1087.  Quatrième  degré.  —  Nous  supposerons  également  que 
l'équation  du  quatrième  degré  obtenue  en  égalant  à  zéro  la 
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fonction  proposée  a  clé  privée  de  son  second  icrmc.  Nous 
aurons  ainsi 


(0 


z'*-i-Qz'--hRz-{-S  =  o. 


Appliquons  la  seconde  méthode  (1085).  Nous  représenterons 
toujours  un  diviseur  du  second  degré  de  la  fonction  par 

et  le  quotient  du  premier  membre  de  l'équation  (i)  par  ce  di 
viseur,  quotient  qui  est  aussi  du  second  degré,  sera  repré- 
senté de  même  par 

z''-\-p'z-i-rj'. 

On  doit  alors  avoir  identiquement 

z^^Qz-^lXz  -h  S  =  {z'-^pz-hfj)  {z-  —  p'z  -h  7') 
ou 


z'^Qz'--^-T{z-hS  —  z'-^p  \z^-^q 


P' 


PP 

-7' 


■-^rjp    •z^qq' 
-r-pq'  I 


Les  équations  de  condition  sont  donc 

p^p'—O,         q -i- pp' ^  q' =  Q,         qp'^pq'  —  Vy,         qq'=S. 

La  première  donne 

P'-=  —  P> 

et  les  trois  autres  deviennent 

q  —  p'- -^  g' —.  Q,  p{q'—q)  —  Vy,  qq'=S. 

On  a,  par  suite, 


q'-^q—P'^Q.        et        q'  —  q  — 


R 


Il  en  résulte  immédiatement 


q'= 1 =  ' ^^ j 

2  2/>  ip 

_  />-  -H  Q  _  ^  _  /)^-i-0/j  — R 

2  2/)  2/J 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation  de  con- 
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(lition,  il  vient  enfin 

c'est-à-dire 

et,  en  développant, 

Cette  équation  en  p  est,  comme  cela  doit  être,  du  sixième 

A. 3 
degré  [on  a  C^  =  — ^  ^=6];  mais  elle  ne  renferme  que  des 

puissances  paires  de  p,  de  sorte  que,  en  prenant  p-  pour  in- 
connue, elle  s'abaisse  au  troisième  degré  et  devient 

En  résolvant  cette  équation  du  troisième  degré,  on  aura  les 
trois  valeurs  de  p-  ou  les  six  valeurs  de  p,  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires.  Les  valeurs  correspondantes  de  q  se- 
ront données  par  l'équation  de  condition 


Dans  ce  cas  particulier,  grâce  à  \ ahaissem,ent  de  l'équation 
en  p,  la  recherche  des  diviseurs  du  second  degré  est  plus  fa- 
cile que  la  résolution  directe  de  l'équation  (i). 

Descartes  a  pu  ainsi  ramener  la  résolution  de  l'équation  du 
quatrième  degré  à  celle  du  troisième  degré.  Car,  une  seule 
valeur  de  p  étant  déterminée,  on  peut  calculer  les  valeurs 
correspondantes,  non  seulement  de  q,  mais  encore  de  p'  et 
de  q\  à  l'aide  des  relations  ci-dessus.  On  a  alors  à  résoudre, 
à  la  place  de  l'éciuation  (i),  les  deux  équations  du  second  degré 

5^  +  /?^  H- ^  =  0,         z"-^  p'z+  q'  ^^o, 

dont  les  racines  sont  celles  de  l'équation  (i)  [1021]. 

On  pouvait  d'ailleurs  prévoir  Vabaissement  de  l'équation 
en  p. 

En  effet,  l'équation  (i)  étant  privée  de  son  second  terme,  la 
somme  de  ses  quatre  racines  ^^i,  z^,  z^,  z,^  est  nulle;  et,  si  l'on 
égale  à  zéro  un  diviseur  du  second  degré,  dans  l'équation  ob- 
tenue 

z^'-^pz-^q^zz^o, 
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p  représente  la  somme  de  deux  r/uelconques  de  ces  racines. 
D'après  la  condition 

-1  +  -^2  -t-  -3  +  -34  "--  O, 

les  six  valeurs  de  p  satisfont  donc  aux  relations  suivantes 

Z2        Sjri^Si -1- Sj,  S,         ^l,—~Zx-\-Z^,       — Sj  —  s^n:  ^, -T-  C.2> 

c'est-à-dire  qu'elles  sont  bien  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires. 

Un  fait  remarquable  doit  être  encore  signalé.  Si  l'on  con- 
sidère l'équation  du  quatrième  degré  sans  transformation, 
c'est-à-dire  non  privée  de  son  second  terme,  l'équation  en  p  à 
laquelle  on  parviendra  par  l'application  de  la  seconde  mé- 
tbode  sera  une  équation  complète  du  sixième  degré  de  la 
forme 

(2  )        //'  +  ^'p^  +  0'/>^  -^  R'/?3  -^  S'/y^  ^  Tp  ^  U'=  o. 
Les  six  valeurs  de  p  seront  toujours 


seulement,  elles  ne  seront  plus  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires,  puisque  la  condition  Zy-^ Z2-\-  z^-^  -^^o  n'est  plus 
satisfaite;  P'  sera  alors  la  somme  de  ces  six  valeurs  changées 
de  signes  (1036),  de  sorte  qu'on  aura 

Or,  pour  faire  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  com- 
plète du  sixième  degré  en  p,  il  faut  (106i)  diminuer  toutes 

P' 

les  racines  de  cette  équation  de  la  quantité ou  (1061) 

former  la  transformée  en 

/      P'\  P' 

7r  =  /j-l—  g-j         ou  en         7^=r/>-^^. 

Les  racines  de  cette  transformée  seront  donc,  en  désignant 

P' 

par  ir=  —  la  somme  des  quatre  racines  de  l'équation  com- 
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plète  du  quatrième  degré, 

^l' —  Z^-^-  j  2i  -^^  1;  {z^-r-  Z,^ Zi         ^3), 

■^2'        -3  1^  2V~'1~      ~"i  '■'2  -3  l> 

-^2 ^4  "•"  ~i  -"'  2  V  -"1  ~T~  '•'S  -'2  "4  ,'' 

-  -    -^  \y  ■ —  i_/-'_-  -  ^'1 

^3      ^'  i      2  •^  —  2  (  ->  1  ^^  "^  2      ^^  3      *•■  4  ■  • 

Et  l'on  vérifie  alors  que  les  racines  de  la  transformée  sont 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  ce  qui  exige  que 
l'équation  correspondante  ne  renferme  que  des  termes  de  degré 
pair.  11  en  résulte  que,  en  faisant  disparaître  le  deuxième 
terme  en/?'  de  l'équation  (2),  on  fait  nécessairement  dispa- 
raître en  môme  temps  le  quatrième  terme  en/>^  et  le  sixième 
terme  en/",  de  sorte  que  l'abaissement  du  sixième  degré  au 
troisième  desrré  a  encore  lieu. 
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CHAPITRE  VI. 

THÉORIE    DES   RACINES   ÉGALES. 


Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  d'une  fonction  entière 
et  de  sa  dérivée. 

1088.  I.  Le  plus  grand  commun  diviseur^  d'une  fonction 
entière  et  de  sa  fonction  dérivée  est  le  produit  des  facteurs 
premiers  multiples  de  la  fonction  proposée,  pris  chacun  avec 
un  exposant  moindre  d' une  unité. 

Nous  avons  vu  (1019)  ce  qu'on  entend  par  racines  multi- 
ples d'une  équation  algébrique  ou  par  facteurs  premiers  mul- 
tiples d'une  fonction  entière. 

La  fonction  donnée,  décomposée  en  facteurs  premiers,  étant 

o{z)-{z  —  a)''  {z  —  b)P{z  —  c)  (z-^d), 

par  exemple,  il  s'agit  de  prouver  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  9(-)  et  de  sa  dérivée  o' (z)  est  égal  à 

(5  — «)«-^  {z  —  b)P-K 

Admettons  d'abord,  sans  faire  apparaître  les  racines  égales  ou 
les  facteurs  multiples,  que,  la  fonction  étant  de  degré  m,  on 
ait 

(^{z)  ={z  —  a^)  {z  —  a,}i^z  —  a^) .  .  .^z  —  a,„). 

Désignons  par  o'{z),  comme  à  l'ordinaire,  la  dérivée  de  9(3). 
Nous  avons  démontré  (lOiO),  en  appliquant  simplement  la 
règle  de  dérivation  d'un  produit  (573),  la  formule  fondamentale 

o{z)        z  —  «1        z  —  «2        Z  —  «3  :;  —  a„i 

Supposons  maintenant  que,  parmi  les  racines  considérées, 
il  y  en  ait  p-i  qui  soient  égales  à  a^,  jji,  qui  soient  égales  à 
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a,,  .  . .,  (Xn  qui  soient  égales  à  ««.  On  aura 

o{z)  ^:  {z  -  a,y.  {z.  -  a,)l'^..  .  .  {z  ~  a,yn, 
et  la  formule  (i)  deviendra 

9  (-  )        -  —  «1        z  —  a.,       z  —  a^  -  —  «,i 

La  somme  fXi  —  [x, -:- fji.3  — . . .  +  |jl„  est  nécessairement  égale 
à  m,  et  les  nombres  jjl;,  ^x^,  ^x^,  . .  . ,  fx,,  sont  égaux  ou  supé- 
rieurs à  l'unité. 

Si,  dans  la  formule  (i  bis),  on  réduit  les  fractions  du  second 
membre  au  même  dénominateur  et  si  on  les  ajoute,  le  déno- 
minateur commun  est 

F  (  c  )  =  (  5  —  «,)(-  —  «  2  '»(-  —  «  3  )•••(-  —  «'«) . 

Quant  au  numérateur  de  la  fraction  résultante,  il  a  pour  ex- 
pression 

f\  ' )  =-'      [-^1  ( -  —  «2 )  (-  —  «3) -  ■  •  (-  —  «7 ) 
-^  ix,{z  —  (Xi)  {z  —  a^) .  .  .  {z  —  a„) 


et  il  est  clair  que  ce  numérateur  n'admet  comme  facteur  pre- 
mier aucun  des  facteurs  linéaires  de  o{z),  puisque/(:?)  est 
composé  de  parties  qui,  tontes,  sauf  une  seule,  contiennent  ce 
facteur  quel  qu'il  soit.  Ainsi  le  facteur  z  —  «i  se  retrouve  par- 
tout, excepté  dans  la  première  partie  ;  le  facteur  z  ^  cLy  appar- 
tient à  toutes  les  parties,  moins  la  seconde,  etc. 
La  formule  (i  bis)  pouvant  s'écrire 

?'(-)  =  F(7) -Z^^)' 

et/(::)  n'admettant  aucun  des  facteurs  linéaires  de  9(:^),  les 
facteurs  premiers  de  9 (;)  qui  se  retrouvent  dans  o'{z)  et  dont 
le  produit  constitue  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 

fonctions  proviennent  seulement  du  quotient  ^V~\"  Le  plus 

grand  commun  diviseur  cherché  a  donc  pour  expression 


9(^-) 


ce  qui  justifie  l'énoncé 


=  {z~a,  jl^- .-'  {z  -  a,)^'^-'  ...[z~a„] 
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Le  degré  de  ce  plus  grand  commun  diviseur  est 

(  fjL,  —  \)  -i-  (  p,  —  I  )  ->-  .  .  .  -f-  I  ;jL„  —  I  )  —  m  —  /* . 

1089.  II.  Toute  racine  multiple  d'ordre  n  d'une  équation 
algébrique  quelconque,  o(-)  =  o,  annule  o{z)  et  ses  n  —  i 
premières  dérivées,  sans  annuler  la  «''^■™<';  réciproquement, 
toute  quantité  qui  annule  o{z)  et  ses  n  —  i  premières  dérivées, 
.sans  annuler  la  n'^'"^,  est  racine  multiple  d'ordre  n  de  l'équa- 
tion (^{z)  z=  o. 

En  effet,  si  a  est  une  racine  multiple  d'ordre  /i  de  Téqua- 
tion  (^{z)z=o,  9(^)  admet  le  facteur  multiple  {z  —  a)". 
D'après  le  théorème  précédent  (1088)  appliqué  successive- 
ment, o'{z)  admet  alors  le  facteur  (z  —  a)"-^,  ç"iz)  admet 
le  facteur  (z  —  a)"-^,  ...;  cp«-'(;;)  admet  seulement  le  fac- 
teur z  —  a,  de  sorte  que  ce  facteur  n'entre  plus  dans  o" (z). 

Réciproquement,  si  la  quantité  a,  n'annulant  pas  (^"■{z),  an- 
nule 9"-^(;;),  cette  dérivée  contient  une  seule  fois  le  facteur 
z  —  a.  En  remontant,  la  dérivée  o'^-^{z)  contient  alors  deux 
fois  ce  facteur,  la  dérivée  o'^-^{z)  le  contient  trois  fois,  ...,  la 
dérivée  o'{z)  le  contient  n  —  i  fois  et,  enfin,  la  fonction  cp(::) 
le  contient  n  fois,  de  sorte  que  cette  quantité  a  est  une  racine 
multiple  d'ordre  n  de  l'équation  9(:;)  --o. 

Condition  pour  qu'une  équation  algébrique  ait  des  racines  égales. 

1090.  Pour  reconnaître  si  une  équation  algébrique  quel- 
conque o{z)  =  G  a  des  racines  égales,  il  suffit,  d'après  ce  qui 
précède  (1088,  1089),  de  chercher  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  (f{z)  et  de  sa  dérivée  (p'(3). 

Si  ces  deux  fonctions  sont  premières  entre  elles  (1077), 
l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  égales;  si  ces  deux 
fonctions  admettent  un  plus  grand  commun  diviseur  algé- 
brique, l'équation  <j>{z)  =o  a  des  racines  égales. 

Les  racines  de  l'équation  formée  en  égalant  à  zéro  ce  plus 
grand  commun  diviseur  D,  entrent  dans  l'équation  donnée 
avec  un  exposant  supérieur  d'une  unité.  Ainsi  les  racines 
simples,  les  racines  doubles,  les  racines  triples,  ...,  de  l'équa- 
tion D  =r  o,  sont  racines  doubles,  racines  triples,  racines  qua- 
druples, ...,  de  l'équation  o{z)  =  o. 
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J09!.  Exemples. 

1°  ReconnaCtre  si  l'équation  binôme  :■'"  —  i  =  o  peul  avoir  des  ra- 
cines égales. 

La  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  donnée  est  mz"^~^.  Il 
faut  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  de  z'"  —  i  et  de  mz"^-^. 


mz"'  —  m  \  z 


La  première  division  conduisant  au  reste  constant  —m,  2'" — i  et 
mz>^-^  sont  des  fonctions  premières  entre  elles,  et  l'équation  proposée 
n'a  pas  de  racines  égales. 

Ce  résultat  concorde  avec  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  des 
racines  de  l'unité  (834). 

1°  Condition  pour  que  l'équation  complète  du  troisième  degré'  ad- 
mette une  racine  double. 


Soit  l'équation 


?(3) 


Pour  que  cette  équation  ait  une  racine  double,  il  faut  que  le  premier 
membre  cp(3)  et  sa  dérivée  ':>' {z)  =  ^z^ -^  ip z  -^  q  admettent  un  plus 
grand  commun  diviseur  du  premier  degré.  Indiquons  la  série  des  opé- 
rations en  nous  conformant  toujours,  pour  éviter  les  coefficients  frac- 
tionnaires, à  la  remarque  du  n°  1078. 


z-^p 

Z^-^pz'^      -rqz      — A" 

"iZ'-^T.pz-^-q 

3z3^-3p22-H3^3-+-3/- 

't.pz^-^qz 

pz'^s-'iqz  ~r-  3r 

3pz^-r-  6qz  -i-  gr 

—  ip^-z^pq 


(  67  —  2/P-) 

7(67  --'2^2^ 


(g/-  — /J7) 

3s  —  (  12/17 
(67  —  2^-2): 


■-r--i.pz^q 

■'ip^)z'-^7.p{6q--ip-^) 
-  3(  gr     -  pq)z 

(i2/»7  —  4/J*  — 27/*  —  ipq)z  --q{6q  —  ip^) 
2p^){i7.pq  —  ^p^—  27/-  -+-  'ipq)z  -H  7(67  —  ■i.p'^f 

(Çir~-pq){\ipq 


^p^~i~r-:-ipq) 
r-i^r  —  pq) 


4P' 


■ipq) 


24/)2 72-)-  4  qp-*—  I oSpqr-^  36ph'-^ 243 z'^-  -  ^ypqr-{- 1 2^272  —  4  qp''—  27  pqr-  3  ^272. 
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Ce  reslc,  égale  à  zéro,  roi)r6sentc  \equation  de  condition  cherchée. 
En  effectuant  la  réduction  des  termes  semblables  et  en  suftprimant  le 
facteur  commun  9,  on  obtient  finalement 

(1)  4  9''-+-  4p'^  ~"  /-'"'/"  —  iSpr/r  -^  1-r-  ^  o. 

En  égalant  le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré  à  zéro,  on 
a,  pour  expression  de  la  racine  double  z-i, 

,   _    W  — 9'- 


6</  —  i})- 
La  racine  simple  ^i  est  alors  (1036) 

.,  -  -P-  ^"^---p-j^j-zj^  -  -^^piy,,—  • 

Ces  résultats  concordent  avec  ceux  trouvés  précédemment.  Nous 
avons  vu,  en  effet  (1053),  que  le  dernier  terme  de  l'équation  qui  a  pour 
racine  les  carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation 

a  précisément  pour  expression  le  premier  membre  de  l'équation  de  con- 
dition (i).  Or,  si  l'équation  complète  du  troisième  degré  a  une  racine 
double,  l'équation  aux  carrés  des  différences  de  ses  racines  doit  admettre 
une  racine  7iulle,  ce  qui  exige  bien  que  son  dernier  terme  ou  son  terme 
constant  soit  lui-même  égal  à  zéro. 

De  même,  nous  avons  trouvé  (1038, 1°)  la  condition  pour  que  l'équa- 
tion du  troisième  degré,  privée  de  son  second  terme,  ait  une  racine 
double,  et  nous  avons  obtenu  en  même  temps  les  valeurs  de  cette  ra- 
cine double  et  de  la  racine  simple  qui  lui  est  associée.  En  faisant  dans 
ce  qui  précède  p  =  o,  ce  qui  donne  à  l'équation  du  troisième  degré  con- 
sidérée la  forme  z^-\-  qz-^r  =  o,  on  retombe  bien  sur  la  condition 

(ibis)  ^q^-i-i-r'  =  o 

et  sur  les  valeurs  des  racines 

3  /•  3  r 

.,-       ,^^^,         -1-    _^  ^ 

auxquelles  on  est  parvenu  dans  le  second  exemple  du  n"  1038,  avec  des 
notations  différentes. 


Décomposition  de  toute  équation  qui  a  des  racines  égales  en 
équations  plus  simples,  faisant  connaître  chacune  les  racines 
des  différents  ordres  de  multiplicité,  prises  seulement  une  fois. 

1092.  Soit  l'équalion  algébrique  quelconque  cp(,;)  =  o.  Nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  celte  équation  a  des 
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racines  doubles,  des  racines  triples  et  des  racines  qua- 
druples. 

Nous  désignerons  respectivement  par  Zj,  Zj,  Z3,  Z4,  les  pro- 
duits de  facteurs  binômes  correspondant  à  ces  racines  des 
différents  ordres  de  multiplicité,  chacun  de  ces  binômes  étant 
pris  seulement  à  la  première  puissance.  On  aura  alors  évi- 
demment 

.)  9(^)  =  Z..Z^Z^Zt; 

et  les  équations 

(■-)  Zi=:0,  Z2=0,  Z3=0,  Z4=0, 

feront  connaître  les  racines  des  différents  ordres  de  multipli- 
I  ité  qui  satisfont  à  l'équation  proposée,  indépendamment  de 
cet  ordre  qu'on  n'aura  plus  ensuite  qu'à  rétablir. 

La  question  est  donc  de  déterminer  les  premiers  membres 
(les  équations  (2),  et  nous  allons  voir  qu'on  peut  y  arriver  par 
de  simples  divisions  régulièrement  effectuées. 

Soit  D  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  fonction  o(;) 
el  de  sa  dérivée  o'(^).  Nous  aurons  (1088) 

Soit  Di  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  fonction  D  et 
de  sa  dérivée  D'.  Nous  aurons  de  même 

Di=  Z3.ZJ. 

Enfin,  soit  D.  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  fonc- 
tion Di  et  de  sa  dérivée  T)\.  Nous  aurons 

D,=^Zv. 

Parvenu  à  ce  dernier  produit,  par  lequel  nous  sommes 
averti  que  la  fonction  Do  et  sa  dérivée  sont  premières  entre 
elles  (1088)  nous  diviserons  successivement  o{z)  par  D, 
D  par  Di,  Dj  par  D.,  et  nous  écrirons  cette  suite  d'identités  : 

^  =  Q=zZ,.Z,.Z3.Z4, 

=—  :=:  ()  1  =;  Zo  -  Z3  •  Zi , 

5i  =  Q,  =  Z..Z.. 

D,  =:D,=  Zv. 
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Cela  fait,  nous  diviserons  de  nouveau  Q  pur  Q,,  Q,  par  Q... 
Oo  pai'  1^2.  cl  nous  obliendi'ons  le  résultat  cherché,  c'est- 
à-dire 

La  résolution  de  l'équation  9(-3j  _:  o  est  ainsi  grandement 
lacililée,  puisqu'elle  est  ramenée  à  la  résolution  d'une  série 
d'équations  de  degrés  inférieurs.  La  méthode  est  simple  et 
élégante,  et  elle  n'a  contre  elle  que  la  longueur  des  calculs 
qu'elle  exige. 

1093.  Supposons  que  l'équation  0{Z)  =:osoit  du  quinzième 
degré,  et  qu'elle  ait  quatre  racines  simples,  deux  racines 
doubles,  une  racine  triple  et  une  racine  quadruple.  Zi  sera 
alors  du  quatrième  degré,  Zo  du  second  degré,  Z3  et  Z4  seront 
du  premier  degré. 

1094.  Comme  on  opère  seulement  par  voie  de  division  et 
sur  des  fonctions  entières,  les  derniers  quotients  Zi,  Z,,  Z3, 
Z,,  ...,  sont  toujours  des  expressions  rationnelles  dont  les 
coefficients  sont  formés  avec  ceux  de  l'équation  donnée,  et 
qui  sont  entières  par  rapport  à  z. 

D'après  cela,  il  est  important  de  remarquer  dès  à  présent 
que,  lorsque  l'équation  9(^ )  — ^  o  n'a  qu'une  seule  racine  d'un 
certain  ordre  de  multiplicité^  cette  racine  est  nécessairement 
commensurable,  puisqu'elle  est  donnée  par  une  équation  du 
premier  degré  à  coefficients  rationnels  (109-2),  et  elle  est  elle- 
même  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  la  proposée. 

1093.  Si  l'on  voulait  décomposer  l'équation  (d{z)  —  o  en 
deux  autres,  l'une  renfermant  toutes  ses  racines  inégales, 
l'autre  toutes  ses  racines  égales,  mais  prises  seulement  une 
fois,  on  opérerait  comme  il  suit.  Nous  venons  de  trouver  par 
la  méthode  générale  (1092) 

l)=.Z,Z^Z^ 
et 

^ji^  _.Q:=Z,Z,Z,Zi. 

1)  "         i   -   i   * 

Cherchons  le  plus  grand  connnun  di\i>cur  A  de  Q  et  de  D. 
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Il  aura  pour  valeur  (1075) 

A  =  Z,Z3Z4, 
et,  en  divisant  Q  par  A,  il  viendra 

A  '^" 

Les  deux  équations  demandées  sont  ainsi 

Q 

A  =  o         et         --  =z  G, 

A 

la  première  faisant  connaître  les  racines  égales  prises  cha- 
cune une  fois,  la  seconde  faisant  connaître  les  racines  iné- 
gales. 

1096.  Exemple.  —  Proposons-nous  de  décomposer  l'équation 
cp  (  z)  =  z^  -t-  4  2^  —  3  z'*  —  I 6  z^  ^  I  I  z2  ---  I  2 s  —  9  =  G, 
au  point  de  vue  de  la  reclierche  de  ses  racines  égales. 
Nous  aurons,  pour  la  fonction  dérivée, 

cp'(z)  =  &Z^-\-  lOZ'* —  IIZ^ —  482--f-  22Z  —  12. 

Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  D  de  o(z)  et  de  o'{z),  en 
ayant  soin  de  diviser  d'avance  o'(z)  par  2  et  d'appliquer  les  simplifica- 
tions ordinaires. 

Nous  trouverons,  après  trois  divisions, 

D  =  z^-;-z2  —  5z-^3, 

et  nous  en  déduirons 

D'=  3z--i-  2z  —  5. 

Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  Di  de  D  et  de  D'.  Nous 
trouverons,  après  deux  divisions, 

Di  =  z  — I. 

D,  n'ayant  aucun  facteur  premier  commun  avec  sa  dérivée,  on  doit 

s'arrêter  en  posant  (  1092) 

Di=Z3. 

On  a  ensuite 

^  =  Q  =ZliZ,Z3=23--3z2-z-3, 


Ir-^- 

'-    Z.Z3 

=;  z h-  2  Z J. 

Di  =  Di  = 

--       Z3 

=  Z  —  £. 

De  C. 
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n  en  résulte 

^=z,  =  .^,, 

5;=^— -'• 

On  arrive  donc  enfin  à 

cp(z)  =  (z  ->-  i)(z-h  3 )-(z--  i)S 

et  l'équation  proposée  admet  la  racine  simple  —  i.  la  racine  double  -  -  3, 
el  la  racine  triple  -+-  i . 

Recherche  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
équation  algébrique  ait  une  racine  d'un  certain  ordre  de  mul- 
tiplicité. 

1097.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
équation  algébrique  9(2)  =  0  admette  une  racine  multiple 
d'ordre  n  sont,  d'après  ce  qui  précède  (1089),  que  cette  ra- 
cine, prise  seulement  une  fois,  annule  o{z)  et  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées,  sans  annuler  la  n'^'"''.  En  d'autres  termes,  il 
faut  exprimer  que  les  n  équations 

(t)        G)(S)  =  0,  (p'(c)— O,  Q}"(5)— O,        ...,         G)»-'(S)=0, 

ont  une  racine  commune. 

jPodU'  cela,  on  commence  par  écrire  que  9(^3)  et  <p'(-)  ont 
un  plus  gr>'^nd  commun  diviseur  du  premier  degré.  On  trouve 
ainsi  une  prêwiiière  équation  de  condition  entre  les  coeffi- 
cients de  la  propt^sée.  En  égalant  à  zéro  le  plus  grand  commun 
diviseur  calculé,  oii\a  l'expression  de  la  racine  multiple,  et,  en 
la  substituant  dans  ïies  n —  2  autres  équations  (i),  on  obtient 
n  —  2  nouvelles  équations  de  condition  entre  les  coefficients 
de  la  proposée. 

Ainsi,  pour  qu'une  équation  admette  une  racine  multiple 
d'ordre  n,  il  faut  que  ses  coofficients  satisfassent  an  —  i  équa- 
tions de  condition. 

Nous  avons  déjà  appliqué  cette  méthode  (1091,  2°)  à  la  re- 
cherche de  la  condition  pour  qu'une  équation  complète  du 
troisième  degré  ait  une  racine  double.  Nous  en  donnerons  ici 
un  nouvel  exemple. 
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1098.  Trouver  les  deux  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  l'équation  du  quatrième  degré,  privée  de  son  second 
terme,  ait  une  racine  triple. 

On  a  ici  à  exprimer  que  les  trois  équations 

[    cp(3)r=      z'* -^  pz' -^  q  z -\- r  ^^o, 
(i)  \  (^'{z)=   [^z'^-^ipz--q  =o, 


O"  (  5  )  =  1 2  5- 


2/> 


ont  une  racine  commune.  On  a  intérêt,  en  général,  à  opérer 
d'abord  sur  les  équations  de  degré  inférieur. 

Nous  exprimerons  donc  que  les  premiers  membres  des  deux 
dernières  équations  (i)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur 
idu  premier  degré,  en  suivant  toujours  la  même  marche  (1078). 
Nous  aurons 

2S 
ÇfZ^-^p 


Lz' 


1p. 

ip. 


Zq 


iz  —  ^q 
\pz-^Zq 


12  p. 


-2p' 


l^pz^3q 


8/>^+  27^^ 
La  première  condition  cherchée  est  donc 


-9g- 

-4-  2p^ 

—  36pqz 

-t-8/?3 

+  277- 

(2) 


8/?'-i-  27^7^=  o. 


On  obtient  l'expression  de  la  racine  triple  en  égalant  à  zéro 
le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré,  c'est-à-dire 
en  posant 


(3) 


^pz  ^3q 


d'où 


^P 


En  substituant  cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (i), 
il  vient 


9r 
16  p 


o. 


256/?^ 
ou,  en  réduisant  et  en  chassant  les  dénominateurs. 


(4) 


81^*—  48/>* 72  ^  256 rp'^  —  o. 


Telle  est  la  seconde  condition  cherchée.  On  peut  simplifier 


(2 
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son  expression  en  tenant  compte  de  la  première  condition. 
On  déduit,  en  effet,  de  l'équation  (2), 

de  sorte  que  l'équation  (4)  se  réduit  à 

(5)  grf^Sirp. 

En  multipliant  par  3  les  deux  membres  de  l'équation  (5), 
on  a 

2-jq-s=zQ6rp, 

et  l'on  peut  alors  réunir  les  deux  conditions  trouvées  sous  la 

forme  simple 

2^q''~g6rp  =  —Sp' 

ou 

(6)  '^q^—\irp=-—p\ 

On  peut  simplifier  notablement  les  calculs  par  l'emploi  des 
fonctions  homogènes.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer. 

Emploi  des  fonctions  homogènes. 

1099.  Cas  d'une  racine  double.  —  Soit  la  fonction  entière 

(i)   9(^)=Ao^'"+A,^'«-»  +  A,^'"-3  +  ...M-A,„_,zH-A„,. 

Remplaçons  z  par  -  et  multiplions  ensuite  par  u"^,  nous  aurons  ; 

)  «/'"9(-)  =  Aos'"4-Aii<5'«-»^-A2«<2^'"--n-...^A;„_itt'«-'^  +  A,„ 

c'est-à-dire  que  nous  obtiendrons  une  fonction  homogène  (580) 
et  de  degré  m  des  deux  variables  z  et  u.  Nous  pourrons  la  dé- 
signer par  cs^{z,u),  en  convenant  de  remplacer  o{z,i)  par 
cp(^),  puisque,  lorsqu'on  suppose  u=zi,  la  relation  (2)  repro- 
duit identiquement  la  relation  (i).  Il  en  sera  de  même  pour  la 
dérivée  partielle  ^',{z,u)  [327,  566]  qui,  pour  az=i,  repro- 
duit simplement  cp'(^). 

D'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes  (580)  appliqué 
à  la  fonction  o{z,  u),  on  a,  d'une  manière  générale,  l'identité 

(3)  -  9r(-,  w)  4-  uo'„{z,  u)  -    nio{z,  u). 
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Or,  pour  une  racine  double  de  l'équation  9(5)  =  0,  les  deux 
polynômes  ©(s,  a)  et  o'.{z,  u)  s'annulent  quand  on  y  rem- 
place z  par  cette  racine  double  et  u  par  i,  puisqu'ils  se  rédui- 
sent, dans  cette  hypothèse,  à  o{z)  et  à  9' (5).  On  a  alors  pour 
les  mêmes  valeurs,  d'après  l'identité  (3), 

o'n{z,  11)-=  O. 

Donc,  toute  racine  double  de  9(;3)=:o  est  une  racine  com- 
mune des  deux  équations 

quand  on  y  suppose  u=:i. 

lléciproquement,  toute  racine  commune  des  deux  équa- 
tions ainsi  modifiées  annule  nécessairement  o{z),  d'après 
l'identité  (3),  et  cette  racine  est  alors  une  racine  double  de 
l'équation  o{z)  =  o,  puisqu'elle  annule  à  la  fois  o(;:)  et  ^'(s). 

1100.  Prenons,  par  exemple,  l'équation  du  troisième  degré 
privée  de  son  second  terme 

(i)  z^-}-pz-i-q  =  o. 

Nous  aurons  immédiatement 

(2)  {  Cp2(^,  u)  =  3z--+-pn-, 
)'u{z,  u)^^  ipuz  -H  Zqu^. 

Égalons  à  zéro  les  deux  dérivées  partielles,  après  y  avoir  fait 
a:=i.  Il  viendra 

(3)  3s2-h/?^o,         2/?3  — 3^  =  0. 

Si  ces  deux  équations  ont  une  racine  commune,  elle  est  né- 
cessairement, puisque  l'une  des  équations  est  du  premier 
degré, 

(4)  .=-^- 

En  la  substituant  alors  dans  le  premier  membre  de  l'autre 
équation  (3),  on  obtient  l'équation  de  condition  qui  doit  lier 
les  coefficients  de  l'équation  (i)  pour  qu'elle  ait  une  racine 
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double.  On  retrouve  de  la  sorte,  plus  rapidement,  le  résultat 
connu  (1038,  2°) 

(5)  [^p^-~1-jq'-  =  o. 

1101.  Cas  d'une  racine  triple.  ^Pour  que  l'équation  9(r)-^o 
ait  une  racine  triple,  il  faut  et  il  suffit  (1097)  que  les  équa- 
tions 

(l)  Cp(5)=0,  0'(::)=0,  ©"(S)  =  0 

aient  une  racine  commune. 

Formons,  comme  précédemment  (1099),  l'équation  homo- 
gène o{z,u^.  Nous  avons  démontré  (08I)  que  les  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  d'une  fonction  homogène  de 
degré  m  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré  m  —  i.  On 
peut  donc  leur  appliquer  aussi  le  théorème  des  fonctions  ho- 
mogènes {^^0),  de  sorte  qu'on  a  les  trois  équations  suivantes, 
en  se  rappelant  les  notions  données  (650  et  suiv.)  sur  les  déri- 
vées partielles  des  différents  ordres  : 

Izo'.{z,u)    -T-uOu[z,u)    =:mo{z,u) 
z(^l'.{z,  u)   -4-  a  (i>"-,„(z,  u)  ={m  —  1)  0;(s,  u), 
-S  <?"u,z{z,  M)  H-  uo",*{^-,  u)  ^=z(m  —-i)o'^{z,  u). 

Si  l'équation  9(^)  =0  admet  une  racine  triple,  on  a  à  la  fois, 
pour  la  valeur  correspondante  de  z  et  pour  u  =  i,  cd{z)  ■=  o, 
o' (5  )  =r  o,  o"(s)  =  0.  Pour  les  mêmes  valeurs,  la  première  des 
identités  (2)  donne  alors  9'„(::,  a)  =  o;  à  son  tour,  la  deuxième 
de  ces  identités  donne  o!.„(^,«i=o;  enfin,  la  troisième 
donne  nécessairement  o^^». (:;,«)==  o,    puisque  l'on   a   (652) 

?«,C  (-»"»  =  ?",«  (5,  "!•       . 

Il  en  résulte  que,  pour  toute  racine  triple  de  o(c)  =0,  les 
relations  ci-après  (qui  correspondent  aux  dérivées  partielles, 
du  second  ordre) 

(3)      o'l,{:,  u)  =  o,         ol^„{z,u)  =  o,         oU{^-,u)  =  o 

sont  satisfaites,  quand  on  fait  en  même  temps  m  =  i. 

Réciproquementi  si  les  équations  (3)  ainsi modi/îées  a.(\mei- 
tent  une  racine  commune,  pour  cette  racine  et  pour  u  =:  i,  la. 
troisième  des  identités  (2)  donne  9'„(s,  m)  =0;  la  deuxième 
de  ces  identités  donne  o'.{z,  u)z=o;  enfin,  la  première  donne 
à  son  tour  o(^,  u)  =0.  Par  conséquent,  la  valeur  correspon- 
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(lante  de  z  est  une  racine  triple  de  l'équation  g3(\s)  —  o,  puis- 
qu'on a  à  la  fois,  pour  cette  valeur, 

(I)  <p(5)=0,  9' (--)--"-:  G,  Cp"(s)=0. 

On  peut  donc,  dans  la  recherche  poursuivie,  substituer  aux 
équations  (i)  les  équations  (3),  qui  sont  nécessairement  plus 
simples. 

1102.  Reprenons  l'exemple  déjà  traité  (1098),  c'est-à-dire 
cherchons  les  conditions  pour  que  l'équation  du  quatrième 
degré,  privée  de  son  second  terme, 

(i)  z''^pz^^-r-qz^r  =  o 

ait  une  racine  triple. 
Nous  aurons  ici 

1(ij,{z,u)      ^r=  z^ -^ pu^z'^-^  qu^z  —  ru'', 
(q'.{z,  u)    =: /^z^-^  2 pu^z -T- qu'^, 
(f>'„{z,  u)    =  2puz^-\~  3qu-z   —  [\ru^, 

922(3,  W)      =.l-2.z'^—  ipu'^, 

9"z,u{^-,  «)  =  ^puz  —  iqu^  =  9w,s(-s,  II), 
9^^2(3,  m)  =^ipz'' -r^^quz  ^  iiru'^. 

Égalons  à  zéro  les  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
en  y  faisant  w^zi.  Nous  obtiendrons  les  trois  équations 


(3) 


et  elles  devront  admettre  une  racine  commune.  La  deuxième 
des  équations  (3)  étant  du  premier  degré,  cette  racine  com- 
mune est  nécessairement 

(4)  ^^  =  -^; 

et,  en  la  substituant  dans  les  deux  autres  équations  (3),  on 
retrouve,  beaucoup  plus  rapidement,  les  mêmes  équations  de 
condition  qu'au  n°  1098,  savoir 

~  q^  ^=.\irp  ^— p^. 


(2) 


123'-'  - 

r-  2p  =  0, 

<  r^pz  ~ 

-3(jr  =0, 

\   2pz^- 

-  6qz  4-12/- 
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1103.  Cas  général.  —  Les  résultats  qu'on  vient  d'obtenir 
(1099,  1101),  dans  le  cas  d'une  racine  double  et  d'une  racine 
triple,  s'étendent  sans  peine  à  la  recherche  des  racines  d'ordre 
supérieur,  quel  que  soit  cet  ordre. 

En  appliquant  le  théorème  des  fonctions  homogènes  à  la 
fonction  elle-même  rendue  homogène  et  à  ses  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  nous  avons  trouvé  (1099,  1101) 

j     ^9-Az,u)~  uo'„{z,u)  =m(f>{z,u), 

(1)  j    zo".,{z,u)^- uo".^,^{z,  u)  =  {m  —  \)o'.{z,ii), 
'  -?«,;(-»  «)^-  uOu'.{z,u)  =Xm  —  i)o[^{z,u). 

Les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  étant  des  fonctions 
homogènes  de  degré  ni  —  i,  les  dérivées  partielles  du 
deuxième  ordre  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré 
m  — 2  (581),  auxquelles  on  peut  encore  appliquer  le  même 
théorème.  On  obtient  ainsi  les  relations  suivantes,  en  remar- 
quant que,  puisque  (65*2)  9':,„(-,  u)  =:  (p'i,-{z,  u),  on  n'a  besoin 
de  considérer  qu'une  seule  de  ces  deux  fonctions  : 

/      z  o':3{z,  U)  -4-  U  o'"tjt{z,  u)  =  (m  —  2)  ol'.{z,  II), 

(2)  j  zo'^i_,,{z,  u) -h  uo'l„'.{z,  u)  =  {m--'2)c^l^u{z,  U), 
(   z([)'",z^-{z,  u}-+-    uo'U{z,u)   z=z{m~2)f„,{z,u). 

Cela  posé,  pour  que  l'équation  9  (-3)  =  o  ait  une  racine  qua- 
druple, il  faut  (1089)  que  les  quatre  équations 

(a)      o{z)=o,         (^'{z)=o,         (^"{z)  =  o,         o"'{z)-=^o 

aient  une  racine  commune. 

S'il  en  est  ainsi,  pour  la  valeur  correspondante  de  ;:  et  pour 
u=.i,  une  racine  quadruple  étant  racine  double  et  racine 
triple,  les  identités  (i)  sont  satisfaites  d'elles-mêmes  et  les 
seconds  membres  des  identités  (2)  s'annulent  tous  les  trois 
(1099,  1101).  A  cause  des  équations  (a),  la  première  des 
identités  (2)  donne  alors  (^"l^^ui^,  «):=o;  il  en  résulte,  en 
vertu  de  la  deuxième,  o"',„!(5,  u)  =  0;  et,  par  conséquent,  la 
troisième  donne  enfin  o"û^{z,  u)  :=o,  puisque  l'on  a  (6o2) 

Ou^,-{z,  u)  =  o.,„t{z,  u). 

Réciproquement,  si,  pour  u=^i,  les  quatre  équations 

,a^  i       9"z'{z,u)  z=0,  0':,,„{z,u)-—0, 

(p)  { 

(  cf>z,u'-{z,u)  —  o,  9„3(-c,  a)  =0, 
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qui  correspondent  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre, 
ont  une  racine  commune,  celte  racine  est  une  racine  qua- 
druple de  l'équation  (p(s)  =  o. 

En  effet,  elle  annule  alors  les  seconds  membres  des  iden- 
tités (2):  par  suite,  elle  annule  ceux  des  deux  dernières  iden- 
tités (0,  et,  finalement,  elle  annule  le  second  membre  de  la 
première  de  ces  identités,  c'est-à-dire  elle  satisfait  à  l'équa- 
tion 9  (^)  :=  o.  On  a  donc  à  la  fois,  pour  cette  racine  commune 
et  pour  «  =  I, 

(a)     9(^)  =  o,         9'(s)  — 0,         o"(^)  =  o,         cp''(0)=o, 

de  sorte  qu'elle  est  bien  racine  quadruple  de  la  proposée. 

On  a  donc  le  droit  de  substituer  aux  équations  (a)  les  équa- 
tions ((3),  nécessairement  plus  simples. 

La  loi  est  évidente.  Lorsque  l'ordre  de  la  racine  multiple 
croît  d'une  unité,  l'ordre  des  dérivées  partielles  que  l'emploi 
des  fonctions  homogènes  conduit  à  considérer  croît  aussi 
d'une  unité,  en  restant  immédiatement  inférieur  à  l'ordre  de 
la  racine. 

En  résumé,  toute  racine  multiple  d'ordre  «  +  t  de  l'équa- 
tion 9(5)  =  0  est  racine  commune  des  n  H-  i  équations 

'J"n{z,    U)   —  0,  9S"-.,,.(-,    U)   =    O,  (f)'Jn.-'._,r.{z,    U)   =0,  .    .   .  , 

9"  K— '  {Z.,U)  =  0,  9;;.  {Z,u)r=:^0, 

lorsqu'on  y  fait  a  =  i . 

En  exprimant  que  les  deux  dernières  dérivées  partielles  ont 
un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degrés  on  obtient, 
en  égalant  à  zéro  ce  plus  grand  commun  diviseur  et  le  reste 
correspondant,  l'expression  de  la  racine  multiple  cherchée  et 
une  première  équation  de  condition.  En  substituant  la  valeur 
trouvée  pour  la  racine  multiple  dans  les  n  —  i  premières  équa- 
tions, on  a  les  n  —  i  autres  équations  de  condition. 

Le  nombre  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'une  équation  9(-s)  =  0  admette  une  racine  multiple  d'un 
certain  ordre  est  donc  toujours  inférieur  d'une  unité  à 
l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  (1097). 

1105p.  Ce  qui  précède  conduit  facilement  à  la  généralisation 
du  théorème  des  fonctions  homogènes. 

Considérons  dans   le   numéro   ci-dessus  les  identités  (i). 
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Multiplions  les  deux  membres  de  la  deuxième  par  z,  les  deux 
membres  de  la  troisième  par  u,  et  ajoufons-les  membre  à 
membre  en  tenant  compte  de  la  première  identité.  Nous  au- 
rons 

z^  (fli{z,u)  -h  2ZU  ^".^u{^,u)  -r-  u^  oli{z,u)  =^  m  (m  —  l)  Cf( Z,  U  ) . 

Considérons  de  môme  les  identités  (2).  Multiplions  les 
deux  membres  de  la  première  pars-,  les  deux  membres  de  la 
deuxième  par  2zu,  les  deux  membres  de  la  troisième  par  m^, 
et  ajoutons-les  membre  à  membre  en  tenant  compte  du 
résultat  précédent.  Il  viendra 

5'  <{>"z»{z,  u)  -{-3z-u  o"~i^„(z,  u) 

H-  3ZU'^  9™,«î(-S,  u)  -H  M*  (f'u>{z,  u) 

z^niim  —  i){rn  —  2)9(5,  u). 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  voit  que,  dajis  le 
pi  entier  membre  de  l'identité  obtenue,  les  dérivées  partielles 
de  l'ordre  auquel  on  parvient  sont  multipliées  respectivement 
par  les  termes  correspondants  de  la  puissance  égale  du  binôme 
{z  -h  u),  tandis  que,  dans  le  second  membre,  la  fonction 
(p{z,  u)  est  multipliée  par  le  nombre  d'arrangements  de  m 
objets,  qui  a  pour  exposant  l'ordre  des  dérivées  partielles. 

On  aura  ainsi,  pour  l'ordre  n,  la  formule  suivante,  qui  est 
l'expression  du  théorème  des  fonctions  homogènes  généra- 
lisé : 

z"  cp".(^,  u)  +  nz"-^  u  9i'n-.,„(^,  u) 

+  nzu"-^  tp?,,."- (-,  «)  +  «*  ?,'!'■(-,  u) 
=1  m(m  —  i){m  —  2).  .  .(m  —  n  -h  i)  cp(s,  a). 
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CHAPITRE  VIL 

PROPRIÉTÉ  FONDAMENTALE  DES  DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS 
ENTIÈRES.  —  THÉORÈME  DE  CAUCHY. 


Propriété  fondamentale  des  dérivées  des  fonctions  entières. 

1105.  Nous  avons  montré  précédemment  (722  et  suiv.)  com- 
ment le  signe  de  la  dérivée  d'une  fonction  quelconque  d'une 
seule  variable  était  lié,  d'une  manière  générale,  avec  la  crois- 
sance et  la  décroissance  de  cette  fonction,  supposée  réelle  ainsi 
que  la  variable. 

Nous  allons  rappeler  succinctement  cette  importante  pro- 
priété, en  considérant  une  fonction  entière  et  réelle. 

Soit  f{oc)  cette  fonction  entière,  à  coefficients  réels,  et  ad- 
mettons que  la  variable  x  soit  elle-même  réelle. 

On  a,  par  définition  (534), 

Par  conséquent,  avant  de  parvenir  à  la  limite  qui  conduit  à  la 
dérivée  ou  avant  de  supposer  Aa-  infiniment  petit,  on  doit 
avoir 

en  désignant  par  a  une  certaine  quantité,  fonction  de  x  et 
de  t^x,  qui  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  A.r. 
On  déduit  de  là  la  relation 

(l)  ^.f{X)^^f'{x)^X-^(X^X. 

Supposons  que,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  f'{x)  ait  une 
valeur  finie  et  bien  déterminée,  différente  de  zéro.  Si  l'on  fait 
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tendre  Aa-  vers  zéro,  en  le  prenant  pour  infiniment  petit  prin- 
cipal (515),  a  tendra  aussi  vers  zéro,  et  le  produit  (xA.x  dis- 
paraîtra devant  /'( 07 )  Ax  comme  infiniment  petit  d'ordre  su- 
périeur (521,  2").  Par  conséquent,  d'après  l'expression  (i), 
l'accroissement  A/(^)  de  la  fonction  aura  le  signe  du  pro- 
duit/'(^)  Ax  ou  le  signe  de/'(.r),  si  l'on  convient  de  prendre 
l'accroissement  Ax  de  la  variable  toujours  positif,  c'est-à-dire 
si  l'on  convient  de  faire  croître  la  variable  réelle  de  —  c»  à 

Si  la  dérivée  f  {oc)  est  positive,  l'accroissement  Af{x)  est 
aussi  positif,  et  la  fonction  va  en  croissant  ;  si  la  dérivée  f'{x) 
est  négative,  l'accroissement  Af{x)  est  aussi  négatif,  et  la 
fonction  va  en  décroissant. 

Ainsi,  une  fonction  f{x),  entière  et  réelle,  croit  ou  décroit 
à  partir  d'une  valeur  déterminée  de  la  variable  réelle  x,  sup- 
posée croissante,  suivant  que  sa  dérivée  f  {oc)  est,  pour  cette 
même  valeur  de  x,  positive  ou  négative. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  évidente. 

1106.  La  dérivée  f'{x)  est  une  fonction  entière  et  réelle 
comme /(ii?)  [324,  582].  Si  elle  change  de  signe,  en  passant 
d'une  valeur  positive  ou  négative  à  une  valeur  négative  ou 
positive,  elle  traverse  nécessairement  la  valeur  zéro  (1008\ 
Pour  la  valeur  correspondante  de  x,  l'accroissement  de  la 
fonction /(^)  est  donc  nul,  et  la  valeur  de  celte  fonction  de- 
meure stationnaire  dans  un  intervalle  infiniment  petit  (723), 

1107.  Si,  dans  le  cas  d'une  fonction  entière  et  réelle,  la  dé- 
rivée est  constante  (72i),  la  fonction  est  du  premier  degré,  et 
elle  est  alors  constamment  croissante  ou  décroissante,  suivant 
que  la  dérivée  constante  est  positive  ou  négative. 

En  effet,  si  l'on  a 

f'(x)^^m         ou        f'{x)dxTzzmdx, 

il  vient,  en  intégrant  (766), 

f{x)  =z  mx  +  C. 

Si  m  est  positif  et  qu'on  fasse  croître  x  éc  —  00  à  +00,  f{x) 
croît  elle-même  de  —  co  à  +  00;  si  m  est  négatif,  f{x)  décroît 
de  -h  00  à  —  00. 
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1108.  Nous  (levons  maintenant  chercher  quel  est  le  théo- 
rème qui  remplace  le  précédent  (1105),  lorsqu'il  s'agit  de 
fonctions  et  de  variahles  imaginaires. 

Supposons  donc  une  fonction  entière  o{z),  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires,  et  où  la  variahle  z  peut  recevoir  des  va- 
leurs quelconques,  réelles  ou  imaginaires. 

En  représentant  par  u  la  fonction,  par  x~-yi  une  valeur 
quelconque  de  z,  on  peut  écrire  (926) 

u:=zcf(z)  —-  o{jc  -^ yi)  ^  P  —  Qi, 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  connues  et  réelles  de  a;  et  de  y. 
Comme  il  s'agit  d'une  fonction  entière  (93i,  933),  les  con- 
ditions nécessaires  pour  l'existence  d'une  véritable  fonction 
ou  pour  l'existence  d'une  dérivée  bien  déterminée  sont  rem- 
plies, c'est-à-dire  qu'on  a  (926) 

dP_dQ  dP__dQ 

dx        dy  '  dy  dx 

ou  I  930),  en  mettant  la  variable  z  sous  forme  trigonométrique 

z  =  r(cosa  -r-  i  sina), 

f/P  _  r^Q  ^  _  _   .  ^ 

dr         Sa  '  dy.  dr 

P  et  Q  sont  alors  des  fonctions  réelles  de  /•  et  de  a. 

Les  formules  (i)  lient  les  dérivées  partielles  de  P  et  de  Q 
prises  par  rapport  à  r  et  par  rapport  à  a,  et  elles  permettent, 
en  se  reportant  au  n°  llOo,  d'énoncer  immédiatement  ce  théo- 
rème : 

Soit  une  fonction  entière  de  la  variahle  imaginaire 
z-=ir{ cos  a  —  f  sin  a ) , 

ramenée  à  la  forme  u  =zo{z)  ^^P  ^-  Qi,  où  P  et  Q  sont  des 
fonctions  entières  et  réelles  de  r  et  de  a.  Si  l'on  donne  au  mo- 
dule r  une  valeur  déterminée  et  que  l'on  fasse  croître  l'argu- 
ment a  d'une  manière  continue  (887),  de  o  à  itz,  la  fonction  Q 
aura,  par  rapport  à  oc,  une  dérivée  positive  ou  négative,  c'est- 
à-dire  croîtra  ou  décroîtra,  tant  que  la  dérivée  de  P  par  rap- 
port à  r  sera  elle-même  positive  ou  négative.  Au  contraire,  la 
fonction  P  aura,  par  rapport  à  a,  une  dérivée  négative  ou  po- 
sitive, c'est-à-dire  décroîtra  ou  croîtra,  tant  que  la  dérivée 
de  Q  par  rapport  à  r  sera  elle-même  positive  ou  négative. 
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Théorème  de  Gauchy. 

1109.  Ce  théorème,  indépendammentdeson  utilité  propre,  est 
extrêmement  remarquable.  Le  lecteur,  pour  bien  comprendre 
l'exposition  qui  va  suivre,  doit  se  reporter  aux  notions  déve- 
loppées dans  le  Livre  VI. 

Considérons  une  fonction  entière  et  de  degré  m  de  la  va- 
riable imaginaire  z—^x-hyi,  telle  que  u  :=  (f{z)  =iP  -\-  Qi, 
J*  et  Q  étant  des  fonctions  entières  et  réelles  de  ce  et  de  r,  et 
admettons  que  l'équation  cp(5)=:ro  ait  n  racines  égales  à 
Xq  h-  j'o  /,  n  pouvant  être  égal  à  i . 

Déterminons  alors,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires 
Ox  et  0/  {Jig-  5i),  le  point  Go  dont  les  coordonnées  sont  x^ 


Fig.  5i. 

y 

mz'i 

Y    /go(zo)  y 

0 

. 

et/o>  c'est-à-dire  le  point  z^z^  x^^-a- y^i-^  puis  décrivons  du 
point  Go  comme  centre,  avec  un  rayon  /•  su ffisamment  petit , 
une  circonférence  GqM.  Nous  désignerons  par  a  l'angle  formé 
avec  0^  par  le  rayon  GoM.  Cet  angle  sera  nul,  quand  GoM 
sera  parallèle  à  0^,  et  croîtra  lorsque  le  rayon  GcM,  se  dé- 
plaçant toujours  dans  le  môme  sens,  tournera  d'abord  de  0^ 
vers  0/  ou  dans  le  sens  direct. 

Il  est  entendu  que  le  rayon  /•  est  tel  que,  en  aucun  point 
de  la  circonférence  GoM,  les  fonctions  P  et  Q  ne  sont  nulles 
à  la  fois,  de  sorte  que,  en  chaque  point  M  de  la  circonfé- 

p 
rence,  le  rapport  -^  a  une  valeur  parfaitement  déterminée. 

Pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  ne  se  trouve 
sur  la  circonférence  GoM  aucun  des  autres  points-racines 
(1016)  de  l'équation  <p(^)  =  o,  c'est-à-dire  que  le  rayon  /•  ne 
soit  pas  égal  à  la  dislance  du  point  G»  à  l'un  de  ces  points. 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  287 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  le  rayon  r  doit  être  inférieur  à  la 
plus  petite  des  distances  du  point  Gq  ou  ^o  aux  autres  points- 
racines  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  ne  doit  y  avoir  qu'un 
seul  point-racine  (simple  ou  multiple)  à  l'intérieur  de  la  cir- 
conférence Go  M. 

1110.  Cela  posé,  nous  commencerons  par  établir  une  pro- 
position préliminaire. 

Si  le  point  mobile  M  décrit  la  circonférence  entière  pour 
rei'enir  à  son  point  de  départ,  c' est-à-dire  si  l'angle  oc  croit 
de  2  71,  et  si,  comme  on  le  suppose,  la  racine  qui  répond  au 
point  Go  est  une  racine  multiple  d'ordre  n,  le  rapport  déter- 

P  ,  .  ,  .  ,  : 

miné  -^j  rapporté  au  point  M,  s'annule  précisément  in  fois. 

en  passant  chaque  fois  d'une  valeur  positive  à  une  valeur  né- 
gative. 

Soit,  en  effet, 

z=izç)-^  h. 

On  a,  par  la  série  de  Taylor  étendue  aux  variables  imagi- 
naires (967), 

9(..)  z=<ï>(^o)  -  9'  (3o)/^  +  cp"(^o)  ^i^--- 

-ha)«(so) o h...+  <p'«(so)  ^ 

'  i  .1.6..  .n  ^  i  .2.3.  .  .m 

Mais,  ^0  étant,  par  hypothèse,  racine  multiple  d'ordre  n,  on 
a (1089) 

cp(so)=o,       cp'(:;o)— o,       f{zo)=o,        ...,       cp^^-i  (so)  =  o, 

en  même  temps  que 

?"(^o)^o, 

et  il  reste  simplement 

h"  /«'" 

(1)       o  {z)^0'^{Zo)  r, h...+  9'"(5o)  5—  • 

'  '  I  .  a  .  O  .  .  .  /^  ^  i  .2.0.  .  .m 

Si  l'on  se  meut  sur  le  cercle  GoM,  /■  et  a  sont  le  module  et 

l'argument  de  l'accroissement  ou  de  la  variable  h  (875),  de 

sorte  qu'on  a 

h  z=  r{  cos  a  +  /  sin  a ) . 

On  peut  d'ailleurs  représenter  par  Z|j.  et  oi^j,  le  module  et 
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l'argument  du  coefficient 

I  .2.3.  .  .fi 

En  faisant  varier  l'entier  /j.  depuis  n  jusqu'à  m,  l'équa- 
tion (i)  deviendra  (8il,  843) 

1  o{z)  =  Z„/-"[cos(«a  -h  w„)  -t-  is\n{nx  —  oj^)]  4-  ... 
(i  bis)    •    ' 

(  H-  Z,„  /•'"  [ cos  {ma  -+-  (o„,)  -Y-  isin  ( m  a  h-  o),,,  )]. 

On  aura  donc  en  même  temps,  en  séparant  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire, 

P=:Z„/-"  cos(rta  --  w,j)  -+- Z„+i /••'*-^-'  cos[. . .]  h-.  . . 
—  Z,„  /-'"  cos  (  m  a  -^-  io,„  ), 

(2)      / 

Q  =  Z„/''*  sin  {na-r-  «„)  ^  Z„+i/-""^* sin  [. . .]  -h.  . . 
-h  Z,„/-'"  sin  (7?ia  —  ol),„). 

Ces  transformations  effectuées,  il  s'agit  de  prouver  que, 
lorsque  le  point  M  décrit  une  circonférence  entière  dans  le 

p 

sens  direct,  le  rapport  jr  s'annule  2«  fo!S,  en  passant  chaque 

fois  du  positif  au  négatif.  Or,  il  revient  au  même  de  dêinonlrer 

que  le  rapport  inverse  ^^  traverse  nn  fois  l'infini,  en  passant 

chaque  fois  du  positif  au  négatif. 
En  divisant  membre  à  membre  les  deux  relations  (2),  on  a 

Q       Z„  r"  sin  (  /i  a  -+-  co,;  )  ^  Z„^i  r^+'  sin  [ . . .  ]  -^ . . .  -i-  Z„,  /•"'  sin  (  moL-^ut 
^^'    P  ~  Znr"'  cos(rta-i-a),j  -f-  Z„+ir«+i  cos[. ..]—..  .^  Z^/-'»COS(ma-L.a) 

Le  rayon  /•  peut  d'ailleurs  être  aussi  petit  qu'on  veut.  Si  on 
le  fait  tendre  indéfiniment  vers  zéro,  on  a  à  /a  limite,  en  né- 
gligeant les  infiniment  petits  d'ordres  supérieurs  (520),  ou 

bien  encore,  en  remplaçant  /•  par  -,  en  rendant  ensuite  les 

P 

deux  termes   de  ^  entiers,    et  en   appliquant    la   règle   du 

n^Yl^CS"), 

/  /s  Q        sin  (/^a  -f-  o)„)       .         ,  . 

(4  *:- = ) ; ^  =:tang(«a-^a3„). 

P        cos  (  «  a  H- co«  ) 

w„,  argument  du  premier  coefficient  de  l'équation  (i\  a 
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une  valeur  fixe,  inférieure  à  271.  Si  l'on  considère  {fig.  02)  le 
cercle  trigonométrique  ABA'B',  où  A  est  l'origine  des  arcs 
et  BB'  le  diamètre  perpendiculaire  au  diamètre  AA',  l'extré- 
mité de  l'arc  co„  pourra  appartenir  à  l'un  quelconque  des 
quatre  quadrants  et  se  trouver  en  i^i,  i^^,  i^a  ou  en  i^;. 


L'arc  a  doit  partir  de  zéro  et  croître  jusqu'à  27:,  pendant 
que  le  point  M  {fig.  5i)  parcourt  la  circonférence  GqM  pour 
revenir  à  son  point  de  départ.  Il  s'ensuit  que  l'arc  ny.  part  de 
zéro  et  croît  jusqu'à  inr..  L'origine  étant  en  A,  on  obtiendra 
donc  les  valeurs  successives  de  l'arc  ny.  +  w„  en  partant,  sur 
la  circonférence  ABA'B',  de  l'extrémité  de  l'arc  co„,  et  en  dé- 
crivant ensuite  n  circonférences  qui  ramèneront  au  point  de 
départ.  De  cette  manière,  on  voit  que,  quel  que  soit  le  qua- 
drant qui  contienne  l'extrémité  de  l'arc  oi„,  on  passera  tou- 
jours n  fois  en  B  et  n  fois  en  B',  dans  le  sens  direct,  c'est- 
à-dire   que   la  tangente   de   l'arc   variable    «a  — co„   ou   le 

rapport—  [rapporté  au  point  M  {fig-  5i)]  traversera  in  fois 

l'infini  {Trigon.,  23,,  en  passant  toujours  du  positif  au  né- 
gatif :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  en  même  temps  que  le  rapport  -^  s'annule  m  fois 

en  passant  du  négatif  au  positif,  c'est-à-dire  que  le  rapport 

p 
inverse  ^  traverse  in  fois  l'infini,  en  passant  chaque  fois  du 

négatif  au  positif;  ce  qui  lui  permet  de  s'annuler  ensuite  en 
passant  du  positif  au  négatif. 

On  peut  remarquer  enfin  que  -p  représente  la  tangente  de 


De  C.  —  Cours.  IV. 


19 


2QO  ALGEBRE    SUPERIEURE. 

l'argument  de  l'expression  imaginaire  P—Qi  ou  de  o{z) 
[836]. 

1111.  En  s'appuyant  sur  ce  qui  précède,  on  peut  démon- 
trer facilement  le  théorème  de  Cauchy,  à  l'aide  de  considé- 
rations dues  à  Sturm  et  Liouville  (>). 

Les  notations  étant  les  mêmes  que  dans  le  n°  1110,  imagi- 
nons dans  le  plan  des  axes  rectangulaires  0  j?  et  Oj  {fig-  53 
un  contour  fermé  quelconque  ABCD,  qui  ne  passe  par  aucun 

p 

des  points-racines  de  l'équation  o{z)  ~^o  :  le  rapport  jr  aura 

une  valeur  déterminée  (1109)  en  tout  point  de  ce  contour.  Si 
l'on  suit  le  contour  ABCD  dans  le  sens  direct  (958),  à  partit' 
d'un  point  quelconque  A,  de  manière  à  revenir  au  point  de 

P 

départ,  ce  rapport  -^  s'annulera  ou  deviendra  infini,  chaque 

fois  que  son  numérateur  P  ou  son  dénominateur  Q  passera 
par  zéro. 

Fig.  53. 

y 


Le  théorème  de  Cauchy  consiste  alors  dans  cet  énoncé  : 

Théorème  de  Cauchy.  —  Désignons  par  k  le  nombre  de  fois 

P 

que  le  rapport  jr)  en  s' annulant  et  en  changeant  de  signe 

passe  du  positif  au  négatif;  par  A',  le  nombre  de  fois  que  et 
rapport,  en  s'annulant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du 
négatif  au  positif.  Le  nombre  k  ne  sera  jamais  inférieur  au 
nombre  k' ,  et  l'excès  k  —  k' ^rr.  A  sera  toujours  égal  au  double 
2p.  du  nombre  [i  de  points-racines  ou  de  racines  {égales  ou 
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inégales)  de  V équation  o{z)  ^=  o,  qui  se  trouvent  comprises  à 
l'intérieur  du  contour  ABCD. 

11  est  entendu  qu'on  laisse  de  côté  les  changements  de 

p 

signes  que  le  rapport  ^  peut  présenter  en  passant  par  l'infini, 

et  qu'on  ne  considère  pas  les  valeurs  nulles  qu'il  peut  tra- 
verser sans  changer  de  signe. 

Nous  diviserons  la  démonstration  comme  il  suit  : 

i"  Le  théorème  étant  supposé  vrai  pour  deux  contours 
ABCA,  ADBA,  liés  par  une  partie  commune  AB,  a  lieu  néces- 
sairement pour  le  contour  total  ADBCA  qu'ils  constituent, 
lorsqu'on  fait  abstraction  de  la  partie  commune  (  fig.  54). 


Fijj.  5^. 


Fig.  55. 


;/ 

D 

X^'^^ 

B'^         /' 

f            "^/' 

[v                  / 

c 

0 

X 

Soient  fz  le  nombre  des  racines  (égales  ou  inégales)  com- 
[irises  à  l'intérieur  du  contour  total  et  A  l'excès  k  —  k'  relatif 
à  ce  contour.  Si  \i!  et  A',  \il'  et  A"  représentent  les  quantités 
analogues  pour  les  deux  contours  partiels,  on  aura,  par  hypo- 
thèse, 

A' =2^',         A"==2^jl". 

Ur,  la  somme  des  deux  excès  A' -h  A"  est  évidemment  égale 
à  l'excès  A  augmenté  des  deux  excès  qui  répondent  au  par- 
cours de  la  ligne  commune  AB,  d'abord  de  A  vers  B  pour  le 
contour  partiel  inférieur,  et  ensuite  de  B  vers  A  pour  le  con- 
tour partiel  supérieur.  Ces  deux  derniers  excès  étant  néces- 
sairement égaux  et  de  signes  contraires,  d'après  Ténoncé 
incme  du  théorème,  on  a  simplement 


A  =  A' 


2(.U'^^"). 
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D'ailleurs,  /j.      ^x'+^jl";  donc 

Arr  2/JL. 

Nous  n'avons  supposé  que  deux  contours  juxtaposés.  Il 
est  clair  qu'o/i  peiiL  en  avoir  un  nombre  quelconque.  Si  / 
théorème  est  vrai  pour  chacun  d'eux,  il  a  encore  lieu  pnn , 
leur  réunion,  à  l'exclusion  des  parties  de  liaison. 

Ainsi,  étant  vrai  {fig-  55)  pour  les  contours  i  et  2,  il  aui;i 
lieu,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  pour  le  contour  ADBA. 
Étant  vrai  pour  les  contours  3  et  f\,  il  aura  lieu  également 
pour  le  contour  BCAB.  11  aura  donc  lieu  finalement  pour  Ir 
contour  total  ADBCA. 

2°  S'il  n'existe  aucune  racine  à  l'intérieur  du  contour  con- 
sidéré, ou  si  Von  a  iJ.^=-  o.  on  a  aussi  A  =1  o. 

Dans  cette  hypothèse,  il  n'existe,  pas  plus  à  l'intéricnr  du 
contour  donné  que  sur  ce  contour,  aucun  point  pour  leriuol 
on  ait  à  la  fois  P  z^  o  et  Q  =  o,  puisque  celte  double  annula- 
tion répondrait  à  une  racine  de  l'équation  o{z'  =0.  Mais  il 
peut  exister  des  points  pour  lesquels  on  ail  séparément  P  :::r  o 
o(^  Q  =  o.  Dans  ce  cas,  on  peut  partager  l'espace  enfermé  par 
le  contour  total  en  plusieurs  parties  telles  que,  sur  leur  con- 
tour ou  à  leur  intérieur,  il  n'existe,  soit  aucun  point  pour 
lequel  on  ait  P  —  o,  soit  aucun  point  pour  lequel  on  ait  Q  11::  0. 
Il  est  permis  d'ailleurs,  d'après  la  première  partie  de  la  dé- 
monstration, de  considérer  tous  les  contours  partiels  ainsi 
déterminés  au  lieu  du  contour  total. 

Or,  si,  à  l'intérieur  d'un  contour  partiel  et  sur  ce  contour, 
on  n'a  jamais  P  =  o,  on  a  nécessairement  A  =  o,  puisque  le 

contour  jr  ne  s'annule  pas. 

Si,  au  contraire,  on  a  P  =  o,  on  n'a  jamais  Q  ;^  o,  de  sorte 
que  la  fonction  entière  Q  conserve  toujours  le  môme  signe. 

P 

et  que  le  rapport  —  ne  peut  changer  de  signe  qu'en  s'annulant 

avec  P,  qui  changera  de  signe  lui-même.  D'autre  part,  quand 
on  a  parcouru  complètement  le  contour  partiel  considéré,  Ic 

P        .         .  ,  

rapport  ^  revient  a  sa  valeur  primitive  et  a  son  signe  pri- 
mitif. Il  en  résulte  que,  s'il  s'est  annulé  k  fois  en  passant  du 
positif  au  négatif,  il  s'est  annulé  le  même  nombre  de  fois 
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k' --:  k  en  passant  du  négatif  au  positif  (chaque  changement 
(le  signe  de  -F  à  —  étant  alors  nécessairement  suivi  d'un  clian- 
-ciiient  de  signe  de  —  à  — ).  On  a  donc 


k  —  k'z=zO 


ou 


A  "^  2.U. 


3"  S'il  existe  une  seule  racine  à  l' intérieur  du  contour  con- 
sidéré, d'un  ordre  quelconque  n  de  multiplicité,  le  théorème 
est  vérifié,  et  l'on  a  ^^in. 

Soit  { fig.  06)  Go  le  point  racine  correspondant,  à  l'intérieur 
du  contour  ABCD. 

Du  point  G„  comme  centre,  avec  un  rayon  G^M  suffisam- 
ment petit,  décrivons  une  circonférence  intérieure  au  con- 
tour ABCD,  et  relions-la  à  ce  contour  par  deux  coupures  ME 
et  NF. 

Nous  formerons  ainsi  trois  contours  juxtaposés,  pour  chacun 
desquels  le  théorème  aura  lieu. 


y\ 


Fig.  56. 


j     En  effet,  le  premier  contour  partiel  est  MHNFDAEM,  pour 
lequel  on  a  (  2°)  jul  =  o  et  A  =  o. 

I     Le  deuxième  contour  partiel  est  MLXHM,  pour  lequel  on  a 
(1110)  iJ.-=-n  et  A=  2/i  (A'  est  alors  nul). 
I     La  partie  commune  à  ces  deux  contours  est  NHAl,  et  leur 
'réunion  forme  le  contour  NFDAEMLX. 

Le  troisième  contour  partiel  est  EBCFNLME,  pour  lequel 
on  a  (  2°  )  ,u  =  0  et  A  =  G. 

La  partie  commune  à  ce  dernier  contour  et  à  la  réunion 
des  deux  autres  est  EMLNF. 
L'ensemhle  des  trois  contours,  en  supprimant  les  parties 
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communes,  conslilue  le  contour  total  ABCDA,  pour  lequel  le 
Ihéorème  a  lieu  (i"i,  puisqu'il  a  lieu  pour  les  trois  contour- 
partiels. 

4°  Enfin,  le  théorème  a  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  ci 
points-racines  compris  à  V intérieur  du  contour  considéré. 

Car,  si  l'on  décompose  l'espace  limité  par  ce  contour  total 
à  l'aide  de  contours  partiels  juxtaposés  tels,  que  l'intérieur  de 
chacun  d'eux  ne  renferme  qu'un  seul  point-racine,  le  théo- 
rème sera  vrai  pour  chaque  contour  partiel  (3")  et,  par  suite  (i"  . 
il  sera  vrai  pour  le  contour  total  qui  résulte  de  leur  réunion, 
toute  partie  commune  supprimée. 

1112.  Nous  avons  vu  (922,  94-7)  que  les  fonctions  entières, 
type  des  fonctions  holomorphes,  sont  continues  dans  ie  plan 
des  axes  et  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable.  Les  zéros 
d'une  fonction  entière  ou  ses  points-racines  peuvent  donc  si' 
trouver  distribués  dans  toutes  les  parties  du  plan  des  axes.  Il 
faut,  par  conséquent,  pour  appliquer  le  théorème  de  Cauchy 
aux  fonctions  entières,  au  point  de  vue  de  l'ensemble  de  leui  s 
racines,  présenter  le  raisonnement  d'une  façon  spéciale.  Au 
fond,  la  marche  que  nous  allons  suivre  est  analogue  à  celle 
adoptée  déjà,  et  qui  nous  a  permis  de  démontrer  d'une  ma 
nière  très  simple  la  proposition  préliminaire  (  illO),  fonde- 
ment du  théorème  général. 

Soit  l'équation  algébrique  quelconque 

(p(z)^P-^Qi  =  o 
ou 

(i)  c;^{z)  =  k^z"'  ~  k,z"^-'  -\-  k^z"^-^  -^  .  .  .^  k,„^,Z  -^  km^  o. 

De  l'origine  0  des  axes  rectangulaires  Ox  et  Or  comme 
centre,  décrivons  un  cercle  dont  le  rayon  /•  soit  aussi  grand 
qu'on  voudra.  Nous  allons  chercher  combien  il  y  a  de  racine- 
de  l'équation  o{z)  =  o.  supposée  de  degré  m,  dans  l'intérieur 
de  ce  cercle  qui  deviendra  le  plan  des  axes  pour  r  t=z  oc. 
Posons  la  variable 

z  =:  ri^cosa  4-  i  sina  ), 
et  désignons  par  Zjj,  et  oijji  le  module  et  l'argument  du  coeffi- 
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ci  ont  Au,,  en  faisant  varier  l'indice  jji.  de  o  à  m.   Nous  aurons 

alors  (lUO) 

/  GJ (;)=--      Z|3/-"'[cos(  ma -T- coo) -f- i  sin(  ma -- Wo)i 

j  —  Z, /-'"-'  J  cos[(m  —  I  la  —  w,]  ->-  /sin[(m  —  i)a  -h  w,]! 

bis)  '  — 

I  +  Z„,_i/'[cos(a  —  oj,„_i  )  -r-  i  sin\  oc  —  w„,_i  )] 

'  ^-  Z,„  (  cos  oi„,  —  /  sin  «„,  ) . 

Il  vient,  par  suite,  en  séparant  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire, 

•  =  Zo  /■'"  cos  {m  a  —  Wo  )  — Z,  /•"*-!  cos  [. . .]      . . .  -  Z„j.-i  rcos  (a  -  w„j_i  i  —  Z/„  cos  a)„,, 
I^Zo/""'  sin(TOa  —  to^i --Zi /■'"-'  sin[...|  — ...  —  Z,„^irsin(a  — w,„   1 1  —  Z,„  sinto,,,. 

En  divisant  ces  relations  membre  à  membre,  il  vient,  pour 

Q 

le  rapport  ^, 

_  Zpr"^  sin(/wa  — 'jJqi— ZiT^^»  sin [...]-+-... ^Z„,-i;'  sin(a-i~a>wi-i)  +  Z;„  sinoj,,; 
Zo /•'"  cos  U«  a -t- lOo  1 -- Z I  r'"- 1  cos  [...]—...  — Z,„^i  r  cos  (  a  —  a);„_i) -^  Z„t  cos  oj,„ 

Le  ra3on  /•  pouvant  être  aussi  grand  qu'on  veut,  faisons-le 
croître  indéliniment.  Nous  aurons  à  la  limite,  pour  r=zœ 
(712,  5°), 

(4)  p  =:tang(ma  —  o)o^. 

Cette  expression  ne  diffère  de  celle  que  nous  avons  trouvée  au 
n"  1110  que  par  le  changement  de  nx  en  ma  et  de  m„  en  mq, 
et  aussi  parce  que  /•  est  infiniment  grand  au  lieu  d'être  infini- 
ment petit.  Il  en  résulte  immédiatement,  sans  qu'il  soit  be- 
soin de  répéter  le  même  raisonnement,  que,  lorsque  a  varie 
d'une  manière  continue  de  o  à  27:,  c'est-à-dire  lorsque  la  va- 
riable z  r=  X  ~  yi  ou  le  point  (z)  parcourt  la  circonférence  de 

.   ^   .       ^  ,  ,  Q 

rayon  mlini  en  revenant  a  sa  position  primitive,  le  rapport  ~ 

traverse  2  m  fois  l'infini,  en  passant  chaque  fois  du  positif  au 

P 

négatif.  Le  rapport  inverse  —  s'est  donc  annulé  2  m  fois  en 

passant  chaque  fois  du  positif  au  négatif,  et  l'on  a  ici  (1111) 
[fc'  est  alors  égal  à  zéro] 

A  =;  2  /n . 
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I*ar  snile,  comme  le  contour  fermé  considéré  est  devenu  lo 
plan  des  axes  et  qu'aucune  racine  n'a  pu  échapper,  louleéqua- 
lion  ali^éhrique  de  rlcs^ré  m  a  préchémenl  m  racim'H. 

Nous  retrouvons  ainsi  directement  le  théorème  du  n"  1017. 
comme  vérification  du  théorème  de  Cauchy. 


LITRE  HUITIÈME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(suite). 
DE  L'ÉLIMINATION. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉLIMINATION  PAR   LES   FONCTIONS   SYMÉTRIQUES. 


Définitions  et  notions  préliminaires. 

1113.  On  appelle  fonction  entière  de  plusieurs  variables 
toute  fonction  qui  est  entière  par  rapport  à  chaque  variable 
considérée  isolément.  Toute  fonction  entière  de  plusieurs  va- 
riables égalée  à  zéro  est  une  équation  algébrique  à  plusieurs 
inconnues. 

111 V.  11  est  utile  de  connaître  le  nombre  de  terines  que  peut 
cnn tenir  la  fonction  entière  la  plus  générale  d'un  degré 
finnné. 

Considérons  d'abord  une  fonction  entière  et  homogène  de 
degré  m,  contenant  n  -^  i  variables 


Si  cette  fonction  est  la  plus  générale  possible  de  son  degré, 
si  elle  n'est  pas  incomplète  par  le  manque  de  certains  termes, 
elle  devra  renfermer  tous  les  termes  de  la  forme  (sauf  les 
coefficients  constants) 


la  somme  des  exposants  aj-^  a,—  «3-1-. .  .m-  a„M-  a„^i  devant 
toujours  être  égale  à  m. 
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Le  noMibie  total  des  termes  ainsi  figurés  est  alors  celui  des 
combinaisons  m  à  m  de  n  ;-  i  objets  distincts,  avec  répétition 
permise  de  ces  objets  dans  les  combinaisons  formées  (234  et 
suiv.).  Il  en  résulte  que  le  nombre  cberché  est  celui  des  com- 
binaisons ordinaires  (ou  sans  répétition)  de  n  -h  m  objets  pris 
m  à  m  (235  I.  On  a  donc,  pour  ce  nombre, 

_        {  n  -^  \)  (  n  -\-  1)  {n  -T-  "è  )  .  .  .  \  n  —  m) 

(  1  )  T  -:    ■ 

Si,  dans  la  fonction  entière  cl  liomogène  considérée,  on 
suppose  maintenant  la  dernière  variable  ?/  =  i,  on  obtient  la 
fonction  entière  et  non  homogène  la  plus  générale  de  degré  m, 
contenant  n  variables,  sans  que  rien  soit  changé  au  nombre 
des  termes.  La  formule  (i)  fait  donc  connaître  le  nombre  des 
termes  de  la  fonction  entière  la  plus  générale  de  degré  m,  à 
n  variables. 

S'il  y  a.   par  exemple,   deux-  variables,  on   a,   en    faisant 

«  ^=  2, 

3.4.5..   (2  H-  m^  _  {m-\--\)  (m  —  '>) 

I .2.6 . . .ni  1.2 

S'il  y  a  t/ois  variables,  on  a,  en  faisant  n  z=z3, 

4  •  5 . 6 .  .  .  (  3  -i-  m  )  _  (  m  ^  I  )  I  /»  —  2  )  (  m  -h  3  ) 

I . 2 . 3 . . . «i  1.2.3 

1115.  Lorsqu'un  système  d'équations  algébriques  contient 
autant  d'inconnues  que  d'équations,  le  nombre  des  valeurs 
associées  des  inconnues  qui  satisfont  aux  équations  ou  le 
nombre  des  soLVTiOî^s  du  système  est,  en  général,  déterminé. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  trois  équations  générales 
de  degrés  /»,  n,  p,  contenant  trois  inconnues  x,  y,  z. 

Prenons  la  première.  Qu'on  puisse  ou  non  la  résoudre  ef- 
fectivement par  rapport  à  .r,  elle  doit  donner  théoriquement 
pour  cette  inconnue  (1017)  m  valeurs  x^,  x,,  . . .,  x„i,  qui  se- 
ront fonctions  des  autres  inconnues  y  et  z,  regardées  comme 
données.  En  substituant  successivement  ces  valeurs  de  j:^  dans 
les  deux  autres  équations  du  système,  on  obtiendra  un  nou- 
veau système  composé  de  m  groupes  de  deux  équations  à 
deux  inconnues  y  et  z,  l'une  de  degré  n,  l'autre  de  degré /^, 
et  l'inconnue  x  se  trouvera  théoriquement  éliminée. 
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En  prenant  la  première  équalion  de  chacun  de  ces  m  groupes, 
laquelle  est  de  degré  n,  et  en  la  résolvant  par  rapport  à  y, 
z  étant  regardée  comme  donnée,  on  obtiendra  chaque  fois 
n  valeurs  de  y,  qu'on  substituera  successivement  dans  la  se- 
conde équation  du  même  groupe,  laquelle  est  de  degré  p,  et 
l'inconnue  y  sera  théoriquement  éliminée. 

Ayant  trouvé  mn  valeurs  de  /  en  fonction  de  z,  on  par- 
viendra ainsi  à  mn  équations  de  degré  p  ne  contenant  plus 
que  l'inconnue  z.  Chacune  d'elles  donnera  théoriquement 
p  valeurs  pour  z,  de  sorte  que  cette  inconnue  en  admettra  en 
tout  m?ip,  c'est-à-dire  un  nombre  limité  (^).  En  remontant 
ensuite  de  proche  en  proche,  on  aura  les  valeurs  correspon- 
dantes de  y  et  de  x,  qui  seront  en  même  nombre,  puisque 
les  trois  inconnues  entrent  de  la  même  manière  dans  les 
équations  données.  On  voit  d'ailleurs  que,  dans  chacune  des 
mn  valeurs  de  y  en  fonction  de:;,  on  doit  substituer/?  valeurs 
de  3,  ce  qui  donnera  mnp  valeurs  de  /;  et  que,  dans  chacune 
des  m  valeurs  de  x  en  fonction  de  y  et  de  z,  on  doit  substi- 
tuer n  valeurs  de  y  répondant  chacune  à  p  valeurs  de  ^,  ce 
qui  donnera  mnp  valeurs  pour  x. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  système  renfermant 
autant  d'inconnues  que  d'équations  admet,  en  général,  un 
nombre  de  solutions  égal  au  produit  des  degrés  des  équations 
proposées. 

C'est,  sous  une  forme  un  peu  différente,  le  théorème  im- 
portant du  à  Bezout,  et  sur  lequel  nous  reviendrons. 

•     1116.  Lorsqu'on  a  plus  d'inconnues  que  d'équations,  il  y  a 
indéterm  in  a  t  io  n . 

Car,  si  l'on  a  n  -v p  inconnues  et  n  équations,  on  rentre 
dans  le  cas  précédent  (lllo)  en  attribuant  des  valeurs  arbi- 
traires à  p  inconnues.  Les  n  autres  inconnues  seront  alors 
obtenues  en  fonctions  de  ces />  inconnues,  c'est-à-dire  qu'elles 
seront  indéterminées  comme  ces  p  inconnues  elles-mêmes. 


(')  Les  cas  d'impossibilité  et  d'indétermination  que  nous  avons  rencon- 
trés en  exposant  la  théorie  des  équations  linéaires  (85  et  suiv.),  dans  l'hy- 
pothèse où  le  nombre  des  inconnues  est  égal  à  celui  des  équations,  peu- 
vent avoir  lieu  à  plus  forte  raison  pour  les  équations  de  degrés  supérieurs; 
mais,  seulement,  pour  les  unes  comme  pour  les  autres,  lorsque  les  coeffi- 
cients des  équations  générales  considérées  satisfont  à  certaines  relations 
spéciales. 
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1117.  Enfin,  on  peut  avoir  moins  d'inconnues  que  d'équa- 
tions, par  exemple,  n  inconnues  et  n -^  p  équations. 

Dans  ce  cas,  en  clioisissanl  n  équations,  on  peut  déler- 
mincr  les  n  inconnues  (1115),  et  les  valeurs  de  ces  inconnues 
doivent  satisfaire  aux  p  équations  restantes.  Ces  équations  ne 
contenant  plus  alors  d'inconnues  deviennent  des  équations 
de  condition,  c'est-à-dire  des  équations  qui  doivent  être  satis- 
faites d'elles-mêmes,  pour  que  le  système  proposé  soit  com- 
patible (  4lff.  élém.,  146). 

1118.  Si  l'on  a,  par  exemple,  n  équations  et  n  —  i  incon- 
nues, il  ne  peut  y  avoir  de  solutions  que  si  les  coefficients  des 
équations  sont  tels,  que  l'équation  obtenue  en  éliminant  les 
n  —  /  inconnues  entre  les  n  équations  données  se  trouve  sa- 
tisfaite d'elle-même. 

L'ensemble  des  procédés  employés  alors  pour  arriver  à  cette 
équation  de  condition  constitue  la  méthode  d'élimination  sui- 
vie; et  cette  équation  elle-même,  qui  exprime  que  les  équa- 
tions sur  lesquelles  on  opère  sont  compatibles,  est  dite  équa- 
tion finale  ou  équation  résultante.  Son  premier  membre, 
lorsque  le  second  est  égal  à  zéro,  a  été  appelé  par  Bezolt  le 
résultant  ou  Véliminant  du  système  proposé. 

1119.  Soient  deux  équations  du  premier  degré 

ajc—b  =  o.         a'jc-^b'=zo. 

En  éliminant  j-  par  voie  d'addition  et  de  soustraction  (  Alg. 
élém.,  121-)  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  immédiate- 
ment pour  équation  résultante 

ab' —  ba'  :=z  o. 

Le  résultant  des  deux  équations  est  donc  ab' —  ba' . 

En  opérant  ainsi,  on  sous-entend  que  les  deux  équations 
sont  simultanées,  c'est-à-dire  qu'elles  admettent  pour  a:  une 
même  valeur. 

Ainsi,  l'équation  résultante  exprime  la  condition  nécessaire 
pour  que  les  équations  dont  elle  est  déduite  aient  une  solution 
commune. 

Soient  encore  deux  équations  du  second  degré 

a  j?- -i- ^j? -L- c=  o,         a'jc-— b'.v -^  c' =  o. 
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On  commence  par  éliminer  x'^  de  la  même  manière,  ce  qui 
conduit  à  l'équation 

( ab'  —  ba')x  ~  ac  —  ca'  ^=.  o. 

On  en  tire 

ca  —  ac' 

^  "  ab'—ba'  '' 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  l'une  des  équations  pro- 
posées, il  vient,  pour  résultante  du  système, 

\ca' —  «c')-=  [ab' —  ba'  )  {  bc' —  cb'  ). 

C'est,  comme  on  le  sait  (99  et  Alg.  élém.,  24G),  la  condition 
nécessaire  pour  que  les  équations  proposées  admettent  une 
racine  commune, 

La  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  (1079)  pour- 
rait être  employée;  mais  elle  serait  beaucoup  plus  pénible. 

Plus  généralement,  si  l'on  a  n  équations  algébriques 

A  =  o,         B  =  o,         C  ^^  o,         . . . , 

contenant  n  —  i  inconnues,  on  ne  peut  les  combiner  de  ma- 
nière à  obtenir  une  dernière  équation 

A  a  -T-  B  |5  ^  C  ■/  — . .  .  =  o, 

ne  renfermant  plus  aucune  variable,  que  s'il  est  entendu  que 
ces  variables  possèdent  les  mêmes  valeurs  dans  toutes  les 
équations.  Le  résultant  d'an  système  de  n  équations  à  n  —  i 
iï^connues  est  donc  une  fonction  des  coefficients  de  ces  équa- 
tions, qui  doit  se  réduire  à  zéro  lorsqu'elles  ont  des  racines 
communes,  et  seulement  dans  ce  cas. 

1120.  Ce  qu'on  vient  de  dire  peut  s'appliquer  comme  il  suit, 
lorsqu'on  a  autant  d' inconnues  que  d'équations. 

Soient,  par  exemple,  n  équations  algébriques  et  n  incon- 
nues ^1,  z-i,  z^.  .  . .,  ^„.  Supposons  que  les  n  équations  soient 
satisfaites  par  le  groupe  de  valeurs 


Si  l'on  regarde  ^j  comme  une  donnée,  on  n'aura  plus  que 
n  —I  inconnues  entre  n  équations.  En  les  éliminant,  l'équa- 
tion finale  (1118)  à  laquelle  on  parviendra  contiendra  ^i  et  les 
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coefficients  des  équations.  Mais,  lorsqu'on  fait  ^,  -r  «,,  les 
équations  proposées  admettent  un  système  de  solutions  com- 
munes, de  sorte  que  cette  équation  finale  doit  être  satisfaite 
par  cette  même  valeur  z^  r=  ^,.  Il  en  résulte  que,  lorsqu'on 
élimine  //  -  i  inconnues  entre  n  équations  qui  en  contien- 
nent n,  Véquation  finale  a  précisément  pour  racines  les  va- 
leurs de  la  /i'^™"  inconnue  qui,  associées  avec  des  valeurs  con- 
venables des  autres  inconnues,  forment  les  systèmes  do 
solutions  des  équations  proposées. 

Élimination  par  les  fonctions  symétriques.  Cas  de  deux  équations 
à  une  ou  plusieurs  inconnues. 

1121.  Soient  d'abord  deux  équations  à  une  seule  inconnue 

(i)  (s){z)  =  z"' -\-  p^z'"--^  -^ p,z"'-'- -^ .  .  .=  0, 

(2)  'h{z)  —Z'"-  +  7,;"-'  -~  rj.-.z'^--  +.  .  .:=0. 

Trouver  la  condition  pour  que  ces  deux  équations,  l'une  de 
degré  m,  l'autre  de  degré  n,  aient  une  racine  commune,  c'est 
éliminer  z  entre  les  deux  équations  ou  former  leur  résultante 
(1118,  1119).  Nous  y  parviendrons  de  la  manière  suivante. 

Désignons  par  ce,  ^,y,  ....  les  m  racines  de  la  première 
équation,  et  par  a',  |3',  y',  ....  les  «  racines  de  la  seconde. 

Si  les  équations  (r)  et  (2;  ont  une  racine  commune,  une 
certaine  racine  de  l'équation  (i)  satisfera  à  l'équation  (2),  ou 
une  certaine  racine  de  l'équation  (2)  satisfera  à  l'équation  (i). 
Supposons  le  premier  cas.  L'un  des  résultats  di(a),  "h^/^)^ 
d;(y),  .  . .,  devra  être  nul,  et  il  en  sera  de  même,  par  consé- 
quent (822),  du  produit  fJe  m  facteurs 

(3)  P  =  '^(a).4>(3).d;(y,).... 
On  a  d'ailleurs  (1017) 

^{z)  =  {z-a'){z-<^')iz-y').... 

Le  produit  P  est  donc  évidemment  (1039)  une  fonction  sy- 
métrique et  entière  des  racines  de  l'équation  (i)  et,  par  suite, 
une  fonction  entière  des  coefficients  de  cette  équation  (1050). 
De  plus,  P  est  aussi  une  fonction  entière  et  de  degré  /«  des 
coefficients  de  l'équation  (2). 

Supposons,  inversement,  qu'une  certaine  racine  de  l'équa- 
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lion  (2)  satisfasse  à  l'équation  (i).  L'un  des  résultats  o{y.'), 
■j{'^'),  ?(7'\  •  ••>  devra  être  nul,  et  il  en  sera  de  même,  par 
conséquent,  du  produit  de  n  facteurs 

(4)  Q  =  <p(a').o((3';.o(y').... 

On  a  d'ailleurs 

©(s)  =  (;  —  a)(j  —  [3)(c  — yt 

Le  produit  Q  est  donc,  à  son  tour,  une  fonction  symétrique 
et  entière  des  racines  de  l'équation  (2)  et,  par  suile,  une 
fonction  entière  des  coefficients  de  cette  équation.  De  plus, 
Q  est  aussi  une  fonction  entière  et  de  degré  n  des  coefficients 
de  l'équation  (  i). 

La  condition  cherchée  sera,  d'après  ce  qui  précède,  expri- 
mée par  l'une  ou  l'autre  des  équations  résultantes 

Pzrzo,  Q  =  o. 

On  voit  sans  peine  que  les  deux  résultants  P  et  Q  sont  égaux 
en  valeur  absolue  et  ne  peuvent  différer  que  par  le  signe. 
En  effet,  P  revient  à 

(a  —  «';(=«-  .3')  (a  -  y'). .  .i;3  —  a')  (^  —  (3')  (  ^  —  y'^.  . . 

X(y-a')(y-j3')(y-/;..., 

et  Q  n'est  autre  chose  que 

(a'_  a)  (a'-  (3)  [a' -  y) .  .  .([3'-  a)  (^'-  (3)  ([3'-  y).  .  . 

X  (y'  — aUy'  — ,3My'  — y).... 

De  part  et  d'autre,  on  a  le  produit  des  mn  facteurs  binômes 
formés  en  retranchant  de  toutes  les  manières  possibles  une 
racine  de  l'équation  (  2)  d'une  racine  de  l'équation  (i),  ou  une 
racine  de  l'équation  (i)  d'une  racine  de  l'équation  12).  Les 
deux  produits  sont  identiques,  sauf  le  signe  qui  peut  différer 
ou  non,  suivant  que  le  produit  mn  des  degrés  des  deux  équa- 
tions est  impair  ou  pair.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  posant 

P  =  (— i)"'«.0. 

Ces  deux  fonctions  entières  des  coefficients  des  deux  équa- 
tions étant  identiques  au  signe  près,  il  en  résulte  que  P,  qui 
est  de  degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  (2), 
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sera,  coiniiio   Q,  de  degré  n  par  ra[)port  aux  cocniciciils  de 
l'équation  (i),  et  réciproquement. 

Ainsi,  dans  le  résultant  P  des  équations  (i)  et  (2),  les  degré> 
des  coefficients  de  ces  équations  permutent  avec  ceux  de  c('> 
équations  elles-mêmes.  P  est  de  degré  m  j)ar  rapport  an\ 
coenicients  de  l'équation  (2)  qui  est  de  degré  /^,  et  de  degré  /' 
par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  (i)  qui  est  de 
degré  m. 

Remarque.  —  Il  est  important  de  montrer  que  le  poids 
(1040,  Remarque)  du  résultant  P,  exprimé  en  fonction  des 
coefficients  des  équations  (i)  et  (2),  est  égal  à  mn^  c'est- 
à-dire  que,  dans  chaque  terme  de  P,  la  somme  des  indices  de 
ces  coefficients  est  constante  et  égale  à  mn. 

En  effet,  si  l'on  multiplie  les  racines  des  équations  (1)  et 
(2)  par  un  même  facteur  A,  chacun  des  mn  binômes  dont  le 
produit  forme  P  sera  multiplié  par>.,  de  sorte  que  le  résultant 
le  sera  par  >/"". 

D'ailleurs,  pour  multiplier  les  racines  de  l'équation  (  i)  par 
>i,  il  suffit  (1057)  de  remplacer />i  par  \pu  P2  par  ^'Pi,  Pi  par 
X*/>3,  ...;  et,  pour  multiplier  les  racines  de  l'équation  (2) 
par  >.,  il  suffit  de  remplacer  71,  q^_,  q^,  ...,  par  X^,,  '^•-q^_, 
"k^qa,  ....  Les  indices  répondent  donc  exactement  aux  puis- 
sances de  >.. 

Par  conséquent,  puisque,  en  opérant  ainsi,  tous  les  termes 
du  résultant  P  se  trouvent  multipliés  par  /'"",  c'est  que,  pri- 
mitivement, dans  chacun  de  ces  termes,  la  somme  des  indices 
était  mn. 

1122.  La  méthode  pratique  à  suivre  est  celle-ci  : 
On  doit  former  le  produit  P  à  l'aide  des  m  facteurs 


J>(a)  =  a"  -h  qi(x"~^  -^  q^a 
<I;(P)  =  (3«  +  7,(3«"'  +  ry2f3 


n—ï  . 
re— 2  . 
«  —  2  . 


qui  conlieinient  les  racines  de  l'équation  (ij  et  les  coefficients 
de  l'équation  (2);  puis,  remplacer  les  fonctions  symétriques 
des  racines  a,  [3,  y,  . . . ,  que  l'opération  fait  apparaître,  en 
fonction  des  coefficients  de  l'équation  (i),  d'après  les  résul- 
tats obtenus  au  Chapitre  III  du  Livre  VII. 
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1123.  Appliquons  cette  marche  aux  deux  équations  du  second  degré 

En  désignant  par  a  et  j3  les  racines  de  la  première,  nous  aurons 
P  =  1x2— ryia-f-r/,)!  p2_^yip-i-^,) 
=  a2^2+  ryi  a3(a  -H  JS  )  -  ^^(a^-  ^2)  +  ,^2  ^p  ^  ,^^,^^(^  +  P;  -^  ryf 
On  a  d'ailleurs  ('1032) 

Par  suite,  on  a,  en  substituant  et  en  rapprochant  les  termes, 

P  =  (  Pi—  liY  —  y  Pi~  qi  '  KPiqi  —  p^qi), 

résultat  qui  concorde  avec  celui  du  n°  1119,  quand  on  suppose  dans  ce 
dernier  «  =  «'  =  i . 

1124.  Si  les  équations  (i)  et  (2)  étaient  de  la  forme 

|(2)         '^{^)^b,z^  ^b,z'^-'  ^b^z'^-^-^...^b,,=o, 

I  on  diviserait  respectivement  les  deux  membres  de  chacune 
d'elles  par  a^  et  bç,  pour  ramener  à  l'unité  les  coefficients  de 

I  leurs  premiers  termes.  On  aurait  ainsi,  en  se  reportant  au 
n»1121, 


Ih 

—  ^ 
«0' 

«0 

a-, 
"0 

'h 

b, 

b, 

^0 

et  il  suffirait  de  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression 
trouvée  pour  P,  quand  les  premiers  termes  des  deux  équa- 
tions ont  pour  coefficients  l'unité. 

Comme  P  est  (1121)  du  degré  m  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de  l'équation  (2)  et  du  degré  n  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de  l'équation  (i),  on  fera  disparaître  tous  les  dénomi- 
nateurs en  multipliant  P  par  le  produit  a^b^^  Le  nouveau 
résultant 

R  =  <6;"P 

sera  alors  une  fonction  entière  et  homogène,  du  degré  n  par 
rapport  aux  coefficients  de  l'équation  (i),  et  du  degré  m  par 
rapport  aux  coefficients  de  l'équation  (2). 

De  C.  —  Cours.  IV. 
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D'une  manière  générale,  la  condition  pour  que  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  aient  au  moins  une  racine  commune  est 
R  =0. 

1123.  Dans  le  cas  de  deux  équations  du  second  degré  que  nous  venou- 
d'examiner  (1123),  les  deux  équations  étant  prises  sous  la  forme 

«oz^-r  «1-  —  a^— o         et         bfyZ- —  b^z -^  b-i-^  o, 

on  aura 

c'est-à-dire  (  1119) 

R  —  (  «0^2  —  (H^oY —  i,«o^i  —  ft^b^i)  (  «1  b-i  —  Chbi). 

1126.  Le  résultant  R  jouit  de  propriétés  qu'il  est  utile  de 
signaler. 

Il  ne  change  pas  quand  on  diminue  d'une  même  quantité  // 
les  racines  des  deux  équations  considérées  (1124);  car,  lo> 
différences  de  ces  racines  n'étant  pas  modifiées,  il  en  est  de 
même  des  valeurs  de  P  et  de  Q  (1121  ).  On  peut  donc  rempla- 
cer z  par  z  -h  h  (1061)  dans  les  équations  proposées,  sans  al- 
térer leur  résultant  ou  leur  équation  tinale. 

Le  résultant  R  ne  change  pas  non  plus,  lorsqu'on  remplace 

les  équations  données  par  leurs  transformées  en  -  (1067). 

En  effet,  au  lieu  de  la  différence  a  —  a'  entre  deux  desl 
racines  des  équations  traitées,  on  a  à  considérer  la  différence! 

I  I   a'  —  a 

a        oc'  ax' 

Cela  posé,  si  les  équations  sont  de  la  forme  indiquée  au 
n"  112i,  elles  ont  pour  résultant 

R=:«;'6[;'P. 

Âi)rès  leur  transformation,  le  nouveau  résultant  sera  évi- 
demment 

R' -:.--<  6- P'. 

P'  représentant  le  produit  des  nouvelles  différences 

a[—x  ^-_a  y' -a         oc' -  ^  (3'— (3  /-jb  a' -  y  ^' -  y  /-) 

ococ'        aâ'         ay'     '"     ^oc'        (3(3'         ^y'     '  '  '     yy.'  '      y^'        yy 
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c'est-à-dire  i,1121) 

Q 


Mais  on  a  i  1036  i 

(a;3y...)-=(-i)"'(^)",  (a';3'/...)"'  =  (-i)"(^ 

et (1121 

p 
Q 


(^—  I)'"" 


11  en  résulte 


R'  —  a"  b'"^ 


La  valeur  de  R'  aura  le  signe  -t-  ou  le  signe  — ,  en  suppo- 
sant «0  et  b^  positifs,  suivant  que  les  degrés  m  et  n  seront 
pairs,  ou  bien  que  l'un  au  moins  sera  impair.  On  a  donc,  en 
simplifiant. 

R'  =  i=:«2Z';"P==R. 

Le  nouveau  résultant  ne  peut  donc  différer  que  par  le  signe 
du  résultant  primitif,  de  sorte  que  l'équation  finale  reste  la 
même. 

1127.  Au  lieu  de  deux  équations  à  une  inconnue,  on  peut 
avoir  deux  équations  à  deux  inconnues  z  et  u.  On  doit  alors 
procéder  comme  il  a  été  dit  au  n°  1120. 

Les  deux  équations  seront  encore  de  la  forme  (  1124) 

(0        «0 ^■"'-  -ciyz '"  -'  -  a._z'''-'-  ^- .  .  .  --  «,„.  ,  z  -  a,n  =  o, 

(2)  b,Z-    -   h,Z'^-'   -r-  b,Z"-'-   --...-  ^„_j  z  _.  b„=0. 

Seulement,  les  coefficients  a^,  «j,  a,,  .  . .,  a,,,  sont  ici  des 
polynômes  en  n  dont  les  degrés  respectifs  ne  peuvent  surpas- 
ser o,  I,  2,  ...,  m,  puisque  l'équation  (i)  est  supposée  de 
degré  m  (1114);  de  même,  les  coefficients  bo,  6,,  è,)  •  ■  -,  b^, 
sont  des  polynômes  en  u  dont  les  degrés  respectifs  ne  peu- 
vent surpasser  o,  i,  2,  .  . .,  n,  puisque  l'équation  (2)  est  sup- 
posée de  degré  n. 

Si  l'on  regarde  u  comme  donnée,  on  n'a  plus  qu'une  incon- 
nue z  et  deux  équations,  et  l'on  peut  opérer  comme  précé- 
demment (1122).  L'équation  finale   obtenue   sera    donc  du 
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degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  (  i  ;,  qui  sont 
au  plus  du  degré  n  par  rapport  à  u,  et  du  degré  «  parrappoil 
aux  coefficients  de  l'équation  (i),  qui  sont  au  plus  du  degré  m 
par  rapport  à  u.  D'ailleurs  (1121,  Remarque),  le  poids  du 
premier  membre  de  cette  équation  finiale  est  mn,  c'est-à-diio 
que,  dans  chaque  terme,  la  somme  des  indices  des  coeffi- 
cients des  équations  (i)  et  (2)  est  constante  et  égale  à  mn\,  et 
cette  somme  répond  précisément  au  degré  possible  de  l'in- 
connue u  dans  chaque  terme. 

Il  en  résulte  que  l'équation  finale  obtenue  sera  au  plus  du 
degré  mn  par  rapport  à  la  seconde  inconnue  u. 

Nous  disons  au  plus,  parce  que  l'abaissement  du  degré  de 
cette  équation  finale  peut  toujours  se  produire  par  suite  de 
réduction  de  termes.  Mais,  si  les  équations  considérées  sont 
générales,  il  ne  peut  y  avoir  de  réduction,  et  le  degré  de  l'é- 
quation finale  est  exactement  mn. 

Pour  chacune  des  valeurs  de  u,  les  équations  (1)  et  (2)  au- 
ront une  racine  commune  en  z,  qu'on  pourra  déterminer, 
puisque  les  deux  équations  ne  renfermeront  plus  que^  (1079)  ; 
et  l'on  trouvera  ainsi  les  valeurs  de  z,  associées  en  général  en 
même  nombre  aux  valeurs  de  u. 

En  résumé,  dans  le  cas  de  deux  équations  à  deux  incon- 
nues, le  degré  de  l'équation  finale  ne  peut  pas  surpasser  le 
produit  des  degrés  des  équations  données:  et,  il  est  égal  à  ce 
produit  lorsque  les  coefficients  des  deux  équations,  supposées 
générales,  demeurent  indéterminés. 

C'est  le  cas  le  plus  simple  du  théorème  dû  à  Bezout  (1115), 
et  qui  est  le  principe  fondamental  de  toute  théorie  de  l'élimi- 
nation. 

1128.  Soient,  par  exemple,  les  deux  équations  incomplètes  du  troi- 
sième degré 

(l)  [U  —  2)32_  32  -^  y«  _  3   —  o, 

(^2)  "XUZ^ — 5Z-T-4U —  1=0. 

En  regardant  u  comme  donnée,  désignons  par  a'  et  ^'  les  racines  de 
l'équation  (2)  et  substituons-les  successivement  dans  l'équation  (i).  En  ' 
multipliant  membre  à  membre  les  deux  résultats,  nous  aurons  l'équa- 
tion finale  (1122,  M2i) 

[(«i  — 2)a'2  — 3a'-r-7tt  — 3][(ii—  2)  P'^— 3  p'— ;«  —  3]  =  o, 
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c'est-à-dire 

,«  — 2)2a'2p'2_3(«  — 2;)(a"p'— a'p'2)-i-r7M  — 3)(?f-2)(a'2-^p'2) 

—  ga'S'— 3(7«— 3;(a'-+-p')-^(7M  — 3)2=o. 

On  a  d'ailleurs,  d'après  l'équation  (2), 

'  .   o-        5  4?<  — I 

a  -^  3  =  —  ,  a  B  = 

lu  111 

II  en  résulte,  sans  avoir  besoin  do  recourir  aux  formules  des  fonc- 
tions symétriques  (1040,  10i3), 

a'2_^  P'.=  [(a'-  -,y—  2'/?']  =  ^  -  1^^^'  =.  a^-i6«^-^4l^ 

20  ?<  —  5 


a'-2p'-^  a'p=a'^'(>'^^') 


4?f2 


En  substituant  et  en  chassant  les  dénominateurs,  l'équation  finale 
devient  donc,  après  simplifications, 

100  u'*-^  6of<3 —  54  «- —  -l'ion  -j-  124  =  o. 

Cette  équation  admet  évidemment  la  racine  i .  Cette  valeur  de  a  doit 
assurer  une  racine  commune  aux  équations  (i)  et  (2^  qui  deviennent 
du  second  degré  en  3  et  qui  sont  alors 

—  s- — 3  3-^4=^0-         '■'■'■' — 5:;  — 3  =  0. 

On  voit  immédiatement  que  cette  racine  commune  est  aussi  égale 
à  I,  et  l'on  a  ainsi,  pour  les  équations  données,  un  premier  groupe  de 
solutions  communes. 

Si  l'on  débarrasse  l'équation  finale  en  u  de  sa  racine  égale  à  i,  il  res- 
tera, pour  obtenir  les  trois  autres  groupes  de  solutions  communes,  à 
résoudre  l'équation  du  troisième  degré 

iooM3_i_  i6o?<2__  io6«  —  124  =  o. 

1129.  Ce  qui  précède  peut  s'appliquer  identiquement  au 
cas  où  les  deux  équations  données,  au  lieu  de  ne  renfermer 
que  deux  variables  z  et  «,  en  renferment  un  nombre  quel- 
conque z,  u,  c,  4v,  ....  Les  coefficients  a^,  «,,  a,,  . . .,  b^,,  b^, 
62,  .  . .,  au  lieu  de  dépendre  seulement  de  u,  dépendent  des 

variables  u,  v,  «■ et  il  en  est  de  même  de  l'équation 

finale.  Quant  au  tbéorème  de  Bezout  relatif  à  son  degré,  il 
n'est  pas  modifié,  parce  que  le  degré  le  plus  élevé  des  coeffi- 
cients par  rapport  aux  variables  qu'ils  contiennent  reste  tou- 
jours le  même,  qu'il  y  en  ait  une  seule  ou  plusieurs. 
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Fonctions  symétriques  et  rationnelles  des  groupes  de  solutions 
communes  à  plusieurs  équations. 

1130.  Soient  d'abord  les  deux  équations  à  deux  inconnues 

Nous  supposons  que  ce  sont  des  équations  générales,  c'est- 
à-dire  dont  les  coefficients  demeurent  indéterminés  ou  ne 
sont  soumis  à  aucune  relation  particulière.  On  peut  repré- 
senter par 

leurs  systèmes  de  solutions  communes,  en  admettant  que  le 
nombre  de  ces  systèmes  soit  égal  à  n,  et  l'on  nomme  fonc- 
tion syniétrirjue  de  ces  solittions  communes  toute  fonction  qui 
demeure  invariable  quand  on  y  permute  ces  groupes  de  so- 
lutions. 

En  se  reportant  aux  remarques  faites  au  sujet  des  fonc- 
tions symétriques  des  racines  d'une  équation  à  une  seule 
inconnue  (1039),  on  voit  immédiatement  que  la  recherche 
d'une  fonction  symétrique  et  rationnelle  des  solutions  com- 
munes à  deux  équations  à  deux  inconnues  peut  toujours  se 
ramener  à  celle  de  fonctions  symétriques,  entières  et  homo- 
gènes, dont  les  termes  varient  par  les  indices  des  lettres  qui 
y  entrent  et  non  par  les  exposants  de  ces  lettres.  Une  pa- 
reille fonction  sera  donc  définie,  quand  on  donnera  un  seul 
de  ses  termes,  ainsi  que  toutes  les  lettres  considérées. 

La  fonction  symétrique  est  simple  ou  du  premier  ordre, 
quand  ses  termes  ne  renferment  respectivement  que  les  let- 
tres d'un  seul  groupe  de  solutions  communes.  La  forme  gé- 
nérale des  fonctions  symétriques  simples  est  donc 

et  on  peut  les  représenter  par  la  notation 

-^  ~  1  "  1  • 

La  fonction  symétrique  est  double  ou  du  deuxième  ordre, 
quand  ses  termes  renferment  respectivement  les  lettres  de 
deux  groupes  de  solutions  communes.  La  forme  générale  des 
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fonctions  symétriques  doubles  est  donc 

^l>  1,1  rP' ll'f'  ~  "P  Ij'l  ~P' 1/1' -^  ^  zP  lll zP'       ll'l' 

et  on  peut  les  représenter  par  la  notation 
i  zP a'  -.'"a''' 

-'  "  1  "l  ~-2    "2    • 

On  continuera  de  la  même  manière. 
1131.  En  partant  des  deux  équations 

<p(5,  «):=0,  ^\Z,u)^0, 

nous  allons  appliquer  la  méthode  indiquée  par  Poisson  (M  au 
calcul  de  la  fonction  symétrique  simple 

Désignons  par  t  une  nouvelle  inconnue,  par  A  une  indéter- 
minée, et  posons 

(i)  t^=:  z  -T-y-u,         d'où         z^^t  —  \a. 

En  substituant  cette  valeur  de  z  dans  les  équations  données, 
elles  deviennent 

9 ( ^  —  >.«,?<)=  o,         '\{t  —  X i<,  a )  =  o. 

En  éliminant  alors  u  entre  ces  nouvelles  équations,  on  par- 
vient à  une  équation  finale  en  t,  qui  est 

D'après  la  valeur  de  t  et  les  groupes  de  solutions  communes 
supposées  (1130),  les  racines  de  cette  équation  sont 

de  sorte  que  son  degré  est  égal  à  n. 

Nous  avons  démontré  (1016)  que  les  sommes  S  des  puis- 
sances semblables  des  racines  de  l'équation  (2)  sont  des 
fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  cette  équation,  c'est- 
à-dire  des  coefficients  des  équations  proposées  et  de  l'indé- 
terminée ?..  On  peut  donc,  en  représentant  par /z  un  exposant 
entier  quelconque,  et  par  Mo,  Mj,  M^,     • .,  des  fonctions  ra- 

(')  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  IV,  XI=  Cahier. 
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lioniielles  des  coefficients  des  équations  données  [qu'on  dé- 
duira de  l'équation  (2)  d'après  les  formules  du  n"  1040]  et  en 
ordonnant  par  rapport  à  >.,  poser  à  la  fois 

'  ■  '^    i        =  Mo  -  M,  X  -^  M2>.2  - .  . .  -^  M^,l\^. 

La  dernière  équation,  ayant  lieu  quel  que  soit/,  est  une  iden- 
tité (1023),  et  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de),  sont 
égaux  dans  les  deux  membres.  En  se  reportant  à  la  formule 
du  binôme,  on  a  ainsi  les  relations  suivantes  : 

-i^— -!^_ -s^_       _ -!J- —  \r 

--1      .     ~2  -3     '     •  •  •  ^n "Oj 


\~1         "I  -2         f<2         •  •  •     .     -•«         "n,   ^"1> 


F(/^ 


'«;-,  =M,, 


Ces  équations  permettent,  en  isolant  les  parenthèses  des 
premiers  membres,  de  calculer  les  fonctions  symétriques 
simples  l.z^u'l  1  1130\  de  degré  p  ~  q  ^  [j.,  p  et  g  variant 
de  G  à  /JL,  en  restant  complémentaires  {^Qj  par  rapport  à  [i. 

113-2.  Quant  au  calcul  des  fonctions  symétriques  d'ordre 
supérieur  des  groupes  de  solutions  communes  des  deux  équa- 
tions proposées,  il  s'effectuera  comme  dans  le  cas  des  fonc- 
tions symétriques  ordinaires  (10i3  et  suiv.  . 

Cherchons,  par  exemple,  la  valeur  de  la  fonction  symétrique 
double 

^z'iuizp^iii;. 

Prenons  les  deux  fonctions  simples 

"S  ,.p  j.q    —   -p  „1    -^  r-P  lil    —  -p  1,1    -P//9 

-'■'l"l     — *"!  "1     ^^~-2"2  -3  "3  •••         "n"nf 

y  -P'  ,.7'  —  r.P'  ,,?' -P'  j.q' -p-  uP'  __  ~P'  yq' 

En  les  multipliant  l'une  par  l'autre,  on  a  évidemment 

V  -n  ,,q  V  _/>'  ,.q' V  _/)+P'  ,,7-7'  __    V  _/)  ,,7  -p\  ,,7' . 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  3l3 

d'où  l'on  déduit,  pour  la  fonction  symétrique  double  cherchée, 

11  est  clair  (1043)  que,  si  l'on  avait  à  la  fois  />=/>'  et  ^  =  q' , 
il  faudrait  diviser  par  2  le  résultat  précédent. 

Les  fonctions  symétriques  triples,  quadruples,  etc.,  se  cal- 
culeront de  la  môme  manière,  à  l'aide  des  fonctions  symétri- 
ques d'ordre  inférieur. 

1133.  Il  résulte  de  là  (1131)  que  les  fonctions  symétriques 
et  rationnelles  des  groupes  de  solutions  communes  à  deux 
équations  à  deux  inconnues  sont  des  fonctions  rationnelles 
des  coefficients  de  ces  équations.  Déplus,  leur  détermination 
est  assurée  par  la  simple  élimination  d'une  inconnue  entre 
deux  équations;  car  tout  revient  à  trouver  l'équation  finale 
■^{1,1)^=0,  qui  provient  elle-même  de  l'élimination  de  u 
entre  les  deux  équations  o{t  —  \u,  u)  -=  o  et  'ij{t  —  An,  u)^o 
(1127). 

1134.  La  même  marche  peut  être  suivie  pour  un  nombre 
quelconque  d'équations  contenant  le  même  nombre  d'incon- 
nues en  augmentant  le  nombre  des  indéterminées  introduites, 
toujours  inférieur  d'une  unité  à  celui  des  équations. 

Si  l'on  a,  par  exemple,  trois  équations  à  trois  inconnues 

o{z,  u,  v')^=  o,         ^{z„  u,  v')  —-0,         ^h{z,  u,v):=-o, 
et  n  groupes  de  solutions  communes 

r-i,  ?<,,(',),       (:?2, '/2,  ('2^-       (-«,'/,,.('«), 

on  posera,  en  désignant  par  t  une  nouvelle  inconnue  et  par  ). 
et  Q  deux  indéterminées, 

(i)         t  —  z^lu  +  9v.         d'oij         z=it  —  '/.u  —  Qv. 

En  substituant  cette  valeur  de  z  dans  les  équations  données, 
on  aura  trois  nouvelles  équations 

o{t  —  lui  —  Bv,  u,  v)  =  o, 

<b{t  —  \u  —  9  V,  II,  v)  :=  O, 

'^{t  —  }.u  —  9 r,  u,  (•  j  z=  o, 
entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  u&iv.  On  parviendra  ainsi 
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à  une  équation  finale  en  /,  qui  sera 

Les  racines  de  cette  équation  seront,  d'après  la  valeur  de  l  et 
les  groupes  de  solutions  communes  supposées. 

zi-r-lui--  Oi'i,        z,^ln2~  Oi'.,,         ...,         ^„-,- /«„-;- 9 1'„, 

c'est-à-dire  qu'elle  sera  de  degré  n. 

Nous  remarquerons  alors,  comme  précédemment  (1031), 
que  les  sommes  S  des  puissances  semblables  des  racines  de 
l'équation  (2)  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients 
de  celle  équation,  c'est-à-dire  des  coefficients  des  équations 
proposées  et  des  indéterminées  À  et  6.  On  peut  donc  les  ex- 
primer, à  l'aide  des  formules  du  n°  1040,  en  fonction  des 
coefficients  des  équations  considérées  et  en  ordonnant  sui- 
vant les  puissances  des  indéterminées  1  et  B. 

D'autre  part  et  en  désignant  par  ij.,  pour  fixer  les  idées,  un 
exposant  entier  quelconque,  on  a 

-^  (  G,  —  >.  «2  -r-  9l\)^--  .  .  .-h  [  -.„  -r-  1  Un  ~  0  ('„  Vï^, 

Nous  devrons  donc  nous  reporter  ici  à  la  formule  qui  donne 
le  développement  de  la  puissance  d'un  polynôme  (302  et  suiv.). 
On  développera  suivant  cette  formule  les  termes  du  second 
membre  de  la  relation  précédente,  et  l'on  ordonnera  ensuite 
le  résultat  suivant  les  puissances  des  indéterminées  >.  et  Q.  Il 
ne  restera  plus  qu'à  identifier  cette  valeur  de  S;j.  avec  celle 
qui  résulte  de  l'équation  (2)  et  des  formules  rappelées  plus 
haut,  en  égalant  les  coefficients  des  termes  qui  contiennent 
les  mêmes  puissances  des  indéterminées. 

Supposons  qu'il  s'agisse,  par  exemple,  des  termes  en  1^9''. 
Nous  désignerons  par  M^,,.le  coefficient  du  terme  correspondant 
dans  la  seconde  valeur  de  Sp.,  et  nous  aurons  d'une  manière 
générale  (303  ),  en  posant  ix=zp  -i-  q  -r-  /■,  d'où  p  =■[/.  —  <J  —  r, 
..  t 

-p  fil  ,,<•  —  \r 

-"1  "1  M  —  ^"7,»' 


!  ^  !  /■  ! 


p\q 


C'est  cette  formule,  qu'on  peut  écrire 
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qui  permettra  de  calculer  les  fonctions  symétriques  simples 
des  solutions  communes  des  trois  équations  données. 

On  doit  toujours  avoir  7  —  /-^  j^  et.  si  /?  =  o,  on  doit  rem- 
placer p\  par  I  (30i  !. 

1135.  Pour  obtenir  les  valeurs  des  fonctions  doubles,  qui 
sont  ici  de  la  forme 

•~       1        1        1       2  2        2' 

on  opérera  comme  dans  le  cas  de  deux  équations,  et  l'on  véri- 
fiera que  ces  fonctions  doubles  dépendent  encore  des  fonc- 
tions symétriques  simples,  etc. 

On  peut  donc  dire,  d'une  manière  générale,  que  les  fonc- 
tions symétriques  et  rationnelles  des  groupes  de  solutions 
communes  à  plusieurs  équations  sont  des  fonctions  ration- 
nelles des  coefficients  de  ces  équations.  C'est  là  le  point  que 
nous  voulions  établir. 


Extension  de  la  méthode  d'élimination  par  les  fonctions  symétriques 
à  un  nombre  quelconque  d'équations. 

1136.  Considérons,  avec  Poisson  loc.  cit.),  quatre  équations 
à  quatre  inconnues 

'    o(^,  r,  ^,  Il  I  =^0, 
,  ..  1   <^{ûr,j-,z.,  u)—o, 

j   4^(^0''  ^'  ")  =  o. 
l  W(.r,  y,  z-,  u)  =  o. 

Nous  supposons  que  ces  équations  sont  les  plus  générales 
des  degrés  correspondants,  que  nous  désignerons  par  a,  b,  c 
pour  les  trois  premières,  et  par  /n  pour  la  quatrième.  Elles 
sont  donc  complètes,  c'est-à-dire  que  les  inconnues  y  entrent 
toutes  de  la  même  manière.  De  plus,  les  coefficients  de  ces 
équations  sont  indéterminés  ou  indépendants,  c'est-à-dire  ne 
sont  liés  par  aucune  relation  spéciale. 

Considérons  les  trois  premières  équations  du  système  (A) 
et  admettons  qu'on  puisse  éliminer  successivement  entre  ces 
trois  équations  z  el  y,  z-  et  a^,  y  et  x\  Xous  obtiendrons  trois 
nouvelles  équations  qui  se/ont  toutes  les  trois  de  même  degré. 
En  effet,  les  équations  proposées  étant  générales,  tout  y  est 
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identique  par  rapport  aux  quatre  inconnues,  de  sorte  que 
l'éliniination  de  deux  inconnues  quelconques  entre  les  trois 
premières  équations  doit  donner,  par  rapport  aux  autres  in- 
connues, des  résultats  de  môme  degré. Nous  désignerons  par// 
ce  degré  commun. 

Les  trois  équations  générales  de  degré  n,  ainsi  trouvées, 
remplaceront  les  trois  premières  du  système  (,  A)  et  formeront, 
avec  la  quatrième  équation  de  ce  système,  un  système  équi- 
valent. La  première  de  ces  équations  générales  contient  x 
et  u;  la  deuxième,  y  et  u;  la  troisième,  z  et  u.  En  regardant 
a  comme  donnée,  admettons  qu'on  puisse  les  résoudre.  Elles 
donneront,  en  fonction  de  //,  n  systèmes  de  valeurs  pour  x, 
y,  z;  et,  en  assemblant  convenablement  ces  valeurs,  on  aura 
les  II  groupes  de  solutions  communes  aux  trois  premières 
équations 

( -^n  ,^'l>  --'l)'       \^-2i  yi;  ^2)1        •  •  •  ■>       {^m  yni  ''ni- 

En  substituant  chacun  de  ces  groupes  dans  la  quatrième 
équation  du  système,  on  aura  des  résultats  de  la  forme 

Si  V  représente  le  produit  de  tous  ces  résultats,  il  est  clair 
(1121)  que 

y=Wia\,yi,Zi,  u)W{x,,y2,z,,  u) .  .  .  W(j7„,  r„,  z„,  u) 

est  le  résumant  obtenu  par  l'élimination  de  x,  y,  z,  entre  les 
quatre  équations  données,  et  que 

V=o 

est  l'équation  finale  correspondante.  En  effet,  toute  valeur 
de  u,  qui  rend  nul  l'un  des  facteurs  de  Y  ou  V  lui-même,  sa- 
tisfait aux  équations  proposées  en  même  temps  que  le  gi'oupe 
de  valeurs  de  x,  y,  z,  qui  entre  dans  le  même  facteur;  et, 
réciproquement,  toute  valeur  de  u  qui  satisfait  aux  équations 
proposées  doit  rendre  nul  l'un  des  facteurs  de  V  ou  V  lui- 
même. 

Tout  est  ramené,  par  conséquent,  à  la  formation  de  l'équa- 
tion finale  à  laquelle  on  parvient  par  l'éliniination  de  x,  y,  z, 
entre  les  quatre  équations  données. 

Or,  V,  étant  évidemment  une  fonction  symétrique  et  en- 
tière des  solutions  communes  aux  trois  premières  équations 
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du  système,  est  aussi  (1133)  une  fonction  rationnelle  des 
coefficients  de  ces  équations;  et,  pour  calculer  les  diverses 
fonctions  symétriques  des  solutions  communes  aux  trois  pre- 
mières équations,  qui  entrent  dans  V,  on  pourra  employer  le 
même  procédé  que  précédemment  (1131,  1131.).  }.  et  0  étant 
des  indéterminées,  on  posera  encore 

(i)         ^=z  j7  —  }.j  —  5^,         d'où         x^Lt  —  \y  —  Qz. 

En  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  trois  premières 
équations  du  système  (A),  elles  deviennent 

o  {t~\y  —  Bz,y,  z,u)  —  Q>, 
^{t-ly-ez.,j,z,  u)=o, 
^{t  —  ly  —  Qz,y,  z,  u)  =  o. 

sans  que  leur  degré  soit  modifié.  Si  l'on  élimine  y  Qi  z  entre 
ces  trois  nouvelles  équations,  Téquation  finale  en  t  et  en  u  à 
laquelle  on  parviendra  sera  donc  encore  du  degré  n,  aussi 
bien  par  rapport  à  u  que  par  rapport  à  t.  Représentons  cette 
équation  finale  par 

(2)  'i{t,l,e,u)—o. 

D'après  la  valeur  (i)  de  t,  les  n  racines  de  cette  équation 
sont,  en  supposant  u  donnée, 

Supposons  l'équation  (2j  formée,  et  ordonnons  son  pre- 
mier membre  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  t. 
Nous  aurons  ainsi 

(3)  f^ -v- p^t'^--^ - p^j'^-^-^ . .  .^ p^_^t  -^ p,-^o. 

Les  coefficients  de  cette  équation  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  u  et  des  indéterminées  \  et  0,  et  les  sommes 
de  puissances  semblables  de  ses  racines  pourront  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  de  ces  mêmes  coefficients  (lOiO). 
On  pourra,  par  suite,  en  égalant  les  coefficients  des  termes 
qui,  dans  ces  expressions  et  dans  les  développements  directs 
des  sommes  considérées  (113i),  renferment  les  mêmes  puis- 
sances des  indéterminées  À  et  5,  calculer  les  diverses  fonc- 
tions symétriques  des  solutions  communes  aux  trois  premières 
équations  du  système,  qui   entrent  dans  V,  et  déterminer 


3l8  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

ainsi  réqualioii  finale  V -- o,  qui  ne  contiendra  |)liis  f|Lio  l'in- 
connue II. 

1137.  On  voit  que  la  méthode  qu'on  vient  d'exposer  permet 
d'éliminer  trois  inconnues  entre  quatre  équations,  quand  on 
sait  éliminer  deux  inconnues  entre  trois  équations  et,  par 
conséquent,  une  inconnue  entre  deux  équations.  D'une  ma- 
nière générale,  elle  permet  d'éliminer  n  —  i  inconnues  entre 
Il  équations,  quand  on  sait  en  éliminer  n  ^  i  entre  /*  —  i 
équations,  de  sorte  qu'elle  ramène  tous  les  cas  à  l'élimina- 
tion d'une  inconnue  entre  deux  équations. 

1138.  On  doit  remartiuer  que  la  méthode  d'élimination  par 
les  fonctions  symétriques  conduit  à  une  équation  linale  qui 
ne  présente  aucun  facteur  inutile.  Cette  résultante  est,  par 
suite,  la  véritahle  équation  finale,  sans  solution  étrangère. 
En  outre,  elle  n'exige,  pour  être  formée,  la  résolution  effec- 
tive d'aucune  équation,  de  sorte  que  l'on  peut  toujours  par- 
venir au  résultat  cherché. 

La  méthode  dont  il  s'agit  offre  donc,  au  point  de  vue  abs- 
trait, la  solution  la  plus  directe  et  la  plus  satisfaisante  du 
problème  de  l'élimination.  Mais  la  longueur  des  calculs  qu'il 
faut  effectuer  la  rend,  le  plus  souvent,  impraticable  au  point 
de  vue  pratique.  On  a  donc  dû  chercher  d'autres  procédés, 
inférieurs  théoriquement,  mais  d'une  application  moins  pé- 
nible. 

Degré  de  l'équation  finale,  théorème  de  Bézout. 

1139.  Conservons  les  mêmes  notations  et  faisons  les  mêmes 
hypothèses  qu'au  n°  1136.  Nous  démontrerons  d'abord  cette 
proposition  : 

Si  n  est  le  degré  de  l'équation  finale  en  t  et  si  m  est  le 
degré  de  la  quatrième  équation  du  système  (A),  le  degré  de 
l'équation  finale  en  a,  V=r  o,  est  égal  au  produit  mn  de  ces 
deux  degrés. 

La  quatrième  équation  du  système  (Ai.  ordonnée  par  rap- 
port à  u.  est  de  la  forme 

Pi,  P,,  . . .,  P,„,  représentant  des  polynômes  en  x,  y,  z,  qui 
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sont,  respectivement,  les  plus  généraux  du  premier,  du 
deuxième,  . . .,  du  nv^"^^  degré  (1114). 

Le  premier  membre  de  l'équation  V=  o  est  le  produit  de 
n  facteurs  identiques  au  premier  membre  de  l'équation  (4), 
sauf  la  substitution  des  n  groupes  de  solutions  communes 
aux  trois  premières  équations  du  système  (Aj. 

à  la  place  de  x,  y,  z.  Le  premier  terme  de  V  sera  donc  «'""; 
et,  dans  tous  les  autres  termes,  la  somme  des  exposants 
de  u  et  des  valeurs  particulières  de  a-,  r,  z  ne  dépassera 
pas  tJin.  Mais  les  coefficients  des  différentes  puissances 
de  //  dans  V  sont  des  fonctions  symétriques  des  groupes  de 
solutions  communes  {Xi,y\,Zi),  {ir=^,y^,  z^^,  ...,  lesquels 
dépendent  de  u.  Pour  déterminer  le  degré  de  l'équation 
V=  o  par  rapport  à  u,  il  faut  donc  chercher  quel  est  le  degré 
des  différentes  fonctions  symétriques  des  groupes  de  solu- 
tions communes  par  rapport  à  la  même  inconnue. 
Pour  cela,  reprenons  l'équation  finale  en  t 

(3)  t"-p,t"-'-^^p,t''-'-^...-^p^^rt-p^=o. 

(^omme  elle  est  aussi  du  degré  n  par  rapport  à  «  (1136;. 
les  coefficients  pi,  p^,  . .  -,  p„  sont  respectivement  du  pre- 
mier, du  deuxième,  etc.,  du  /t'^"''  degré  par  rapport  à  u. 

Or,  si  l'on  considère  la  somme  des  puissances  semblables 
de  degré  ,a  des  racines  de  'l'équation  (3),  qu'on  peut  repré- 
senter par 

elle  s'exprimera  sous  forme  entière,  en  fonction  des  coeffi- 
cients/»i,  p^,  pz,  ...,  par  une  formule  dont  les  différents 
termes  ne  pourront  contenir  u  à  une  puissance  supérieure 
à  |jl;  car,  en  se  reportant  aux  formules  de  Newton  (1040),  on 
vérifie  que,  dans  chaque  terme  de  Sj^,  la  somme  des  produits 
des  indices  des  lettres  p  par  leurs  exposants  est  toujours 
égale  à  p.  Tel  sera  donc  aussi  le  degré  le  plus  élevé  de  S^ 
par  rapport  à  u,  et  celui  de  la  fonction  symétrique  simple 
correspondante  (1134) 

pour  laquelle  on  a  a  +  j3  -:-  y  :=  ,a. 
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Les  fonctions  symétriques  d'ordre  supérieur  des  solutions 
communes  considérées,  se  formant  directement  à  l'aide  des 
fondions  symétriques  simples  (1132),  satisferont  à  la  même 
condition;  c'est-à-dire  que,  si  une  fonction  symétrique 
d'ordre  supérieur  est  de  degré  ix,  ses  différents  termes  ne 
peuvent  contenir  u  à  une  puissance  plus  élevée  que  /a. 

Or,  si  un  terme  de  V  renferme  explicitement  u  à  la  puis- 
sance A,  le  coefficient  de  u'^  sera  une  fonction  symétrique 
des  solutions  communes  aux  trois  premières  équations  du 
système  (A)  dont  le  degré,  d'après  ce  qui  précède,  devra 
être  égal  à  mn  —  k,  c'est-à-dire  dont  aucun  terme  ne  pourra 
contenir  u  à  une  puissance  plus  élevée.  Par  conséquent, 
l'exposant  de  u  dans  les  différents  termes  de  V,  en  dehors 
du  premier  terme  «'"'%  ne  pouvant  surpasser  mn,  l'équation 
finale  V  =  o  est  exactement  du  degré  mn. 

1140.  En  appliquant  les  mêmes  raisonnements  à  un  nombre 
quelconque  K  d'équations  complètes  à  K  inconnues,  on  voit 
d'une  manière  générale  que,  si  n  est  le  degré  de  l'équation 
finale  en  t  qui  répond  aux  K  —  i  premières  équations,  et  si 
m  est  le  degré  de  la  dernière  équation  du  système,  le  degré 
de  l'équation  finale,  résultante  du  système,  est  égal  à  m/i. 

1141.  Le  théorème  de  Bézout  sur  le  degré  de  l'équation 
finale  dans  le  cas  le  plus  général  découle  immédiatement  de 
cette  proposition  préliminaire. 

Théorème  de  Bezout.  —  Le  degré  de  l'équation  finale  qu'on 
obtient  par  l'élimination  de  n  —  i  inconnues  entre  n  équations 
complètes  est  égal  au  produit  des  degrés  respectifs  des  n 
équations  données  (1115). 

Supposons  que  les  degrés  de  ces  équations  soient 

/«i,     /«o,     m^,     ...,     m„. 

En  éliminant  une  inconnue  entre  les  deux  premières  éciua- 
lions,  l'équation  finale  obtenue  sera,  comme  on  l'a  démontré 
(1127,  1129),  de  degré  niyjyi^.  Si  l'on  élimine  deux  inconnues 
entre  les  trois  premières  équations,  il  résulte  de  ce  qui  pré- 
cède (1140)  que  le  degré  de  l'équation  finale  obtenue  sera 
égal  au  produit  du  degré  de  l'équation  finale  qui  répond  aux 
deux  premières  équations  par  le  degré  de  la  troisième  équa- 
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tion,  c'est-à-dire  égal  à  mifn.x  ni.^  ou  à  mym.,m^.  Si  l'on 
élimine  trois  inconnues  entre  les  quatre  premières  équa- 
tions, le  degré  de  l'équation  finale  obtenue  sera,  pour  la 
même  raison  (1140),  égal  à  mim^m^x  m^  ou  à  m^^m^m^m^^. 
En  continuant  de  proche  en  proche,  on  voit  que  le  degré  de 
l'équation  finale  obtenue  après  l'élimination  de  n  —  i  in- 
connues sera,  par  rapport  à  la  n'^™''  inconnue,  égal  au  pro- 
duit mim^m^m.^. .  .  in„  des  degrés  des  n  équations  données. 
Ce  résultat,  auquel  conduit  la  première  méthode  d'élimina- 
tion, devient  un  critérium  important  pour  les  autres  mé- 
thodes, en  permettant  de  vérifier  si  elles  introduisent  ou  non 
des  solutions  étrangères. 

1142.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  les  équa- 
tions proposées  étaient  les  plus  générales  de  leur  degré  et 
que  leurs  coefficients  étaient  indéterminés.  Quand  il  n'en 
est  pas  ainsi,  les  plus  hautes  puissances  de  l'inconnue  dans 
l'équation  finale  peuvent  avoir  des  coefficients  nuls,  en 
raison  des  valeurs  particulières  attribuées  aux  coefficients 
des  équations  considérées,  de  sorte  que  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  n'est  plus  alors  égal  au  produit  des  degrés  de  ces 
équations;  mais,  dans  ce  cas,  il  est  toujours  inférieur. 


De  C.  —  Cours.   IV, 
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CHAPITRE  [I. 


ÉLLMINATION  PAR    LA   MÉTHODE   DU  PLUS  GRAND  COMMUN 
DIVISEUR. 


Remarques  préliminaires. 

11V3.  Toutes  les  méthodes  délimi nation  ramenant  néces- 
sairement la  question  (1137)  à  l'élimination  d'une  inconnut 
entre  deux  équations,  nous  pouvons  considérer  spécialemen 
le  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues.  Pour  les  résoudre 
il  faut  trouver  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  deux  incon- 
nues qui  satisfont  aux  équations  données  et,  pour- cela,  dé- 
terminer l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  d( 
l'une  des  inconnues  entre  les  deux  équations.  La  méthod( 
d'élimination  est  regardée  comme  parfaite)  lorsque  l'équa 
tion  finale  obtenue  a  pour  racines  toutes  les  valeurs  admis- 
sibles de  l'inconnue  qu'elle  renferme,  sans  complication  d'auj 
cune  solution  étrangère  (H VI). 

liy»..  Avant  d'indiquer  successivement  les  méthodes  (lu'oi 
pont  préférer  à  celle  des  fonctions  symétriques  (ll'27),  i 
n'est  pas  inutile  de  rappeler  des  procédés  déjà  connus  et  sou 
vent  applicables. 

Soient  les  deux  équations 

(1)  o{z,u)  =  o, 

(2)  'M -"'")  =  O- 

Admettons  qu'on  puisse  résoudre  l'une  des  équations  pa 
rapport  à  l'une  des  inconnues.  On  pourra  alors  opérer  direc 
iiiUMiwl  par  substitution  {Àlg.  éléin.,  1*23,  126). 
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Si,  (le  l'équation  (2),  on  peut  llrer 

^- =/("), 

on  n'aura  qu'à  mettre  cette  valeur  à  la  place  de  ^  dans  l'équa- 
tion (i),  pour  obtenir  l'équation  finale  qui  fera  connaître 
exactement  (1120)  toutes  les  valeurs  de  a  et,  par  suite,  toutes 
celles  de  ^. 

Les  valeurs  de  u  et  de  z  qu'on  doit  associer  sont  d'ailleurs 
celles  qui  vérifient  ensemble  les  équations  (i)  et  (2). 

llio.  Lorsque  les  deux  équations  données  sont  de  même 
degré  par  rapport  à  l'inconnue  qu'on  veut  éliminer,  on  a 
intérêt  à  remplacer  l'une  de  ces  équations  par  celle  qui  ré- 
sulte de  leur  soustraction  {Alg.  élém.,  122,  124-),  après  qu'on 
a  préalablement  ramené  au  même  coefficient  les  termes  qui 
conliennent  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  considérée 
dans  les  deux  équations.  On  abaisse  ainsi  le  degré  de  celte 
nconnue,  et  l'on  a,  en  général,  des  calculs  plus  simples. 

C'est  ce  qu'il  ne  faut  pas  manquer  de  faire,  en  particulier, 
lorsque  l'inconnue  à  éliminer  entre  au  second  degré  dans  les 
deux  équations  proposées.  Comme  on  l'abaisse  ainsi  au  pre- 
mier degré,  on  évite  toute  difficulté  à  l'égard  de  la  formation 
des  groupes  de  solutions  communes  (IIH). 

llifi.  Les  calculs  peuvent  encore  se  simplifier,  lorsqu'on 
aperçoit,  pour  les  premiers  membres  des  équations  données, 
une  déconiposiiion  en  facteurs. 

On  devra  alors  cbercher  les  solutions  communes  aux  équa- 
ions  obtenues  en  prenant  deux  à  deux,  de  toutes  les  ma- 
lières  possibles,  les  facteurs  qui  composent  les  premiers 
membres  des  équations  données. 

Admettons,  par  exemple,  qu'on  ait  pu  ramener  ces  équa- 

ions  à  la  forme 

AB  =  o,         \'B'=o. 

Au  lieu  du  système  primitif,  on  traitera  les  quatre  systèmes 
)lus  simples 

(  A  =  o,         I  A  =  o,         ^  B  =  0,         ^  B  1=  0, 
(  A'=o,         ■(  B'=o,         '  A'  =  o,         (  B'=o. 
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Élimination  entre  deux  équations  à  deux  inconnues  par  la  méthode 
du  plus  grand  commun  diviseur. 

1147.  Considérons  les  deux  équations 

9(.r,r)  =  o,         <I;(j7,  r)  =  o. 

Si  l'une  quelconque  des  solutions  du  système  esl  représentée 
par  X  =z  a  et  y  :=  b,  les  deux  équations 

devront  admettre  une  racine  commune  b.  Les  premiers  mem- 
bres de  ces  équations  auront  alors  un  plus  grand  commun 
diviseur  du  premier  degré  en  j  (1079),  et  le  reste  correspon- 
dant, indépendant  de  j,  sera  nul. 

Plus  généralement,  deux  équations  à  deux  inconnues  étant 
données,  toute  valeur  de  l'une  des  inconnues  qui  fera  acqué- 
rir à  leurs  premiers  membres  un  plus  grand  commun  divi- 
seur fonction  de  l'autre  inconnue  constituera,  avec  les  ra- 
cines de  ce  plus  grand  commun  diviseur  égalé  à  zéro,  autant 
de  groupes  de  solutions  communes  aux  deux  équations. 

La  question  est  donc  toujours  d'obtenir  l'équation  finale 
qui  a  pour  racines  toutes  les  valeurs  convenables  de  l'une 
des  inconnues,  et  de  pouvoir  la  résoudre. 

Si  cette  équation  finale  renferme,  en  même  temps  que  les 
valeurs  cherchées  de  l'une  des  inconnues,  des  valeurs  étran- 
gères, on  reconnaîtra  ces  dernières  à  ce  qu'elles  ne  feront  pas 
acquérir  de  plus  grand  commun  diviseur  fonction  de  l'autre 
inconnue  aux  premiers  membres  des  équations  données,  et 
l'on  aura  soin  de  les  rejeter. 

Il  peut  arriver  que  l'une  des  racines  de  l'équation  finale 
satisfasse  aux  équations  proposées,  indépendamment  de  toute 
valeur  de  l'autre  inconnue.  Cette  racine,  associée  avec  des 
valeurs  arbitraires  de  l'autre  inconnue,  correspond  alors  à  un 
nombre  illimité  de  solutions  communes. 

11^8.  Cela  posé,  on  commencera  par  débarrasser,  s'il  y  a 
lieu,  les  premiers  membres  des  équations  données 
(i)  o{jr,y)=o,         ^{j:,v)  =  o 

des  facteurs,  fonction  de  jc  seule  ou  fonction  de  y  seule, 
fju'ils  peuvent  admettre. 
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On  ordonnera,  par  exemple,  o{j^,y)  par  rapport  à  r,  et  l'on 
cherchera,  pour  le  mettre  en  évidence,  le  plus  grand  commun 
diviseur  Oi(^)  de  tous  les  coefficients  de  ce  polynôme,  qui 
no  contiennent  plus  que  x.  Cette  opération  s'effectuera  évi- 
demment (1075,  1076)  comme  en  Arithmétique  {Arithm.. 
119),  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
premiers  coefficients,  puis  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  ce  premier  plus  grand  commun  diviseur  et  le  troisième 
coefficient,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  coefficient. 

En  ordonnant  le  quotient  ohlenu  par  rapport  à  x,  et  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  Oi{y)  de  tous  les 
coefficients  de  ce  polynôme,  qui  ne  contiennent  plus  que  y, 
on  le  mettra  de  même  en  évidence. 

On  répétera  les  mêmes  calculs  pour  'h{x,r),  et  l'on  pourra 
alors  poser 

9("i">  j)=  ?i(-^)  ?2(7)?3(-P. /)  =  o, 

■H^^  y)  —  '^<  (^)  4^2(7)  '|:i(^'  j)  =  ^• 

Les  deux  facteurs  9i(^)  et  '-pi(^),  qui  ne  contiennent  plus 
que  X,  peuvent  admettre  un  plus  grand  commun  diviseur  D, 
tel,  qu'on  ait 

o,(x)  =  I)iF,(^),         'h,{x)  =  \)J,{x). 

Les  deux  facteurs  00(7)  et  '^^2(7)»  qui  ne  contiennent  plus 
que  V,  peuvent  admettre  un  plus  grand  commun  diviseur  D, 
tel,  qu'on  ait 

En  dernier  lieu,  les  deux  facteurs  Oi{x,  y)  et  'li{x,  y),  qui 
contiennent  à  la  fois  x  et  y,  peuvent  admettre  un  plus  grand 
commun  diviseur  (')  1)3  tel,  qu'on  ait 

<^z{x,y)  =  D^Vz{x,y),         'h^{x,y)  ^D^^f-^ix, y). 


(')  La  reclierche  du  plus  grand  diviseur  entre  deux  polynômes  entiers 
en  X  G\.  en  y  s'effectue  de  la  même  manière  que  pour  deux  polynômes  en- 
tiers en  X  seulement  (  !076  et  suiv.).  On  ordonne  les  deux  pohnômes  en  x 
et  en  y  par  rapport  à  x,  en  ayant  soin  de  réunir  en  un  seul  terme  tous 
ceux  qui  renferment  une  même  puissance  de  x.  Les  coefficients  constants 
sont  remplacés  par  des  coefficients  qui  sont  fonction  de  la  seconde  lettre  y; 
mais  rien  n'est  changé  aux  précautions  à  prendre,  aux  simplifications  per- 
mises et  aux  raisonnements. 
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On  a  donc,  finalemenl, 

o  (.r,j)  =l),l),l):,F,(.r)  F,(.r)r,(.r,  r)  =  o, 

el  l'on  peut  appliquer  la  l'cniarque  du  n°  iiïii. 

11  est  clair  que  les  racines  de  l'équation  en  œ,  Di  =  o,  on 
nombre  limité,  donneront,  associées  à  des  valeurs  arbitraire- 
de  j,  un  nombre  illimité  de  solutions. 

De  même,  les  racines  de  l'équation  en  j,  D^^o,  en  nombrr 
limité,  donneront,  associées  à  des  valeurs  arbitraires  de  ./ . 
un  nombre  illimité  de  solutions. 

De  même  encore,  comme  le  premier  membre  de  ré([ua- 
tion  D3=o  contient  j?  et  j,  cette  équation  donnera  un 
nombre  limité  de  valeurs  de  r  pour  chaque  valeur  arbitraire 
donnée  à  a-,  c'est-à-dire  un  nombre  illimité  de  solution- 
pour  les  équations  proposées. 

Les  polynômes  Fi(^')  eifi{jc)  sont  premiers  entre  eux, 
comme  les  polynômes  F.2{r)  g\  fiiy)  [1077],  et  ne  peuvent 
tlonner  lieu  à  aucune  combinaison. 

Les  autres  combinaisons 

'/2(7)=o,      j/3(jr,r)  =  o,      ]fi{x)  =  o,     )  fs{.r,Y)  =  o, 

sont  possibles;  mais,  comme  elles  comprennent  toutes  une 
équation  à  une  seule  inconnue,  la  seule  difficulté  est  de  ré- 
soudre cette  équation  dans  chaque  groupe. 

Il  ne  reste  donc  plus  à  examiner  que  la  combinaison 

¥3(0-,  y)  =  o,  /3(j7,r)r=0, 

et  c'est  à  elle  seule  que  s'applique  à  proprement  parler  la 
méthode  d'élimination  que  nous  voulons  faire  connaître  et 
qui  est  fondée  sur  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur. 

1149.  Pour  plus  de  simplicité,  désignons  les  deux  poly- 
nômes Fiix-,}')  et  fii-^fV)  par  A  et  B.  Ces  deux  polynômes, 
par  hypothèse  et  d'après  ce  qui  précède,  ne  présentent  plus 
aucun  facteur  ou  diviseur  commun  de  quelque  nature  (pie  ce 
soit.  Ordonnons-les  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 
de  X  et  supposons  que,  par  rapport  à  j-,  A  soit  de  degré  supé- 
rieur ou  égal  à  celui  de  U.  Divisons  alors  A  par  B,  et  poursui- 
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vons  l'opéralion  jusqu'à  ce  que  nous  parvenions  à  un  reste 
qui  soil,  par  rapport  à  .r,  de  degré  inférieur  à  celui  de  B. 
Désignons  ce  reste  par  R,  et,  le  quotient  correspondant,  par 
Qi.  Nous  aurons 

Admettons  que  la  division  n'ait  introduit  aucun  dénomina- 
teur fonction  de  r.  Les  polynômes  Q,  et  R,  seront  des  fonc- 
tions entières.  Par  suite,  les  groupes  de  valeurs  de  .r  et 
de  y  qui  satisferont  à  l'équation  R  =;  o  donneront  en  même 
temps  A  =  R,. 

Il  en  résulte  que  les  deux  systèmes,  dont  le  second  di  plus 
simple, 

(  A  =o  ^  (  R  =0 

■/  B=o         ^^        1  R,  =  o, 

répondent  réciproquement  aux  mêmes  groupes  de  solutions, 
c'est-à-dire  sont,  à  ce  point  de  vue,  é<juivalents. 

On  est  ainsi  conduit  à  opérer  sur  les  polynômes  A  et  R, 
comme  s'il  s'agissait  (1079  et  suiv.)  de  Lrouver  leur  plus 
grand  commun  dii'iseur.  Puisqu'ils  n'ont  aucun  diviseur 
commun  (1148),  les  calculs  se  poursuivront  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  un  reste  R,,  indépendant  de^c.  En  admettant  toujours 
que  les  divisions  successives  n'introduisent  aucun  dénomina- 
teur fonction  de  y,  on  aura  donc  cette  suite  d'égalités  : 

A  =RQi  +R,, 
R  =RiQ.  +R,, 
Rj     =:R,03      -+-R3. 


R„_2=  R«-lQ«-r  R/c 


Les  restes  Ri,  R,,  R3,  . . .,  R„,  sont  des  fonctions  entières 
de  a%  dont  le  degré  par  rapport  à  x  va  successivement  en  di- 
minuant, et  le  dernier  reste  R„  est  indépendant  de  x,  sans 
pouvoir  être  nul. 

D'ailleurs,  le  système 

R„_i=:o,         R„--o, 

est,  en  remontant  de  proche  en  proche,  équivalent  au  système 
proposé  lui-même.  Comme  la  dernière  équation 

R„=o 
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ne  conliciil  plus  que  y,  c'est  précisément  l'équation  liuale 
en  y  qui  résulte  de  l'élimination  de  a;  entre  les  équations 
données.  En  la  résolvant,  on  aura  toutes  les  valeurs  de  y  qui 
font  partie  des  groupes  de  solutions  communes  satisfaisani  ;i 
ces  équations.  De  l'équation 

H„_,—  o, 

qui  est  en  général  du  premier  degré  en  ûc,  on  déduira  en- 
suite la  valeur  de  jc  (\u\  doit  être  associée  à  chaque  valeur 
de  y. 

Si  le  reste  ll„  se  réduisait  à  une  constante,  ou  on  conclu- 
rait que  les  équations  proposées  sont  incompatibles. 

Cette  méthode  très  simple  ne  laisserait  rien  à  désirer  théo- 
riquement, si  les  divisions  se  faisaient,  comme  on  l'a  sup- 
posé, sans  introduction  de  dénominateurs  fonctions  de  /; 
mais  cela  n'a  lieu  que  dans  des  cas  très  particuliers.  Nous  de- 
vons donc  maintenant  supposer  le  contraire;  ce  qui  fera  ap- 
paraître le  vice  de  la  méthode. 

1150.  Reprenons  les  calculs  précédents,  en  admettant  que 
les  divisions  introduisent  des  dénominateurs  fonctions  de  j-. 
On  ohtiendra  alors    dans  l'une  d'elles,   la  première  si  Von 

veut,  un  quotient  Q,  de  la  forme  -■>  et  le  dénominateur  osera 

0 

une  fonction  entière  de  y.  On  aura,  dans  cette  hypothèse, 

0 

et  il  est  clair  (]ue  les  groupes  de  valeurs  de  .r  et  de  /qui  don- 
nent B  =  o  ne  donnent  plus  nécessairement  (1149)  A  =  R,, 
parce  que,  le  dénominateur  o  pouvant  s'annuler  en  même 
temps  que  B,  on  peut  avoir 

A=^+R.. 

o 

Pratiquement,  on  peut  toujours  éviter  les  dénominateurs 
fonctions  de  y,  en  multipliant  r/'at-a/ice  le  dividende  A  par  une 
fonction  entière  de  y  convenablement  choisie,  que  nous  dé- 
signerons par  Y.  Mais  on  a,  dans  ce  cas,  une  égalité  de  la 
forme 

yA  =  BQ,-hR.; 
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el  les  groupes  de  valeurs  de  j:  et  de  j  qui  rendent  B  =o  ren- 
dent en  même  temps  YA  =  R,. 

Par  suite,  le  système  B  =  o,  Rj  =  o  n'est  plus  équivalent 
au  système  A  ==  o  et  B  =  o,  mais  bien  au  système  YA  ^  o  et 
I!— o,  qui  se  décompose  dans  les  deux  systèmes  (lliC)  : 
A  =  o  et  B  =  G,  d'une  part  ;  Y  =  o  et  B  ==  o,  d'autre  part. 

En  évitant  ainsi  les  dénominateurs,  on  ne  supprime  donc 
aucune  des  vraies  solutions;  mais  on  ajoute  toutes  les  solu- 
tions étrangères  satisfaisant  au  système  particulier  Y  =  o  et 
1>  =  G.  Par  conséquent,  si  l'on  poursuit  l'opération  de  cette 
manière,  on  ne  sera  pas,  en  général,  conduit  comme  précé- 
demment à  une  seule  équation  finale  en  j;  mais  bien  à  plu- 
r^ieurs,  dont  quelques-unes  pourront  donner  des  racines  étran- 
j:ères  à  la  question,  qu'on  devra  rejeter  après  vérification 

au7). 

11  y  a  là  une  véritable  difficulté.  Elle  a  été  levée,  en  iSSa, 
par  M.  Labatie,  qui  a  montré  comment  on  devait  procéder,  en 
employant  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur,  pour 
former  la  véritable  équation  finale  débarrassée  de  toute  solu- 
tion étrangère. 

Nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  arrêter  au  théorème  de 
M.  Labatie  (qu'on  trouvera  reproduit  dans  les  Leçons  d'Algèbre 
de  Lefébure  de  Fourcy),  parce  qu'on  préfère  ordinairement,  à 
l'emploi  du  plus  grand  commun  diviseur,  bien  qu'on  puisse 
toujours  vérifier  les  solutions  (lliT),  d'autres  méthodes  plus 
sûres  et  conduisant  dans  tous  les  cas  à  la  véritable  équation 
finale. 

Néanmoins,  nous  donnerons  ici  une  application  intéressante 
de  ce  procédé,  en  nous  réservant  de  la  traiter  plus  simple- 
ment dans  un  autre  Chapitre. 

Équation  aux  carrés  des  différences  des  racines. 

llol.  Étant  donnée  Véquation  /(j-)=:g,  de  degré  m,  on 
demande  de  former  Véquation  F  {y  )  ^  g  qui  a  pour  racines  les 
différences  deux  à  deux  des  racines  de  la  première  équation. 

Soient  x^  et  x,_  deux  racines  quelconques  de  la  proposée, 
supposée  sans  racines  égales.  Nous  aurons  à  la  fois 

(')  /(■'ï-i)  =  o,         f{Xi)  —  o,         y  =  x,—  x,. 
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Le  véritable  degré  de  l'é(|iialion  ¥{y)  —  o  est  évidemmeni 
le  iiomhre  des  arrangements  de  m  objets  pris  2  à  2,  c'est- 
à-dire  (215)  m{m  —  1).  Mais,  comme  rien  ne  distingue  les  ra- 
cines de  réquation/(j^)  3::  0,  rien  n'indique  non  plus,  si  l'on 
ne  prend  aucune  précaution,  qu'on  ne  doit  pas  retrancher  une 
racine  d'elle-même;  ce  qui  introduit  forcément  m  valeurs  de  j 
égales  à  zéro  ou  m  solutions  étrangères.  Le  calcul  conduit 
alors  à  une  équation  finale  de  degré  m{m  —  i)-{-m  ou  de 
degré  /»-. 

Pour  supprimer  les  solutions  j  —  o  ou  l'hypothèse  Xi  =  œ^, 
on  n'a  qu'à  remplacer  le  système  (i)  par  le  système  équivalent 

en  divisant  le  premier  membre  de  la  deuxième  équation,  qui 
est  de  la  forme 

par  le  facteur  jti  —  a,.  On  supprime  ainsi  toutes  les  solutions 
qui  répondent  à  0^1  =  0:,,  c'est-à-dire  toutes  les  valeurs  nulles 
de  r. 

Il  ne  reste  donc,  pour  résoudre  le  problème, vqu'à  éliminer  jt, 
et  ^2  entre  les  trois  équations 

(2)      /(x,)  =  o,  ■^^'^|~;^|^^^^o,  j  =  ^,-,r,. 

D'ailleurs,  si  l'équation  F(j)  =0  admet  la  racine  a^j  —  j:.2» 
elle  admet  aussi  la  racine  a-.^  —  cci.  Ses  racines  sont  donc  deux 
à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  de  sorte  que,  si  Vj  est 
racine,  — ji  l'est  aussi.  lien  résulte  que  le  premier  membre 
de  l'équation  finale  cherchée  ne  doit  contenir  que  des  puis- 
sances paires  dey,  et  qu'on  peut  l'abaissera  un  degré  moitié 

.     ,         m  (m  —  I  ) 

moindre, >  en  posant 

2 

1-  =  :;  ou  J^ry/s. 

L'équation  en  :,  F(\/^)=o,  est  alors  dite  Véqualion  aux 
carrés  des  différences  des  racines  de  l'éciualion  proposée. 

1152.  Appliquons  cette  solution  générale  à  l'équation  com- 
plète du  troisiè-me  degré, 

(i)  x^ -\- px--\- qœ -\- r  ^=zo. 
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Nous  remarquerons  d'abord  que,  si  Ton  diminue  les  racines 
de  l'équation  (i)  d'une  même  quantité,  leurs  différences  res- 
teront les  mêmes,  de  sorte  (\ue  la  transformée  cherchée, 
F(j)  =  o,  ne  sera  pas  modifiée. 

Nous  pouvons  donc,  pour  plus  de  simplicité  dans  les  calculs, 
faire  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  (t)  en  dimi- 
nuant ses  racines  de  la  quantité—  4  (106\,  1061),  c'est-à-dire 

o 

en  formant  sa  transformée  en  ;r —  ^• 

En  effectuant  le  calcul  directement,  il  vient,  pour  cette 
transformée, 


,^_Ç^,._^2Z^_/^-^,- 


27         3 


Nous  poserons  aloi's 


et  nous  aurons  à  traiter  l'équation 
(2)  ^^-h  «x-i- ^  =  o. 

En  désignant  par  x^  et  œ.^  deux  racines  de  cette  équation, 
on  doit  (1151),  pour  obtenir  l'équation  finale  F  (7)  =  o,  élimi- 
ner Xi  et  x.^  entre  les  trois  équations 

x\  -i-  ax^-h  b  =:  o, 

x\  —  xl  --!-  a (Xi  —  X.,)  ,  ■  , 

— = =lx-^  ^  x^Xi-{-  x:,  -h  a  =:o, 

f  —  ^i  —  •^•2- 

La  troisième  équation  donnant  j-,  =  >2"i — v»  la  deuxième 
devient 

3.rj  —  Srxi  -hj-  -i-  a  ^=0, 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  .ri  entre  cette  dernière  équa- 
tion et  la  première, 


Nous  emploierons  pour  cela  la  méthode  du  plus  grand  com- 
mun diviseur,  avec  les  précautions  indiquées  (lloO).  Nous 
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croyons  utile  de  donner  ci-dessous  la  suite  des  opérations. 
Pour  plus  de  commodité,  nous  remplacerons  a-,  par  x. 


x-hy 

3  x^ —  3 /j?  +  y-  -+-  a 


6(7 


x^  -]-  ax  +  b 
3x^  -\-  Zax  H-  3  6 

Zy  x^-^  {2a  —  y^)  X  +  2>  b 

2  {y'^  -\-  a)x  —  (  r*  +  ^jK  —  ^f^) 

j  '6x —  ?>{y^-\-ay -\-'3b) 
3x^ — 3j^-r-j'-+«  <  2(y-  -T-a)x — (j'*+ «/ — ^ 

a)x-  —  6y{y--\-a)x-{-2{y--ha)'-   i 
-h3{y^-^ay  —  3b)x  \ 


—  3  (/^  -h  a j  +  3  6  )  j?  4-  2  (  y^  H-  «  )- 

-  6(7' +  «X -h  36)  (/'-  + fO  >r -}- 4  (j'+ «)' 
-3[(r-^+ar)^-96^] 

—  3  (  r^  +  a/)'  H-  4  (  r'  +  «  )'  +  27  6* 

Le  dernier  reste  est  indépendant  de  x.  En  l'égalant  à  zéro, 
on  obtiendra  l'équation  finale  en  r  (1149).  Celte  équation 
est,  après  simplifications, 


(3) 


F  (  r  )  =  j*^  +  6  a  y'*  -+-  9  a- y-  -\-  ^a^-h  i-b-  =zo. 


Elle  ne  renferme  aucune  solution  étra/igère  (1150);  car,  dans 
la  seconde  division,  nous  avons  multiplié  deux  fois  de  suite 
les  dividendes  successifs  par  j-+  a,  c'est-à-dire  le  dividende 
primitif  par  (j'-H-  ay,  et  ce  facteur  (Y)  égalé  à  zéro  réduit  le 
diviseur  (B)  à  3  6,  qui  n'est  pas  supposé  nul. 

On  voit  que  l'équation  (3),  qui  est  l'équation  aux  diffé- 
rences des  racines,  ne  renferme  en  effet  (1131)  que  des  puis- 
sances paires  de  j-.  En  posant  y-^z-,  on  a,  pour  la  transfor- 
mée F(v/s)  =  0, 


(4) 


F(v^^)  =z^-^  Qaz'-  +  ga^^  +  4«'  4-  27  6- 


Telle  est  Véquation  aux  carrés  des  différences  des  racines 
de  l'équation  du  troisième  degré,  privée  ou  non  de  son  se- 
cond terme. 
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On  peut,  si  l'on  veut,  remplacer  a  et  b  parleurs  valeurs  en 
fonction  des  coefficients  de  l'équation  proposée.  Nous  n'ef- 
fectuerons cette  substitution  que  dans  le  terme  constant 
{\o}-\-  276-,  afin  d'obtenir  une  vérification.  Ce  terme  constant 
deviendra  alors 

4'7'^— /'"'/'+  'aP^ I'  —  18/^7/-  -h  27/-, 

résultat  qui  concorde  avec  celui  que  nous   avons  trouvé  au 
n°  1053. 
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CHAPITRE   III. 


AUTRES  MÉTHODES  D'ÉLIMLNATION; 
EXPRESSION  DES  RÉSULTANTS  SOUS  FORME  DE  DÉTERMINANTS. 


Méthode  de  Bézout  et  d'Euler. 

1153.  Cette  méthode  est  fondée  sur  une  remarque  laite  à 
la  même  date  (  1764)  par  Bézout  et  Euler. 
Soient  les  deux  équations 

F(x)r=o,         f{.r)  —  o, 

dont  les  degrés  respectifs  sont  m  et  /i;  admettons  qu'elles 
aient  une  racine  commune,  et  proposons-nous  de  trouver  le 
résultant  du  système  (  1118). 

Nous  allons  prouver  d'abord  que,  dans  l'hypothèse  d'une 
racine  commune  x^zp,  il  existe  toujours  deux  polynômes 
entiers  Fi(jr)  ei  J\{x),  de  degrés  respectifs  m  —  i  et  «  — i, 
tels  qu'on  ait 

(I)  l<(^)/,(.r)-/(.z-)F,(.r)  =  o. 

En  effet,  on  peut  poser 

?{x)  =  {x-p)ii>{x),        fix)  =  [x-p)o{x). 

Si  l'on  désigne  alors  par  1  une  constante  arbitraire,  et  si 
l'on  prend 

F,{x)  =  lip{x),        /,{x)  =  lo{x), 

l'équation  (i)  est  satisfaite  d'elle-même  ou  se  réduit  à  une 
identité,  de  sorte  que  les  coefficients  des  différentes  puis- 
sances de  X  qu'elle  renferme  doivent  être  eux-mêmes  iden- 
tiquement nuls. 
Si  nous  représentons  maintenant,  d'une  manière  générale. 
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les  quatre  polynômes  considérés  comme  il  suit  : 

F  (j?)  =  a^x'"- 

—  Fi(j:)  =  aoa;'"-i 

f,  ix)  =  f3oa:«-'  4-  3i  X''-'-  -h  3,a:"-3  4-  ...  -  3„_,, 

nous  pourrons  donc  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  difTé- 
rentes  puissances  décroissantes  de  x  dans  l'équation  (i)  qui 
est  de  degré  m -^  n  — -i .  Nous  obtiendrons  ainsi  les  tu -h  n 
équations 


«1 

x'"-'-r-  a,x"'-^-i-. 

■  •  -r  «/«- 

^ 

—  «,;, 

b 

x"-^  -+-  b^x"--  H-. 

..-H  ^«-1 

X 

-^  ^«, 

«1 

^/«-2^  oc^a;'"-^'^. 

•  •  -^    y-m  — 

> 

«0  l^o                                4-  6o  ao 

—  o, 

«o,Si  +  «i;3o         +^>oai-^ 

6,  Zo 

=  o, 

«o32-^«l|3l+  «2.5o    +^o«2  — 

/vi  a,  -^ 

Z^oCZo  --=  0, 

(2)  ^ 

dinpii—l  +^«^//i  — 1  =0. 

Ces  /?<  -i-  /i  équations  sont  des  équations  homogènes  du 
premier  degré  entre  les  m-i-  n  inconnues 

o  '^  o  Q 

Xq,  Xi,  y.2f   •  •  -j  y-iii—ij  i-'e»  r*!»  r'2>    -  •  •»  ,-'«— i- 

Ces  inconnues,  en  raison  de  la  constante  arbitraire  '/.  qui  y 
entre,  sont  indéterminées.  Par  suite,  d'après  le  théorème  de 
M.  RoL'CHÉ,  appliqué  aux  équations  homogènes  (101,  102),  le 
déterminant  des  coefficients  des  inconnues  dans  les  équa- 
tions du  système  (2)  doit  èlre  égal  à  zéro. 

Or  ce  déterminant  est  précisément  (1119)  le  résultant  des 
deux  équations  proposées  F(x)  =:  o  et/(^)  ^=  o,  et,  en  l'éga- 
lant à  zéro,  on  obtient  l'équalion  finale  qui  résulte  de  l'éli- 
mination de  X  entre  ces  équations. 

Remarque.  —  On  peut  rapprocher  ce  qui  précède  tlu  Ibéo- 
rème  démontré  au  n°  1080. 

Si  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes  F(x-)  et/(x)  de  degrés  m  et  n,  et  si  l'on  poursuit 
l'opération  aussi  loin  que  possible,  nous  avons  vu  (1080) 
qu'on  arrive  nécessairement  à  une  identité  de  la  forme 

F(^)M-/(^)N=  =  R„. 

Si  les  deux  polynômes  ¥{x)  elf{x)  sont  premiers  entre 


336  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

eux  absolument,  ±  K„  est  une  constante  qui  doit  diviser  le 
premier  membre  de  l'identité  ci-dessus,  c'est-à-dire  M  et  N. 
Si  les  deux  polynômes  F(j:)  et/(jr)  ont  un  facteur  premier 
commun,  ou  si  les  deux  équations  F(:r)  ^  o  et  /(.r)  ;=o  ad- 
mettent une  racine  commune,  R„  est  nul.  Les  deux  poly- 
nômes M  et  N,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier  en  suivant 
les  calculs  indiqués  au  n"  1080,  sont  d'ailleurs  respective- 
ment des  degrés  n  —  i  el  m  —  i. 

On  peut  donc  toujours  trouver  deux  polynômes  F, (a-)  et 
fii-r)  de  degrés  m  —  i  et  n  —  i,  tels  qu'on  ait 


ou 


F(^)/,(a)-/(.r)F.(^)=i 
F(.r)/,(a-)-/(a')F,(^-)  =  o, 


suivant  que  les  deux  polynômes  ¥{0-)  ei  /{j-)  sont  eux- 
mêmes  premiers  entre  eux  ou  admettent  un  facteur  premier 
commun. 

lloi.  Appliquons  la  méthode  très  ingénieuse  et  très  élé- 
gante que  nous  venons  d'exposer,  et  qui  ramène  le  problème 
à  la  recherche  de  la  résultante  d'un  système  d'équations  li- 
néaires, au  cas  de  deux  équations  du  second  degré,  telles  que 

¥  {jr)  =1^  OQj:--i-  OiJT  -^  a^^^  o,      f{jc)=.  b^^J.-  -i-  biW  -r-  6j  =1  o. 

Nous  aurons  ici 

—  ¥i{j:)  —  XoX-~Xi,        /,(^)  =  ,3oJ"^;3,, 

et  l'équation  (i)  du  numéro  précédent  prendra  la  forme 

(    H- («oO-  -r-  a,)  (6u.r--i-  ^1  J"  H-  62)  Z3  o. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  différentes  puissances 
de  jc  dans  cette  équation,  nous  obtiendrons  le  système  des 
quatre  équations  linéaires 

a2Po'+-  «iHi  -i-  b,cf.o-j-  o,  a,=z  o. 


-r-a^S,  -t-  6.2>5!l  =  o. 

L'équation  résultante  des  deux  équations  données  sera  le 
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déterminant  1,  égalé  à  zéro,  des  coefficients  des  quatre  in- 
connues j3o,  Pi,  «0,  «1,  dans  le  système  (2),  c'est-à-dire 


cIq  o  bç,  o 

cil  «0  '^i  ^0 

ûfj  «1  ^2  ^1 

O  <7,  G  bn 


=  o. 


Cherchons,  comme  vérification,  la  valeur  de  ce  résultant  R 
ou  de  ce  déterminant  A.  On  a  (60),  en  l'ordonnant  suivant 
les  éléments  de  la  première  ligne. 


A=  (7,1 


«0  ^1  ^ 
ai  b.2  b 
«2      o        62 


«1  <^0  ^0 
«2  (7,  Z>i 
O  «,        Z^o 


En  ordonnant  aussi  chacun  des  déterminants  mineurs  du 
troisième  ordre  suivant  les  éléments  de  leur  première  ligne, 
nous  aurons,  pour  le  premier, 


b. 

^1 

-bi 

«I 

b> 

-+-  bo 

«1 

b. 

0 

b. 

«2 

b; 

«2 

0 

=  «0^^  ^  b^{aib., —  c(.,bi)  —  b^ciobo; 
et,  pour  le  second, 


«1 

bx 

«2 

b, 

a.2 

Oi 

—  <^to 

+  ^0 

a  2 

b. 

0 

b. 

0 

a.2 

=^  «i(ai^2 —  «2^1)  —  aoCi^bi-i-  b^a-,. 
Par  suite, 

1=1  albl  —  ao^i(«i  bo —  «2^1)  —  «0^0  ^2  ^2 

4-  ciib^irtibi —  «2^1)  —  aob^a^b.,-^  bla'i. 

On  a  donc  finalement,  comme  résultante, 

1  =  {a^bo—  a.b^,)-  —  {ciobi—  a,  Aq)  («1^2— «2^1)  =  0, 

résultat  conforme  à  ce  qui  précède  (1119,  1123,  1125). 

lloo.  On  peut  remarquer  que,  dans  le  déterminant  fourni 
par  la  méthode  qu'on  vient  d'exposer  (  1153),  n  colonnes  sont 
formées  avec  les  coefficients  de  la  première  équation  donnée 
qui  est  de  degré  m,  tandis  que  les  m  autres  colonnes  sont 

De  C.  —  Cours.  IV.  22 
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formées  avec  les  coefficients  de  la  seconde  équation  qui  est 
de  degré  «. 

On  retrouve  ainsi  immédiatement  la  règle  concernant  le 
degré  de  l'équation  finale  par  rapport  aux  coefficients  des 
deux  équations  considérées  (1121,  112i);  car,  chaque  terme 
du  déterminant  A  renferme,  avec  possibilité  de  répétition, 
n  coefficients  de  la  première  équation  et  ni  coefficients  de  la 
seconde. 

Seconde  méthode  de  Bézout. 

115G.  La  première  méthode  que  Bézout  a  proposée  en  même 
temps  (lu'EiLER,  très  simple  en  théorie,  est  très  pénible  dans 
les  applications. 

Si  l'on  voulait  seulement  l'appliquer  à  deux  équations  du 
quatrième  degré,  le  délerminanl  à  calculer  serait  (llo.o)  du 
huitième  degré  (36),  c'est-à-dire  qu'il  contiendrait  (38)  un 
nombre  de  termes  égal  au  produit 

1.2.3.4.5.(3.7.8 

ou  4o32o  termes. 

Bézout  a  donc  été  conduit  à  imaginer  la  seconde  méthode 
que  nous  allons  développer. 

Comme  nous  généraliserons  ensuite  cette  seconde  mé- 
thode, en  indiquant  le  perfectionnement  que  Cauchy  y  a  ap- 
porté, nous  nous  contenterons  de  l'explifiuer  ici  sur  des 
exemples  particuliers. 

Nous  distinguerons  le  cas  où  les  deux  éciuations  proposées 
sont  de  même  degré  et  celui  où  elles  sont  de  degrés  ditfé- 
rents. 

1157.  I.  Les  équations  données  sont  de  même  degré.  — 
Soient  d'abord  les  deux  équations  du  troisième  degré 


(0 


«u^^-f-  a^x- -\-  a^x  -t-  «3  =  0, 
b^œ^  +  b-^x-  -V-  b-^x  -i-  b^^^o. 


On  sait  (ju'un  déterminant  du  /i'»'"*^  ordre  a  pour  expres- 
sion (89) 

l±a,b._c^---l„ 

ou,  encore,  le  terme  principal  mis  simplement  entre  deux 
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parenthèses,  c'est-à-dire 

{a^b-^c^. .  .In)' 

Cela  posé,  admettons  que  les  équations  (i)  aient  une  racine 
commune  représentée  par  œ.  Multiplions-les  alors  respecti- 
vement par  ^0  et  par  ao,  et  retranchons-les  memhre  à  membre, 
la  première  de  la  seconde.  Nous  éliminerons  x^,  et  nous  au- 
rons l'équation 

(a)    ((7o6i  — rtiZ>o)^-+  («0^2  --  «2<^o)'^  +  («0^3—  «3^0)  =o- 

Mettons  maintenant  a^'-  en  facteur  commun  dans  les  deux 
premiers  termes  des  équations  (i);  elles  deviendront 

{b^cc  -{-  bi)x^-h  b^œ  +  63=:  o. 

Si  Ton  élimine  ou-  entre  ces  deux  équations  comme  on  vient 
d'éliminer  x^,  on  trouve 

if^x  —  ay)b.—  {bgX  -h  bi)a,]x  +  («0-^'  +  «i)  ^3—  (^o'^  +  ^i)«3=  o, 

c'est-à-dire 

(ao  b.2  —  «2  ^0)  ^--^  [(«0  ^3  —  «3  ^0)  -+-  («1  ^-^2—  ^fi  bi)] ^  +  (rt,  b-i—  <7,3  61)  =0. 

Enfin,  on  peut  mettre  x  en  facteur  commun  dans  les  trois 
premiers  termes  des  équations  (i),  en  les  écrivant 

{a^X'-h  UiX  -h  a.2)x  ~{-  a^^z  o, 

(60  37^+  biX  -\-  b.2)x-\-  63=:  o, 

et  éliminer  x  entre  elles,  en  suivant  toujours  la  même 
marche.  On  obtient  ainsi 

(«o-^'H-  «i^H-  aî)lH—  {box''+  biX+  b.2)a3^o 
ou 

(y)     («0^3— «360)^-—  («1^3— ^3^i)^^  +  {a-2b:i—a^b,)  =0. 

Les  trois  équations  (a),  (j3),  (y)  doivent  être  satisfaites  par 
la  valeur  de  la  racine  commune  qu'on  suppose  exister  entre 
les  équations  (i).  On  peut  d'ailleurs  les  regarder  comme  con- 
tenant les  deux  inconnues  x^  et  x.  L'équation  obtenue  en 
éliminant  entre  elles  ces  deux  inconnues  n'est  alors  autre 
chose  (103)  que  le   déterminant  des  coefficients  des  trois 


340  ALGÈltnK    SUPÉRIEURE. 

('■(Iiialions  (a),  ((3),  (■/),  égalé  à  zéro,  cl  c'est  en  môme  temps 
l'équation  finale  qu'on  trouverait  en  éliminant  directement 
l'inconnue  x  entre  les  deux  équations  (i). 

Si  l'on  remarque  que  les  coefficients  des  équations  (a),  ((3), 
(y)  sont  constitués  par  des  déterminants  du  deuxième  ordre, 
et  si  l'on  emploie  pour  représenter  ces  déterminants  la  nota- 
tion abrégée  rappelée  au  commencement  de  ce  paragraphe, 
on  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme 

(a)  {aj>^)x'''-^  {a^b.{)x  H-  {a^h^)z=.  o, 

(f3)  (a„Z;2)-^-+  [(«0^3) +  («1^2)]^ +  («1^3)  =  0, 

(y)  {a(,b3)x-+{aibs)x+  {a,b^)  =  o, 

et  l'équation  finale  cherchée  est  à  son  tour 

{aj)^)  {ajj.)  (aj'.,)  1 

A=     (^0^2)     {ch>b:i) -h  {Oyb.,)     («1^*3)1  =0. 

(aobz)  {(^ib-i)  («2^3)   i 

Le  déterminant  A  est  un  déterminant  symétrique  (61),  et 
l'on  voit  qu'il  est  respectivement  du  troisième  degré  par  rap- 
port aux  coefficients  des  deux  équations  (i). 

1158.  La  marche  suivie  conduit  à  autant  d'équations  auxi- 
liaires qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  commun  jn  des  deux 
équations  considérées,  le  degré  de  ces  équations  auxiliaires 
étant  moindre  d'une  unité,  c'est-à-dire  étant  m  —  i. 

Par  conséquent,  si  l'on  avait  eu  à  traiter  deux  équations  du 
quatrième  degré,  on  serait  arrivé  à  quatre  équations  auxi- 
liaires du  troisième  degré,  conduisant  à  un  déterminant  du 
quatrième  degré  renfermant  i(\  termes,  tandis  que  la  pre- 
mière méthode  de  Bézout  et  d'Euler  donne  lieu,  dans  le 
même  cas  (1156),  à  un  déterminant  du  huitième  degré  ren- 
fermant 40820  termes. 

1159.  II.  Les  équations  données  sont  de  degrés  difjérents. — 
Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

(1)  «o.r'*-T-  r/,.r'*-i-  a^_x--\-  a^x  H-  «4=  o, 

(2)  ^y.r-H- 6,x  +  6,=^  o, 

dont  la  première  est  du  quatrième  degré  et,  la  seconde,  du 
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(ieuxième.  On  suppose  qu'elles  admettent  une  racine  coni- 
nmne  représentée  par  x. 

En  multipliant  par  x-  les  deux  termes  de  la  seconde  équa- 
tion, elle  devient 

(3)  b^x'* -{-  byX^ -\-  b^x'^^io. 

On  peut  alors  traiter  les  équations  (i)  et  (3)  comme  précé- 
demment. On  élimine  d'abord  x'*  entre  elles,  en  les  multi- 
pliant respectivement  par  b^  et  par  a^  et  en  retranchant  la 
|)remière  de  la  seconde.  Il  vient 

I  y.)     {a^bi  —  aiho)x^-h  {a^b,—  aib^)x'—  a^b^x  —  a^bo=o. 

En  mettant  maintenant  x^  en  facteur  commun  dans  les 
deux  premiers  termes  des  équations  (i)  et  (3),  on  a 

{aoX  -h  ai)x^ ^  a^x-  H-  «jX  4-  «4=  o, 
{bi)X  -\-  b^)x^  +  b^x-^^o. 

Si  l'on  élimine  x^  entre  ces  deux  équations,  comme  on  vient 
d'éliminer  x'*  entre  les  équations  (i)  et  (3),  on  trouve 

\{ai)X  +  «1)  ^2  —  (''-'o'^-  -+-  bi)ai']x- —  {(XiX  +  a,^)  {b^x  -h  6,)  r=  o 

ou 

(Oq  bi —  «2  ^0) -^^-^  [(«^^1  ^2  —  ^2  ^1) — «3  ^0]  •^'' —  {'^(3  61 4-  «4  ^o) -^  —  f^h  ^1  =0. 

Nous  ne  pouvons  pas  aller  plus  loin  en  appliquant  le  même 
procédé;  mais  nous  pouvons  adjoindre  aux  deux  équations 
(a)  et  (P)  l'équation  obtenue  en  multipliant  par  x  l'équa- 
lion  (2)  et  cette  équation  elle-même,  c'est-à-dire  les  deux 
équations 

(•/)  boX^-T- bix'^ -]- biX  =  0, 

(0)  bnX-+  byX  -f- ^2     =0. 

Les  quatre  équations  (a),  (^),  (y),  (0)  pouvant  être  regar- 
dées comme  contenant  les  trois  inconnues  x^,  x^  eix,  l'équa- 
tion finale  correspondant  aux  équations  (i)  et  (2)  sera  (103) 
le  déterminant  A,  égalé  à  zéro,  des  coefficients  de  ces  quatre 
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équations  qu'on  peut  niellrc  sous  la  forme 

(a)  (rto^i)'^'^+         {aobi)^;^         —         a-ib^x  —a.,bo=o, 

(y)        ^o'^'      +  bi-x-  -+-  b^x  =^  o> 

{à)  b^x-  H-  ^1^^  +      ^2  =z  G. 

L'équation  finale  sera  donc,  en  cliangeant  les  signes  des 
deux  dernières  colonnes,  ce  qui  ne  modifie  pas  le  détermi- 
nant (54), 

((7o^i)  {a^h,)  a-^bo  a^bo   I 

(a„6.,)  (a^bi)  —  ajf^  a^by-h  a,,bo  a.^by 
bo                     bi                       —  b.2  G 

o  bn  —  b,  — b« 


=:  G. 


Conformément  à  la  remarque  qui  termine  le  n°  llo7,  ce 
déterminant  est  encore  respectivement  du  second  degré  par 
rapport  aux  coefficients  de  l'équation  (i)  qui  est  du  quatrième 
degré  et,  du  quatrième  degré,  par  rapport  aux  coefficients  de 
l'équation  (2)  qui  est  du  second  degré. 

Méthode  de  Cauchy. 

1160.  Cette  méthode  a  été  appelée  par  Cauchy  lui-même  : 
Métliode  abrégée  de  Bézout,  et  il  l'a  indiquée  dans  ses  Nou- 
veaux Exercices  d' Analyse  et  de  Physique  mathématique 
(t.  1,  i84o). 

Le  perfectionnement  dû  à  Cauchy  consiste  en  un  algorithme 
ingénieux;  mais,  dans  des  questions  délicates  et  lorsqu'il 
s'agit  de  calculs  pénibles,  on  doit  compter  pour  beaucoup  tout 
procédé  qui,  en  les  simplifiant,  guide  et  soulage  l'esprit. 

IIGI.  I.  Les  équations  données  sont  de  même  degré.  — ' 
Soient  les  deux  équations  algébriques  du  m'«'"'=  degré 


(0 


F( .r  )  =  «0  X'"  -t-  rt ,  j;'"- '  H-  <72 x"^~-  4- . . . -4-  «,„_i  .r  +  «,, 
f{x)  =  baX"'-\-b^x"'-'  +  b.,x"'--  +  ...+  b,n-iX-\-b,, 


0, 
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qu'on  suppose  avoir  une  racine  commune  représentée  par  x. 
Isolons  successivement,  dans  le  premier  membre  de  cha- 
cune d'elles,  le  premier,  les  deux  premiers,  les  trois  pre- 
miers, . . .,  les  m  premiers  termes.  On  obtiendra  de  la  sorte 
m  groupes  de  deux  équations  qu'on  pourra  aussi  diviser  suc- 
cessivement l'une  par  l'autre;  ce  qui  conduira  enfin  à  m  équa- 
tions se  présentant  sous  forme  fractionnaire.  En  supprimant 
d'ailleurs  dans  les  deux  termes  de  cbaque  fraction  de  gauche 
la  puissance  de  x  qu'on  peut  y  mettre  en  facteur  commun, 
ces  m  équations  seront 


«0 


rtI.r"'-^-4-r/2.r"'-2-^ 


a^-r'"--- 


h. 


x'"--^  -t-  . 


a,n—i  X 


Ùqj:  -^  ùi 


-i.r 


hm-l^-^  b> 


-h  a^x' 


-+-  «/«-2 


<i, 


.iX-\-a, 


j;/«-i_l_r/,,r'«-2  — ..  .-^-a^_i 
j:'"-i  ■+-  byx"^-^-  -H  .  .  .  ^  b,n-i 


'>ni-lf 


En  chassant  les  dénominateurs,  on  mettra  ces  m  équations 
sous  forme  entière,  et  les  coefficients  des  différentes  puis- 
sances de  X  seront  entiers  et  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coefficients  respectifs  des  deux  équations  (1). 

Nous  représenterons  alors  le  système  des  m  équations  en- 
tières ainsi  obtenues,  et  qui  sont  du  {m  —  i)i«n>e  degré,  par 


A^j'"-'      -hA^^'"--     +A^^'«-^     -h. 


A', 


.  .  +  A^'-' 


Af-'^  +  A; 


o, 
o, 
o. 


Al         T^m  — 1 


^"'-'  +  A^,_,  ^—2  +  A^,_,  x"'-^  +  ...-[-  a;;;:1  x  -f-  k';;,_,  =  o, 
a;„^'«-i    +a,2„^'"-2    +al^'"-^    +...4-a;"-'-^-+-a;;',    =o, 
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en  posant,  d'après  la  notation  rappelée  (1157), 

A|=:(«o*l)»  A2=:(r/oZ/.,),  AJ— .  (fl'0^3),  •■•' 

M  =  {Oob,),         Al={aJ).,)-{-{aib.,), 

Al={a,bs),         Al  =  {a,b.,) -h  {a,  b^), 

A'r'  =  {a,b,„)-r{a,b,„_,),         A'^={a,b„,), 

? 

A";-_\={ctni-i^m)  +  {am-'-bm-x),  A;;'_,  —  ((7„,_,  ^,„  ), 

Ki—{<^ol>,n),         Al,=  {aib,„),         Al,—  {a.2b„i),  ..., 

Les  équations  (2)  constituent  un  système  de  m  équations  à 
m  —  I  inconnues  ^'"-^  j?'"-^,  .v'"—^,  . . .,  ,3?-,  œ.  Le  résultai  de 
l'élimination  de  ces  /n  —  i  inconnues  est  donc  (103)  le  déter- 
minant A  de  leurs  coefficients,  égalé  à  zéro.  On  exprime  ainsi 
que  les  équations  (2)  sont  compatibles,  c'est-à-dire  que  les 
deux  équations  (i)  ont  une  racine  commune.  Par  suite,  l'équa- 
tion finale  qu'on  obtiendrait  en  éliminant  or  entre  ces  deux 
équations  a  pour  expression 


A  = 


A} 

M 

Al         .. 

A  '"-1 

a;" 

Ai 

A] 

Al         .. 

.    a;"-' 

a;" 

A^ 

A? 

Al         .. 

A'«-i 

A'« 

-^3 

41 

A;i-, 

A* 

A;„ 

D'après  le  tableau  des  valeurs  des  termes  de  ce  détermi- 
nant, indiqué  plus  haut,  on  voit  qu'on  a 


Ai  —  A2        A'  —  A3 


A'        —  A" 


—    A"'-l 


A'" 


t  m- 1  ^  A 
A,,,       —  * 


c'est-à-dire  que  le  déterminant  trouvé  est  symétrique  (1157). 
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Il  est  clair  que  le  procédé  de  Cauchy  conserve  le  même 
avantage  que  la  seconde  méthode  de  Bézout  (1158).  Si  l'on  a 
à  traiter  deux  équations  du  /?i'""'' degré,  il  suffit  de  calculer  un 
déterminant  du  /n'^™"  ordre. 

1162.  Le  déterminant  A  se  confond  avec  le  résultant  ou 
Véliminant  R  (1118)  auquel  conduirait,  par  exemple,  la 
méthode  d'élimination  par  les  fonctions  symétriques  (1121, 
1124). 

En  effet,  A  est,  comme  R  lui-même,  du  ni'^'^^  degré  par 
rapport  aux  coefficients  respectifs  des  deux  équations  (i),  qui 
sont  des  fonctions  symétriques  de  leurs  racines  (1036,  1039). 
Il  s'annule  aussi  comme  R  toutes  les  fois  que  ces  équations 
ont  une  racine  commune.  Par  conséquent,  les  quantités  R 
et  A  ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  constant,  et  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  (1119)  pour  que  les  deux 
équations  (i)  aient  une  racine  commune  s'exprime  indiffé- 
remment en  posant  A  =:  o  ou  R  =  o. 

Les  nouvelles  méthodes  exposées  dans  ce  Chapitre  n'intro- 
duisent donc  non  plus  aucunes  solutions  étrangères. 

1163.  Cherchons  encore,  à  l'aide  du  procédé  de  Cauchy,  la  condition 
pour  que  les  deux  équations  du  second  degré 

a^x--^  aiX  -r-  a 2  =  o, 

ÙqX-  -+-  OiX  ~T-  0-2  ^  o 

aient  une  racine  commune. 
Nous  devrons  ici  écrire  les  deux  équations  du  premier  degré 

bo        bix -i- b-2  b^x -\- bi        b^ 

c'est-à-dire 

(rto/-»!  —  aibo)x  -+-  (aobi —  a^bo)  —  o, 

{aob^—  a2b())x^  («1^2—  "-ilh)  =  o. 

En  égalant  à  zéro  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  deux  équations, 
on  retrouve  immédiatement  la  condition  connue 

(a^bi—  aibo){aibî—a2bi)  —  (aobi—  aiba)^=  o. 
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116V.   FI.   Les  é'/iKitinns  données  sont  de  degrés  différents. 
—  Soient  les  deux  équalions 


//i  j 


\  f{x)  —  b^x''  4-^,^:"-'  -^-b,_x''--  +...^bn-xJc  -r- b„. 

La  première  est  de  degré  m,  la  seconde  de  degré  n,  et  l'on  a 
m>  n;  on  suppose  qu'elles  ont  une  racine  commune  repré- 
sentée par  X. 

On  peut  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  coefficient  b^ 
du  premier  terme  de  la  seconde  équation  est  ou  non  numé- 
rique. 

1°  Si  bo  est  un  nombre,  on  peut  remplacer  facilement  les 
équations  données  par  deux  équations  de  même  degré. 

Divisons,  en  effet,  F(^)  par  f{x),  en  ordonnant  les  deux 
polynômes  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  et  en 
poursuivant  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste 
'l{x)  de  degré  n.  Si  Q  est  à  ce  moment  le  polynôme  écrit  au 
quolient,  on  a 

Cette  identité  montre  qu'il  revient  au  même  de  chercher  les 
racines  communes  des  équations  (i)  ou  des  équations /^j:)  =  o 
etJ;(.a?)  =  o,  qui  sont  de  môme  degré  n,  et  auxquelles  on 
n'aura  qu'à  appliquer  la  méthode  précédente  (1161). 

2°  Si  b^  n'est  pas  un  nombre,  il  faut  modifier  cette  méthode 
comme  il  suit. 

Reprenons  les  équalions  (i)  et  multiplions  les  deux  mem- 
bres de  la  seconde  par  x'"-".  Nous  obtiendrons  ainsi  l'équa- 
tion 

o{x)  =  boX"'+  biX'"-^-\-  biX"'---~.  .  . 

-r-  bn-i  X'"-"-^^  -i-  b„  X'"-"  =  O. 

Les  deux  équations  F(^)  =:  G  et  9(0:)  =  o  admettront  tou- 
jours la  racine  commune  x  et,  comme  elles  sont  maintenant 
de  même  degré  m,  on  peut  leur  appliquer  la  méthode  exposée 
au  n-^  1161.  Mais,  comme  la  seconde  équation  9(.r)=:o  ne 
comprend  ici  que  n  -f- 1  termes,  après  avoir  isolé  successive- 
ment dans  le  premier  membre  des  deux  équations  considé- 
rées le  premier,  les  deux  premiers,  les  trois  premiers,  ..., 
les  n  premiers  termes,  nous  ne  pourrons  plus  continuer  à 
cause  de  la  forme  particulière  de  la  seconde  équation.  Le 
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procédé  employé  nous  fournira  donc  seulement  les  n  équa- 
tions 

rto  «1  .r'"-'  -+-  a^x'"-^  -T- .  .  .  —  <7„,-i.z'  -f-  a  m 

7^  ~  /;i.r"'-'— /;2.f"'-^-i-...— //„_i.r'"-"-^i-4-^„.t'"-"' 

T-/'l.i-«--^-T-...-^/y„-2X~/;„_i  ""  ha-^'"-" 

En  ramenant  ces  /^  équations  à  la  forme  entière,  on  aura 
un  premier  groupe  (a)  de  n  équations  de  degré  m  —  i,  que 
nous  représenterons  par 

A  i  ^"'-'  ~  \\  X'"-  2  -f-  A^  X'"-'  -^ .  .  .  -^  a;"-'  X  -+-  A'i"  —  o, 

l  A^  ^'«-'  -\-  \\  .r'"-2+  A^  x"'-^  4- . . .  -^  a;"-'  X  -^  Af  =  o, 

[a)   '  A ■  .r'"-'  +  Aj  X'"--  +  A-^  x'"-^  -4 . . .  ^  A^"-'  .r  -F  A;"  =  o, 

'  a;,  X"'-'  4-  A;, j?'"-- --  A,^, x'«-^  + . . .  ^  a;;'-'  x  +  a;;'  =  o. 

Les  coefficients  de  ces  «  é(iuations  seront  encore,  comme 
précédemment  (1161),  du  premier  degré  par  rapport  aux 
coefficients  respectifs  des  équations  (i). 

Aux  n  équations  du  groupe  (a),  qui  peuvent  être  regar- 
dées comme  renfermant  les  m  —  i  inconnues  .r'"-%  x^--, 
x'"--"^,  . , .,  x'^,  X,  nous  adjoindrons  /n  —  n  équations  formant 
un  second  groupe  ((3).  On  les  obtiendra  en  multipliant  succes- 
sivement les  deux  membres  de  la  seconde  équation  /(.r)  =  o 
par  les  m  —  n  quantités  x"'-''-\  x'"-"--,  x'"--"^-^,  . . .,  x,  i. 
Le  groupe  ((3)  sera  ainsi 

i6o.r'«-i4-  /vi.r'«-2—  /v2.r"'-3-f-.  .  .-^  /;„x'«-«-i  =  o, 

b^x'"-^—  bix'i-^-^.  .  .—  /;„_i.r'«-«-i  -+-  bnX'"-"-'  =  o, 

boX"i-^^ -1-  /'„_,. r'«-«-2_^  b„x"'-"-^  =  o, 

1  boX"  -H  bi  .r«-'  -+-  biX"-^  —  ...—  b^—o. 

En  réunissant  les  deux  groupes  (a)  et  (|3),  on  a  «  +  m  —  n 
ou  m  équations  renfermant  les  m  —  i  inconnues  x'"-\  x'"--, 
x"^-^,  .  . .,  X-,  X.  Comme  ces  m  équations  doivent  être  com- 
patibles à  cause  de  la  racine  commune  supposée  entre  les 
deux  équations  (i),  le  déterminant  A  du  m'«™«=  ordre  formé 
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par  leurs  coefficients  devra  être  égal  à  zéro  (103).  L'équation 
finale  cherchée  aura  donc  pour  expression 

Al  12         AS  A  n  A  '"-1  A"' 

.1,         -A,         .\,  ...  V,  .V,  -V, 

A'    M   \i    ...    a;;      A^'-'  A^ 

A'    A^    A^    ...    a;;      vr'  Ar 


à=z 


K 

K 

A, 

K 

h^ 

f>2 

o 

^0 

^ 

in  \'"-l  A" 

On-X  b,>  O  O 

b,,_^  b„_i       bn  O  O 

^^,,-3  ^„_2  b.,_^      b„      .  .  .         o  o 


h 


1165.  On  voit  encore  (1162)  que  ce  déterminant  A  est  de 
degré  n  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  F(,r)  =  o 
qui  est  de  degré  m,  et  de  degré  m  par  rapport  aux  coefficients 
de  l'équation /(o^)  1=  o  qui  est  de  degré  n.  Il  s'annule  d'ail- 
leurs pour  toute  racine  commune  aux  deux  équations  propo- 
sées; A  se  confond  donc  avec  le  résultant  R  (liai),  sauf  un 
facteur  constant 

1166.  La  méthode  de  Cauchy  permet  de  retrouver  le  théo- 
rème DE  Bézout  sur  le  degré  de  l'équation  finale  (1127,  llil). 

Supposons  que  les  équations  (i)  données  contiennent  deux 
inconnues  x  et  }-,  et  cherchons  à  évaluer  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  en  /,  quand  on  élimine  jc. 

I»  Considérons  d'abord  le  cas  où  les  équations  (i)  sont  de 
même  degré  m  (1161),  et  reportons-nous  à  l'expression  du 
déterminant  A.  Le  terme  principal  de  ce  déterminant  est 

Al  A2  A3  A"'-l  A'« 

.Aj    .-io    -A;j      .      .      .     ri„j    _J    ^»„,  • 

Mais  A},  c'est-à-dire  {a^b^),  est  (1127)  du  premier  degré  en/; 
A^,  c'est-à-dire  (^063)  -h  (^i^,),  est  du  troisième  degré  en  y, 
ou  du  degré  2  4- i;  A^,  c'est-à-dire  («0^5)  +  («i^O  +  («2^3)» 
est  du  cinquième  degré  en  y,  ou  du  degré  3  -h  2;  . . .;  A,7,l}» 
c'est-à-dire  {a,n_^b„i)~{-{a,„_Jj,n^{),  est  du  degré  -2771  —  3  en  y  y 
oudu  degré  (m  — 1)4- (m  — 2);  enfin,  A;;J,  c'est-à-dire  {a,n-ib,n), 
est  du  degré  2m  —  i  en  >•,  ou  du  degré  w  4-  (m  —  1). 
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Le  degré  en  y  du  déterminant  A,  ou  celui  de  l'équation 
finale,  est,  par  conséquent, 

j  +  (2  + 1  )  +  (3  +  2)  +  . . .  4-  [(/«  —  i)  +  (m  —  2)]  +  [m  -h{r7i  —  i)], 
ce  qu'on  peut  écrire 

[  I  -^  2  +  3  + .  .  .  +  (  /n  —  I  )  +  /«  ] 

+  [i  +  2  -h  3  -{-.  .  .  {m  —  2)  +  {m  —  i)]. 

Ce  degré  est  donc  égal  (274)  à 

m(m  -h  i)        (m  —  i ) m 

— ^ H —  =  ni-, 

2  2 

c'est-à-dire  au  produit  des  degrés  des  deux  équations  propo- 
sées. 

2»  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  équations  (i)  don- 
nées sont  de  degrés  différents,  l'une  de  degré  m,  l'autre  de 
degré  n,  et  reportons-nous  à  l'expression  du  déterminant  A 
(1164).  Le  terme  principal  de  ce  déterminant  est  évidemment 

A  1  A  2  A  s  \"-l  \"  />    />  h 

iV  j  il,  A3  .  .  .  -V„_j  -^n^n  '-' ti  •  •  •  ''ni 

le  facteur  b^  étant  répété  m  —  n  fois. 

Or,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  (i"),  le  degré  en  r  du 
produit  des  n  premiers  facteurs 

A  1  A  2  A  3  kn-lKii 

A,  /\2-^3  •  •  •  -^n-l  '^11 

est  égal  à  n-. 

Quant  au  facteur  <0„,  il  contient/  à  la  puissance  ji  et,  par 
suite,  le  produit  des  {m  —  ii)  facteurs  b^  est  du  degré  {m  —  ii)n 
en  j.  Le  degré  du  déterminant  A  ou  de  l'équation  finale  en  j- 

est  donc 

n- -\-  {ni  —  II) Il  z=z  mil, 

c'est-à-dire  égal  encore  au  produit  des  degrés  des  deux  équa- 
tions proposées,  supposées  complètes  et  à  coefficients  arbi- 
traires. 

Calcul  de  la  racine  commune. 

1167.  Une  fois  qu'on  s'est  assuré  de  l'existence  de  la  racine 
commune,  on  peut,  en  supposant  qu'il  n'y  en  ait  qu' une,  la 
calculer  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  du  pre- 
mier degré  admis  alors  par  les  deux  polynômes  Y{x)  q{  f{x) 
[1079]. 
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Mais  on  peut  l'oblenir  aussi  comme  il  suit,  en  continuant  à 
se  servir  des  déterminants. 

Reprenons  (1164)  les  équations  qui  composent  les  deux 
groupes  (oc)  et  ((3)  et  constituent  un  système  de  m  équations 
linéaires  à  m  —  \  inconnues  j;'"-*,  ^"'-%  x"^-^,  ...,  x-,  x, 
puissances  successives  de  la  racine  commune  depuis  l'expo- 
sant m  —  I  jusqu'à  l'exposant  i . 

En  supprimant  l'une  des  m  équations,  les  m  —  i  autres  de- 
vront être  satisfaites  par  les  >n  —  i  inconnues.  On  pourra  donc 
calculer  spécialement  x,  en  appliquant  h  règle  de  CnxyiEK  (80) 
à  ces  m  —  i  équations. 

Si  l'on  supprime,  par  exemple,  la  première  équation,  on  a 
évidemment 

A?'- 2 


A/n-2 

O 
O 
O 

b„-2 


X  —  6  =  O. 

qui  ont  évidemment  une  racine  commune,  et  une  seule,  égale  à  2.  Nous 
allons  vérifier  l'existence  de  cette  racine  commune  et  la  calculer,  en  ap- 
pliquant d'abord  la  méthode  générale  (1164,  2°),  puisque  nous  n'avons 
ici  pour  but  qu'une  vérification. 

Multiplions  donc  paroles  deux  membres  de  la  seconde  équation;  elle 
deviendra 

( 3  )  x^  -t-  X-  —  G ./■  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (3)  nous  donneront  alors 


A.J  Ai 

Al 

...A?      .. 

.    A'2"-2 

-A^" 

A^  Al 

A? 

...    A'I      .. 

•    A',"~^ 
.  AT- 

-A'3" 

Ah  Al 

A;', 

...  A«      .. 

—  A'" 

bo    l>\ 

l>i 

. . .   b„-i    .  ■ 

0 

0 

0      bit 

l'i 

...     /^„-2     •• 

0 

0 

0     0 

0. 

.  .  .    ba-z    ■  ■ 

0 
0 

0 
0 

0     0 

0 

.     hn-. 

-bn 

1168. 

Exemple. 

—  Soient  les  d( 

(0 

.r3  + 

.r-  — •  ■ 

(2) 

x^-h 

Al 

Al 

A?.   . 

.  A?      ... 

M 

AI 

Al    - 

.   A?      ... 

Ah 

a;, 

Ah    . 

.  A«       ... 

bo 

b, 

b,    . 

.    b„.-i    ... 

0 

bo 

by      . 

.     bn-2     ... 

0 

0 

bo      . 

•    b,i^3    ■■■ 

0 

0 

0 

X-  —  6.r 
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et  nous  adjoindrons  l'équalion  (2)  aux  équations  entières  qu'on  peut 
déduire  de  ces  résultats.  Nous  aurons  ainsi  les  trois  équations 


(4) 


X  —  2  =  0, 

X  —  •2  =  0, 

x--\-x  —  6  =  0. 


Le  déterminant  des  coefficients  de  ces  trois  équations  est 


0 

I 

—  1 

I     —  2 

0 
I 

I 
I 

—  2 

—  6 

I     —  1 

Les  équations  (1)  et  (2)  admettent  donc  bien  une  racine  commune.  On 
a  ensuite,  pour  cette  racine,  en  supprimant  la  première  équation  du 
système  (4), 

G       2 


6 


Application  de  la  méthode  de  Cauchy  à  la  recherche  de  l'équation 
aux  différences  des  racines. 


1169.  Nous  avons  déjà  traité  cette  question  par  la  méthode  d'élimina- 
tion par  le  plus  grand  commun  diviseur  (  llol  ).  Nous  allons  arriver  plus 
rapidement  et  plus  sûrement  au  résultat  en  faisant  usage  de  la  méthode 
d'élimination  de  Cauchy. 

Nous  considérerons  l'équation  du  troisième  degré  et  nous  la  suppose- 
rons immédiatement  privée  de  son  second  terme  (Ho2),  c'est-à-dire  que 
nous  la  prendrons  sous  la  forme 


(I) 


ax 


h  =  o. 


Nous  devons,  comme  précédemment  (ilo2),  éliminer  x  entre  l'équa- 
tion (i)  et  l'équation 


(^) 


3x- —  3jx  -i-j--+-  (I  =  o, 


où  7  représente  la  différence  de  deux  racines  quelconques,  non  identi- 
ques, de  l'équation  (i). 

Le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équation  (■>.)  étant  numérique, 
nous  commencerons  par  ramener  le  système  proposé  à  un  système  où 
les  deux  équations  traitées  soient  de  même  degré  {ilGi,  1°).  Il  suffit, 
pour  cela,  de  diviser  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  par  le  premier 
membre  de  l'équation  (2),  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  de 
même  degré  que  l'équation  (2)  ou  du  second  degré.  Ce  reste,  égalé  à 
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zéro,  pourra  alors,  dans  la  recherche  poursuivie,  êlre  substitué  à  l'équa- 
tion (i). 
On  a  ainsi,  en  évitant  les  coefficients  fractionnaires, 

x^-hax-hb      3.r2 — "i  y.r -^- y^ -^- a 
3  x^  -+-  3  a  .r  -i-  3  ^ 
-+-  3j.r2  —  (j-  —  a )x 

3j^- —  (j- —  î  a)  x-\-3b 
Le  système  donné  sera  donc  remplacé  par  le  système 
(a)  3x-  —  3jx  -i-y'' -t-  «  =  o, 

(3)  3j-^2—  (}'^—?.a)x  -+-  3/;  =  G. 

Nous  poserons  alors,  en  appliquant  l'algorithme  de  Cauchy  (  H61,  I), 
3  3  )'j:  —  }- — n 

3x  — 3.r  j2+rt 


3jx — j'2_4_2a  36 

11  en  résulte,  sous  forme  entière, 

(j^-—2a)x—  3/;  =j{3j-x—y-—a), 

()b(x  —  f  )  =  ij^ -^  a)  {3jx  —y--h  -la) 

ou,  en  effectuant  et  en  simplifiant, 

{  ■î{r--i-a)x~(j^-^aj-3b)  =  o, 

(A)  \ 

l  iif^-r-  af  —  'ib)x  —  0'* — aj- — ç)br—ia^)  =  o. 

L'équation  finale  en  j  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  déterminant 
des  coefficients  des  deux  équations  (4)  qui  sont  du  premier  degré  en  x. 
Cette  équation  finale  est  donc 

3(y^-^ay  —  'ibf—^ir'^-i-  a)  (  y  ''  —  aj^  —  gby  —  2«2)  =  o, 

c'est-à-dire,  en  développant  et  en  simplifiant, 

j6-T-  6aj*-^  9^-J'-^  ^a^-^-  i-b-  =  o, 

comme  précédemment  (J  132). 
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CHAPITRE  IV. 

HECHERCllE  DES  RACINES  COMMUNES  A  DEUX  ÉQUATIONS. 


Indications  préliminaires. 

1170.  Ia^s  mélliodes  d'élimination  exi)osées  dans  le  (Jiapitre 
précédent  nous  ont  conduit  en  même  temps  à  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  deu.x  équations  algéhriques 
aient  au  moins  une  racine  commune. 

Cette  condition  consiste  en  ce  que  le  déterminant  à,  tel  que 
nous  l'avons  établi  au  n°  1161  (dans  le  cas  de  deux  équations 
de  même  degré)  et  au  n"  1164  (dans  le  cas  de  deux  équations 
de  degrés  différents),  doit  être  égal  à  zéro  (sans  être  identi- 
quement nul). 

Nous  nous  proposons,  dans  ce  (Chapitre,  de  généraliseï'  la 
question  et  de  trouver  les  conditions  [)0ur  que  deux  équations 
algébriques  aient  exactemenl  p  racines  communes. 

Lagraxge  s'est  occupé  de  ce  problème  dans  un  tia\ai!  cé- 
lèbre qui  fait  partie  des  Mémoires  de  l' Académie  de  Berlin 
(1770,  177 1).  Tout  récemment,  plusieurs  géomètres,  en  em- 
ployant la  Théorie  des  déterminants,  ont  pidjlié  sur  le  même 
sujet  de  remarciuables  études. 

Nous  citei'ons  |)rincipalemenl  :  M.  Zeuthe.x  (187'!),  (jui,  en 
étendant  la  méthode  primitive  de  Bézoul  et  d'Euler  (ii53), 
est  arrivé  presque  au  but;  M.  Dauboix  ('),  qui  a  considéré  le 
déterminant  de  Cauchy;  M.  Eugè>e  Houché  (-),  qui  a,  le  pre- 
mier, l'ait  connaître  le  théorème  fondamental  aiu|uel  il  fallait 


(')  D.vuBoux,  Sur  la  Uiéorie  de  l'éliminaliou  cnlic  deux  équalions  à  uik' 
inconnue,  Bulletin  des  Sciences  niathéinaliqucs  cl  aslionotuifjues,  l.  \ 
et  XII,  1876  el  1877. 

(  =  )  Euti.  lioucHÉ,  Sur  l'élimination,  \ouvclles  Annales  de  Mathéma- 
tiques, 1'  série,  t.  \VI,  1877. 

Di;  C.  —  Cours.   IV.  ïà 
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parvenir,  sous  une  forme  simple  et  éléganl(>,  et  indiqué  l<- 
é(|uali()ns  aux  racines  non  conummes;  M.  11.  Lkmonmer  (' 
qui,  dans  son  beau  Mémoire  sur  l'élimination,  a  donné  de 
conditions  exactes;  M.  P.  Mansiox  (-)  et  M.  Falk  (=•),  qui  oui 
accru  les  résultats  déjà  connus,  en  perfectionnant  ou  en  com- 
|)létant  les  premières  démonstialions. 

1171.  Avant  de  i)asser  à  la  recherche  des  racines  communes, 
nous  présenterons  la  méthode  d'élimination  de  M.  Sylves- 
TER  (*),  qu'il  est  utile  de  posséder  et  dont  nous  ferons  usage 
dans  cette  recherche.  Cette  méthode  conduit  d'ailleurs  aux 
mêmes  résultats  que  celle  de  Bézout  et  d'Euler  (1153)  et 
semble  moins  simple,  par  conséciuent,  au  point  de  vue  des  cal- 
culs d'élimination,  que  celle  de  Bézout  et  de  Cauchy  (1157,  .... 
IIGO,  ...).  Ajoutons  que  l'auteur  a  donné  à  sa  méthode  le  nom 
de  méthode  dialytique,  parce  qu'il  y  traite  les  puissances  de  la 
variable  comme  des  variables  indépendantes  (ainsi  que  cela 
a  lieu,  du  reste,  dans  la  méthode  de  Bézout  et  de  Cauchy),  et 
qu'il  dissout  pour  ainsi  dire  de  cette  manière  les  relations  qui 
unissent  ces  puissances. 

Méthode  de  M.  Sylvester. 

1172.  Soient  les  deux  équations  algébriques  de  degrés  dif- 
férents 

(i)     F(.r)  =  a^x'"  —  ay.r"'-^  -i-  rt..r'"-- ^...+  «;„_i^--l-«„,  —  o, 
(•2)     f{.x)^b,,x"^biX'>^^^b.>x''--    r-...+ ^„-,.i-  -t- 6„  =0. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  (1)  par  les 
n  quantités  a-"-',  jr"~-,  ...,  r-,  ./•,  i,  et  les  deux  membres  de 
l'équation  (2)  par  les /?i  quantités  J:"'-',J^•"'-■^.^•"'-^...,J7"-,a■,  1, 


(')  II.  Lkmonmei!,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  1875; 
Mémoire  sur  Iclimination.  Anna/es  de  l'École  Yormale  supérieure,  ''sé- 
rie, t.  VII,  1878. 

(')  P.  M.vNsiON,  Tiiéorie  a  priori  et  Théorie  a  posteriori  de  léliniiiialion 
entre  deux  équations  algébriques.  Bulletins  de  l'Académie  royale  de  Bel- 
gigue,  2'  série,  t.  XLVI  à  XLVIII,  1878,  1879. 

(')  Falk,  Sur  la  méthode  d'élimination  de  Bé/.out  et  Cauchy,  présente 
à  la  Société  des  Sciences  d'Upsal.  i87f». 

(*)  Philosophical  Magazine,  i8'|(). 
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011  obtient  les  n -^  m  équations 
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rti^r' 


o, 
o, 
o, 


(2o.3?'"-t-. 


a,,.  =  o. 


b^x' 


bi  x""^"--  ^  b.yX"'-^»-^  -^  . 


=:  O, 

=  o, 

=  O, 


b^x"-^...^b„ 

On  peut  regarder  ces  m  +  «  équations  comme  des  équa- 
tions du  premier  degré  renfermant  m  -h  n  —  i  inconnues 
j./n.-hn-i^  :r'""^"~-,  ^'"-t-«-^,  ...,  a;^,  x.  D'ailleurs,  si  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  admettent  une  racine  commune  x,  cette  valeur 
de^  et  ses  différentes  puissances  (depuis  i  jusqu'à  m-r-n  —  1) 
doivent  vérifier  les  équations  du  système  (3),  Ces  équations 
étant  alors  compatibles,  le  déterminant  A  formé  par  leurs 
coefficients  sera  égal  à  zéro  (103),  et  l'on  aura 


«o  «,  a., 

o  a^  cil 

o  o  «0 

000 

^0  bi  b, 

o  ^0  bi 

o  o  60 


«0  C/i  .  .  . 
bn-\  b,,..  . 
b, 
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0 

0 

0 

0 

0 

0 

«m- 

1   ^/H 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

I  O    o    o     Z^„        o 

|o    o    o     Z/„_i  b,, 

A  se  confond  avec  le  résultant  R  des  équations  (i)  et  {1), 
quand  elles  ont  une  racine  commune. 

En  effet,  A  n'est  pas  identiquement  nul,  puisque  son  terme 
principal  est  «u  6,7.  De  plus,  dans  ce  déterminant,  n  lignes 
sont  formées  avec  les  coefficients  de  l'équation  (i),  qui  est  de 
degré  m  et  m  lignes,  avec  les  coefficients  de  l'équation  (2), 


;;5(i 
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(|iii  esl  (le  degré  n.  \  esl  donc  res|»ectiveiiienl,  comme  W 
(112V),  une  fonclioii  liomogènc  du  a*'^"'"  et  du  /n''^'"«  degré  pm 
rapport  aux  cocffîcienls  des  équations  (ij  et  (2),  coefficienls 
(|ui  sont,  respectivement,  des  fonctions  symétriques  des  ra- 
cines de  ces  équations  (  103G,  1039).  Enfin,  A  s'annule,  commi 
r»,  toutes  les  fois  que  les  équations  proposées  ont  une  racine 
commune;  il  ne  peut  donc  différer  de  R  que  par  un  facteur 
constant  cl,  par  suite,  le  résultai  de  l'élimination  de  jc  entre 
les  équations  (1)  et  ii')  est  indifféremment  R  :=:  o  ou  A  =^  o 
(1162). 

1173.  La  condition  A  :=  u  esl  nécessaire  pour  que  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  aient  une  racine  commune,  puisque,  dans 
celte  hypothèse,  elle  a  toujours  lieu.  Elle  est  aussi  suffisante 
(1119);  c'est  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  comme  il  suit. 

Supposons  A  =  o:  il  existera  alors  (104)  une  certaine  rela- 
tion linéaire  cl  homogène  cuire  les  éléments  respectifs  des 
différentes  lignes  ou  des  différentes  colonnes  du  déterminani. 
En  désignant  par  A,,,  >.i,  ')..,  . .  .,  A,.,_i,  fx,„  /j-j,  p.,_,  .  . .,  //.,„_,, 
des  constantes  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles,  on  pourra  donc 
poser,  en  multipliant  les  différentes  lignes  par  ces  constantes 
et  en  considérant  ensuite  les  colonnes  du  déterminant. 


>.ort2  —À,  a,         -Aotto 


,^0  ^0 


+  /.2«„_,    -,-     .   . 

•  ••    ~lJ.oO„-^lJ.ib„^ 

1     h  U,  0 .,     0  -r-  .  .  . 

/•o^/ /«—/•,«,„ 

,-T-/.2^/,«-2--     •   ■ 

-t-fz,„_./>o-t-,a«- 

,^:= 

/•,v-l«/«-r 


!-'-//(  - 1  ";/ 


0..r. 


Multiplions  rcspecli\ement  ces /» -h //  relations  par  a'"  "'-', 
j,.m+n-2^  ^.m+.-i-.^^  ^  ^.2^  j,. ^  j^  c t  ajout ons-lcs  cusuite  mcmbrc 
à  membre,  eu  nous  reportant  aux  expressions  de  ¥{.r)  et  de 
/■(.r).  On  trouvera  é\idemment  comme  résultat 


II) 


\   I  /,,./-->  .-->,,.t;"- 


/.,.£•' 
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Si  l'une  des  quanliiés  (À)  n'est  pas  nulle,  il  en  sera  de  même 
au  moins  de  l'une  des  quantités  (ix),  et  réciproquement;  car, 
-ans  cela,  on  aurait  F(a;):=o  ou  /{x)=zo  pour  toute  valeur 
ilf  oc,  et  l'on  n'admet  pas  qu'aucune  des  équations  données 
soit  idenliquemenl  nulle. 

Aucun  des  quatre  polynômes  qui  entrent  dans  la  relation  (4) 
n'étant  identiquement  nul,  on  voit  que/(^),  qui  est  du  /i'è'nc 
degré,  doit  diviser  exactement  le  produit  de  ¥{x)  qui  est  du 
„jième  (Jegré,  par  un  polynôme  de  degré  n  —  i  ;  ce  qui  exige 
que/(j7)  et  V{x)  aient,  au  moins,  un  facteur  commun  du  pre- 
mier degré,  c'est-à-dire  ([ue  les  équations  F(.r)^o  el/(.r)=ro 
aient  au  moins  une  racine  commune. 

Recherche  des  racines  communes,  théorème  fondamental. 

1174.  Pour  arrivei'  plus  simplement  au  lliéorème  que  nous 
voulons  établir,  nous  opérerons  sur  deux  équations  de  degrés 
déterminés,  l'une  du  cinquième  degré  et  l'autre  du  troisième, 
par  exemple.  Cette  spécialisation  n'altérera  en  rien  la  géné- 
ralité de  nos  raisonnements.  De  plus,  nous  ordonnerons  les 
deux  équations  considérées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X,  et  nous  les  écrirons  en  faisant  correspondre  les 
indices  et  les  exposants.  Nous  aurons  ainsi 

(i  )      F  (x)  ::z:  ao-h  ayX  -+-  a^x'-h  a^x^  -'r-  a^^x'  -h  «j-z-^z  u, 
(  2 )     f{x):^bo-hbi  X  '\-  b^ x^  -h  bs x'^  zn  o. 

En  appliquant  la  méthode  de  M.  Sylvesteu  (1172),  nous 
multiplierons  alors  successivement  la  première  équation 
(//  —  1  étant  ici  égal  à  2  )  par  x^,  x,  i;  et,  la  seconde  équation 
{m  —  I  étant  ici  égal  à  4).  par  i^  -f,  -r'',  x^,  -r''-  Nous  obtien- 
drons de  celle  manière  les  huit  relations  (a^ 


(<^)< 


a-oX-  -i-  a,  X*  -1-  a^x' 

-H 

asx'' 

-^ 

^^4 

.r«  + 

«5 

X' 

=:  0 

a^^x 

-^  a^x^-h-  «2 x^  -T-  a:iX'' 

H-  «;  x'' 

H- 

«5 

x^ 

=:0 

«0-^  ftï-v 

-+-  a^x'^  -\-  a^x^  —  a.^x' 

^ 

a-x-' 

^0 

bo+  b^x 

-t-  b,x-  -+-  Z/3.7" 

=  0 

b(>  X 

-1-  b  1 X-  +  />2  x^  -T-  bu  x'* 
boX^-h  biX^-î-  b^x* 

-+- 

biX'' 

=  0 

■=--  0 

bf,X^-r-  byX' 

-+- 

b^x' 

-f- 

h 

x'' 

=  0 

boX 

-- 

b^x'-' 

^- 

b. 

,r«  + 

h 

x' 

-:-  0 

•H  5  8 
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Il  esl  clair,  sans  avoir  besoin  de  répéter  les  mêmes  raison- 
iiemenls  (1172),  que  les  équations  (i)  et  (2)  admettront  au 
moins  une  racine  commune,  si  le  déterminant  S  des  coefti- 
cients  des  équations  ci-dessus  est  égaJ  à  zéro.  On  a  pour  ce 
déterminant  (') 


r/|,  a^  (I.,  a-^  a^,  a- 

r/,  a^  «;,  «i  «3  G 

■a.i  (7;{  ei.^  «..  G  G 

A,  /':t  0000 

A;  />.,  A.(  o  0  G 

A„  /y,  hi  h^  o  0 
o 

G 


(3) 


ï>  = 


G 

G 

G 

a, 

«0 

« 

h 

h 

0 

l> 

G 

0 

G 

0 

G 

G 

hf,     bi      bo     b^     o 
G       Ao      b^      b.2      63 


Il  est  évident  et  il  est  facile  de  vérifier  que  S  n'est  autre 
chose  que  le  déterminant  A  obtenu  précédemment  (1172). 
en  remarquant  seulement  (|ue,  dans  ce  cas.  les  équations 
proposées  étaient  écrites  de  cette  manière  : 

V  (  j" )  r=:  «n x*"  -h  a,  x'*  -h  a. 2  J'^  ■+- 173  jr-  -^  a.^a'  -t-  « 5=  o, 
f{x)r=bQX^-\-biX-^bi.r  -4-63^=0. 

l*our  comparer  S  à  A,  on  doit  donc  échanger  d'abord  «r/,, 
et  rr-,  (7|  et  a.^,  a^  et  «3;  puis,  />„  et  A-,  b^  et  &2-  On  a  ainsi 


G 

G 

flTj 

r/4 

â!:, 

a. 2 

^1 

a, 

G 

o~ 

a-^ 

<"'s 

^2 

«1 

C'o 

0 

«s 

Cl; 

fh 

«0 

«1 

^0 

0 

0 
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b. 

/>! 

/.,, 

G 

0 

0 

G 

0 

b. 

b.. 
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/>o 

G 

0 

G 

G 

0 

b. 

I>1 
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^ 

0 

0 

G 

0 

0 

b. 

A, 

^ 

^ 

G 

G 

G 

0 

0 

b. 

b. 

Ih 

b 

et  l'on   voit  que   ce   déterminant  renferme,  dans  un  aulre 


(')  Celle  forme  1res  ulile  du  clétcriiiiiiiinl  rie  M.  Sylvesler  a  élé  indiquer 
pour  l;i  première  fois  par  M.  M.\nslox  {/or.  cit.). 
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ordre,  les  inènies  lignes  et  les  mêmes  colonnes  (jue  A  qui  a 
pour  expression  (  1172) 


A  = 
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S  ne  peul  donc  dilTérer  de  A  que  par  le  signe  (i6).  Or, 
dans  la  recherche  que  nous  poursuivons,  on  n'a  pas  à  se 
préoccuper  d'un  changement  de  signe,  puisque  le  détermi- 
nant considéré  doit  être  nul  dès  que  les  équations  données 
admettent  au  moins  une  racine  commune.  Nous  confondrons, 
par  conséquent,  dans  ce  qui  suit,  les  deux  notations  S  et  A, 
et  nous  emploierons  le  déterminant  A  de  M.  Sylvester  sous 
la  forme  (3),  en  nous  rappelant  que  Tordre  de  ce  détermi- 
nant est  toujours  la  somme  des  degrés  des  équations  pro- 
posées. 

1175.  Supposons  maintenant  que  les  équations  (i)  et  (2) 
admettent  au  moins  deux  racines  communes  />,  et  p^.  Nous 
pourrons  poser 

F(..r)  =  U-p,)^{.r),        f{x)  =  {x  -  p,) '^{jc), 

el  les  deux  équations 

«^(,r)  =  0,  o(.r)  =  o, 

admettront  elles-mêmes  au  moins  la   racine  commune  p^. 
exprimons  ce  fait  d'après  ce  qui  précède. 

F(j?)  et/(j?)  étant  du  cinquième  et  du  troisième  degré, 
<I>(.j7)  et  o{jc)  seront  du  quatrième  et  du  deuxième,  et  nous 
aurons 

(4)  <t(.r)  =  Cq  -h  CiX  -h  C^X'  -h  CiX^-\-  c.,x^:=  o, 

(5)  o{x)=zdç^~i- diX -r- diX'z^o. 


Mh 
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Or,  pour  ([lie  les  ôqualiotis  (4)  cl  (5)  ;iieiil  an  moins  une 
raison  coniinuiie /^o,  il  faul  et  il  suflil  (  1173)  que  le  délermi- 
nanl  A'  de  Sjlvester  qui  leur  correspond  soit  égal  à  zéro, 
c'est-à-dire  qu'on  ail,  en  applii|uant  l'équation  (3)  du  numéral 
précédeni. 
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o 

o 

d. 

d. 

d. 

Mais,  d'après  les  relations  connues  entre  les  racines  d'un( 
équation  algébrique  et  ses  coefficients  (  102V,  1036),  on  a,  ei; 
rapprochani  l'équation  (/()  de  l'équation  (0  et  l'équation  (5 
de  l'équalion  (2  ), 


Ci, 


«5 

Pl> 

doîi 
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Ci 
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Ci 

d'où 

cti=-c.2  —  pyC, 

a. 2 
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— 
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Ci 

Pu 
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On  trouvera  de  même 


/y,  —  d,. 


do  —  Pid^,  b^  —  —  pid,,. 


Si,  dans  le  détcrminani  A',  nous  retranchons  alors  de 
cha{|ue  colonne  la  colonne  qui  la  suit  multipliée  par  />,,  et  si 
nous  tenons  compte  ensuite  des  relations  f|ui  lient  les  coeffi- 
cients des  équations  (/j)  et  (5)  à   ceux   des   équations   (i) 
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ci  (  î),  il  vient,  sans  ([iie  la  valeur  de  A'  soil  motlifiée  (57 
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Prenons  maintenant  le  déterminant  S  ou  A  [117V,  équation  (3)] 
et  écrivons  les  mineurs  successifs  qu'on  en  déduit,  en  sup- 
primant d'abord  la  première  et  la  dernière  ligne  ainsi  que  la 
première  et,  la  dernière  colonne;  puis,  les  deux  premières  et 
les  deux  dernières  lignes  ainsi  que  les  deux  premières  et  les 
deux  dernières  colonnes,  etc.  Ces  mineurs  sont  dits  les  mi- 
neurs principaux  successifs  du  déterminant  A,  et  nous  les 
représenterons  par  Aj,  A,,  A:;,  .... 

On  voit  que,  si  l'on  encadre  les  éléments  du  détorminanl  A, 
comme  nous  l'indiquons  ci-dessous  en  reprenant  la  valeur  (3) 
[1174], 
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b. 


on  obtient  les  différents  mineurs  principaux  A,,  A,,  A3 en 
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supprimant  successiveineiil  les  ôh'Miienis  compris  entre  les 
différentes  enceintes.  Vinsi,  on  a,  comme  premier  mineur 
principal. 


il) 
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fh 
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Ih 
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b. 

et  il  en  résulte,  en  rapprochant  (())  et  (-), 

Or,  si  les  équations  (4)  et  {o)  admettent  an  moins  une  ra- 
cine commune,  on  a  A'— o  el,  par  conséquent,  A,  =  o.  Si  ces 
équations  n'admettent  aucune  racine  commune,  on  n'a  pas 
A'=  o  (1173)  el,  par  conséquent,  on  n'a  pas  A,  =  o. 

On  voit  donc  que,  si  les  équations  données  (•)  et  {2)  admel- 
lenl  au  moins  deux  racines  communes,  on  a  à  la  fois 


o, 


A,  =  o; 


mais  que,  si  elles  n'en  admellent  qunne  seule,  auquel  cas  les 
équations  (4)  et  (5)  n'ont  aucune  racine  commune,  on  a,  en 
même  temps  que  A=:o,  A'  ou  A,  différent  de  zéro, 

117G.  Le  résultat  que  nous  venons  de  trouver  conduit  aux 
conditions  cherchées. 

Si  les  équations  (4)  et  (5)  ont  au  moins  deux  racines  com- 
munes, le  premier  mineur  principal  de  leur  déterminant  A' 
est  égal  à  zéro  (1175);  mais,  comme  A'=  A,,  le  premier  mi- 
neur principal  de  A'  est  celui  de  A,,  c'est-à-dire  le  second  mi- 
neur principal  de  A  ou  A,. 

Par  conséquent,  si  les  équations  données  (i)  et  (2)  admet- 
tent au  moins  trois  racines  communes,  on  a  à  la  fois 


o. 


A,: 


A  =  o,        A, 

Mais,  si  elles  n'en  admettent  que  deux,  les  équations  (4) 
et  (5)  ne  peuvent  en  admettre  qu'une  seule,  et  l'on  a,  en 
mémo  temps  que  A  =  o  et  A,  =  o,  A'j  ou  Ao  différent  de  zéro. 

On  peut  poursuivre  indéfiniment  le  même  raisonnement. 

D'mie  manière  générale,  pour  que  les  équations  (1)  cl  (a) 
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(lie ni  EXACTEMENT  p  vaciiics  cuniniunes,  il  J'aal  ci  il  sujjit  que  le 
(létertninant  A  qui  leur  correspond  et.  ses  p  —  i  premiers  mi- 
neurs principaux  Ai,  A2,  A:j,  ....  Ap_i,  soient  nuls,  en  même 
temps  que  le  p'^'"-'  mineur  principal  A,,  oifpérent  de  zéro. 

Tel  est  le  théorème  fondamental  énoncé  pour  la  première 
fois  par  M.  Elg.  Rodché.,  et  démontré  par  lui  en  partant  du 
(lélerminamt  de  Cauchy.  L'intime  liaison  q«i  existe  entre  les 
méthodes  d'élimination  que  nous  avons  exposées  pouvait  faire 
prévoir  que  ce  théorème  s'appliquerait  également  au  déter- 
minant primitif  de  Bézout  et  d'Euler,  c'est-à-dire  à  celui  de 
M.  Sylvester,  sauf  les  mineurs  con'^idérés  comme  principaux. 


Équation  aux  racines  communes. 

1177.  Reprenons  les  deux  équations 

(  I  )      Y { x)  ^=z  a^-^  ayX  -h-  a=iX-  -^  «3 x^  -^  a .. x'  -h  «j x^  ^  o, 
(  î)     f{x)  =  ^oH-  bix  -^  byX--v  b^x'=.o. 

Si  elles  admettent  une  seule  racine  commune,  on  a  (1176), 
en  formant  le  déterminant  de  M.  Sylvester  qui  leur  corres- 
pond et  en  marquant  ses  mineurs  principaux  A,,  A,,  Aj,  .  . ., 
comme  on  l'a  indiqué  (1175), 

A  =  o,  A,,^o; 

si  elles  ont  deux  racines  communes,  on  a 

A  =:  o,  Ai=:o,  Ao^o; 

si  elles  ont  trois  racines  communes,  on  a 

A  =:  o,         A,=ro,         ^2=0,         A.3?îo; 

et  ainsi  de  suite. 

On  peut  donc  savoir  d'avance  combien  les  équations  propo- 
sées admettent  exactement  de  racines  communes;  et,  par 
conséquent,  former  l'équation  aux  racines  communes  en  em- 
ployant la  méthode  du  plus  granti  commun  diviseur  (1079). 

Si  ces  équations  admettent,  par  exemple,  p  racines  com- 
moûes,  leurs  premiers  membres  auront  un  plus  grand  com- 
mun diviseur  du/?'"^'""  degré  et,  en  l'égalant  à  zéro,  on  obtien- 
dra l'équation  aux  racines  communes. 


.iO 


\r.«;i;ijui-;   .^i  i'i:iîieuuk. 


Mais  on  peut  aussi  Irouvcr  celle  éf|natioii,  en  coiilimianl  .1 
se  servir  des  délerminanls. 

1178.  Four  fixer  les  idées,  supposons  que  les  équations  (1) 
et  (2)  du  numéro  précédenl  aient  exactement  deux  racines 
communes.  Les  huil  relations  (a)  établies  au  n°  117V  seront 
siitisfailes  par  ces  racines  communes.  Le  premier  mineur 
principal  difîérenl  de  zéro  étant  alors  A,  qui  est  du  quatrième 
ordre  (1175),  considérons  seulement  parmi  les  huil  relations 
(a)  les  quatre  éfiuations 


CTo-f-  «i-r  H-  a.yX--^ 

<7:,.r'—  a,^x'^r-  a^x'^o. 

bo-\-  biX  -h  byX'-i- 

byX^                              =^0, 

boX-^b,X^-^ 

b^x^  -+-  b^x'*                =r  0, 

b„.r-  ^- 

6,  x^  -i-  b-i  x*  -T-  b-i  jp'  =r  0, 

et  éliminons  entre  elles  les   trois  inconnues  x^,  x'%  x'\   Le 
résultai  de  l'élimination  devra  être  égal  à  zéro,  et  l'on  aura 

(103) 


ao-"-  aiX 

--  a^v- 

f'i 

a.^ 

Cli    1 

6,,-t-  b^x 

^r  />,  r- 

b. 

0 

0    j 

0  ~-  b„x 

b^x' 

b. 

b. 

0    1 

0—0 

—  b,,x- 

l>^ 

b. 

b,  \ 

«0 

fi-i 

«i 

«5 

«A 

('3 

a.. 

«3 

^0 

f>. 

0 

0 

b, 

b. 

0 

0 

0 

b.. 

b. 

*> 

+ 

bo 

b, 

b. 

0 

1  ) 

^ 

b. 

b. 

0 

b. 

b. 

b. 

Telle  est  Véquation  aux  racines  communes  sous  l'orme  de 
déterminant.  On  peut  l'écrire  immédiatement  de  la  manière 
suivante  (58,  5i),  comme  équation  du  second  degré  : 

;   a,     (73     a,^     rtj  I 
\   b.-,     b^      o       o    , 

+  !    "  \  X-- 

!   6,      b,      h-i      o    < 
:    ^0      by      h.,      b,^ 

Le  coefticienl  de  x-  n'est  autre  chose  que  A,  (  M7o)  qui  a 
du  être  préalablement  calculé  et  qui,  par  hypothèse,  est  diffé- 
rent de  zéro.  Quant  aux  autres  coefficients  de  l'équation,  on 
passe  immédiatement  du  coefficient  de  x^  à  celui  de  x  et  au 
terme  constant,  en  remplaçant  les  éléments  de  la  première 
colonne  de  A,  par  ceux  qui  les  précèdent  immédiatement, 
dans  la  valeur  de  A,  d'abord,  puis  dans  celle  de  A  (1175). 

Celte  règle  est  générale. 
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.;Gj 


I/>/c'.y  a\-oir  véi ijié  (jue  les  cqnatio/is  /imposées  ont  exacle- 
iiujitl  p  racines  communes,  on  J'nmie  le  premier  membre  de 
l  rqiicilion  qui  les  a  pour  racines  en  prenant  pour  premier 
l<rme 

l'/i  obtient  ensuite  les  coejjicients  des  ternies  en  x^^^,  x''~- 

1  ,  en  substituant  aux  éléments  de  la  première  colonne  de  A,, 
tf'ux  qui  leur  correspondent,  immédiatement  et  successive- 
ment, dans  A,,_,,  Ap_2,  .  .  . ,  À,  le  déterminant  A  étant  écrit 
icmme  nous  t'avons  indiqué  {  1 175  ). 


Applications. 

!  179.  J"  Exprimer  les  coitittlioiis  qui  dimx'nl  cire  lempiies  pour  que 
'  >  (■'quatioii'i 

Uu^-  «iX  -      (14.1  -^    i'    --    <), 

bo  —  l>iX     -       .1- 

II t  deux  racines  coiniituiics. 

Il  —  I  étant  ici  égala  i,  iiou-  inuUi|iiieions  successivement  l'équation  (i  ) 
par  X.  i:  m  —  i  étant  égal  à  i.  nous  multiplierons  successivement  l'é- 
quation (2)  par  I.  r.  .r2.  Il  viendra,  pour  le  système  (a)  [1174]. 


(a) 


<(i).r   -r-   <?!  X-       -   (IriX-* 

a  y  —  «1  X  —  tl-yX-  -^  x^ 

bo  —  biX  —      .>:'- 

/yy.t  -  -  hi-i-  —  ./-^ 


Le  délerminaiU  A  est,  par  suite, 


A  = 


0 

«0 

«u 

"1 

a-i 

1 

i 

flï 

Ui 

1 

0 

h. 

Ih 

L_' 

" 

L) 

0 

L 

ho 

/>. 

' 

" 

0 

0 

^0 

b. 
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On  a  cil  iiième  lciii}ts,  |»our  les  mineurs  principaux. 


«1     a-,      I 

(>i      i      o 


et     \i 


L'équalion  {i)  clant  du  second  degré,  les  équations  doruiées  ne  peu- 
vent admettre  plus  de  deux  racines  communes,  et  A^  est  de  lui-même 
différent  de  zéro  (1176). 

L'équation  aux  racines  communes  est  d'ailleurs,  d'après  la  règle  gé- 
nérale (1178), 

.r2  -t-  /;  I  ./•  -H  //„  —  o, 

c'est-à-dire  l'équation  (2  )  elle-même,  résultat  évideai. 

A2  étant  nécessairement  différent  de  zéro,  les  conditions  cherchées  se 

réduisent  à 

A  =  o.         Al  =  o. 

Si  l'on  ordonne  A  suivant  les  éléments  de  la  première  colomie.  on 
a  (59) 

I  a»     «i     f'ï      1  \  Hû     ('\     (i-i      i    \ 

\   hi       1        o      o   I  (  (/[     ri-,       1       o 

—  ho' 


A  =  —  (fi) 


hi)     l>i       I       o 

f>  A,,        by  I 


o       Ao     l>\      I 


En  ordonnant  encore  respectivement  les  deux  déterminants  du  se- 
cond membre  suivant  les  éléments  de  leur  première  colonne,  il  vient 


1 

0 

0 

(i\ 

a> 

1 

(Il 

(t> 

I 

l'y 

1 

0 

—  ((iJ>\ 

(>y 

1 

0 

—  f(ii  bo 

y 

0 

0 

^0 

/>. 

1 

l>. 

l'y 

1 

l'i> 

l'y 

I 

"i 

r 

0 

«\ 

a-i 

I 

«1 

(1-, 

1 

/>. 

1 

0 

—  (i\  /^i 

l'y 

1 

f) 

-^14 

n, 

1 

0 

K 

/'■ 

1 

l>. 

l'y 

1 

l'o 

l'y 

1 

rto/-».. 


Comme  A,  doit  cire  égal  à  zéro,  le  deuxième  et  l'avant-dernier  déter- 
minanl  du  second  membre  disparaissent,  et  Ton  a,  en  ordonnant  tou- 
jours les  déterminants  restants  suivant  les  éléments  de  leur  première 
colonne  (59),  et  en  remarquant  que  le  premier  d'entre  eux  se  réduit 
à  I  (53), 

—  a\  -1-  aohoic'i  ~l>\  )  -^  a^a.,b^,  —  rt^bf^bi  -i-  aybl~  a=,bl{a.j —  by)  —  bl 

c'esl-à-dirc 

al  =  {a.i—  bx){'î  <7o  An  —  <7o  b'I  )  -t-  A^  (  r^  —  b»  )■ 
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Al  devant  être  nul,  on  a  aussi,  en  développant  toujours  do  la  môme  ma- 
nière, 

Ai  =«i—  hi{o,—  bi)  —  Ôq  =  o 

Cil  —  /'u  =  hiia,-  bi). 

Il  vient  donc,  en  substituant  dans  la  relation  précédente, 

«0  ~  («2—  bi)(->.aobo  —  Onb'^  -h  blbi) 
ou 

Ol   =  bo  (  <7o  —  />!  ;  [  2  «0  —  bo  (  «2  —  ^j  )]  ; 

ce  qui  revient  à 

[au—  bu(a^—  bi)]-  =  o. 

Les  conditions  cherchées  sont,  par  conséquent,  exprimées  par  la  seule 
égalité 

On  peut  vérifier  facilement  ce  résultat  en  divisant  directement 

a-^  —  r/.i.r-  -i-  (ti  r  —  a„     par     x-  --  b^.v  -'-  b„. 

et  en  écrivant  que  le  reste  du  premier  degré  auquel  il  faut  s'arrêter  est 
identiquement  nul. 

1180.  "i"  Chercher  les  racines  cominiuies  aux  deux  équations  ('  ) 

(I)  —  9  —  i  i.t-2 -(- 2j;5  =  o, 

12)  8 1  -t-  1 1  a-^  -H  4  •i'^  =  o. 

Pour  former  le  déterminant  A,  nous  opérerons  comme  il  suit  (H74). 
Les  équations  données  étant  de  même  degré,  n  —  i  et  /;/  —  i  sont  ici 
tous  deux  égaux  à  4-  Nous  multiplierons  donc  l'équation  (i)  par  x'*,  x», 
x^,  X,  I  et,  l'équation  (t.).  par  i,  x,  x'^,  x-^,  x'*.  Nous  obtiendrons  ainsi 
les  dix  relations  (a)  que  nous  écrirons  de  cette  manière  : 

—  g.r*               — iix^  -i--2x^  =  o. 

—  g.r-*                 — I  i  j:*  -i-  2.r*                =  o, 

—  Ç)X-                 — 1 1  .r*                                 -+-   ix^  =  o. 

—  (j-c                 — -ii.r^                                —   ix^  =  o. 

-  <)              ^ii.r^                              ~  2.rS  =  o, 

8i                                           -4-1  I  ./*  -+-  ^,r^  =  o, 

8 1 J7                                            -;-  u  .T"»  -H  4-ï"''  =  c) . 

8i.z'^                                             -{-iix^  -i~  /\x'  =  o. 

Six»                                          -^ii.r''  -;-  /(.r»               =  o. 

8 1  x''  -+- 1 1  x^  —  4  ''^  =  o. 


(')   M.  Falk  a  traité  cet  exeijiple  suivant  sa  mélliode  (loc.  cit.). 


.W'xS  ALGÉmu:    SLl'liUlEURF,. 

1.0  (JélcnuinaiU  A  ;i  donc  |>our  expression 

V.  '6  ■'l  0  t  Z,  T, 


O        —9 


—y 


-9 

o 

—  1 1 

0 

o 

•2 

() 
O 

0 

—  f  1 

—  1 1 
o 

o 

0 

o 

o 

■2 

o 
o 
8i 

o 
o 

1 1 

4 

o 
4 

o 
o 
t 

o 

1 1 

o 

o 

o 

11 

Si 


Ce  déLerminanl  étant  du  dixième  ordre,  son  développement  devient 
pénible.  Nous  remarquerons  alors  que.  si  nous  pouvions  le  ramener  à 
présenter  une  colonne  d'éléments  nuls,  sa  nullité  serait  démontrée  (  '  ) 

On  peut  essa\er  d'y  arriver  de  la  manière  suivante,  indi(juée  par 
M.  Falk  dans  son  Mémoire  Sur  l'cVinination  déjà  cilc. 

Mulli|)lions  les  dififérentes  colonnes  du  déterminant  par  les  indéter- 
minées a,  p,  Y,  0,  z,  ^.  Tj,  0,  X,  ;ji.,  et  égalons  ensuite  à  zéro  les  sommes 
obtenues  en  ajoutant  les  éléments  ainsi  modifiés  des  difTérentes  lignes. 
Nous  aurons  à  considérer  le  système 


—   9'- 

— 

iir, 

^2-X 

—  0. 

—  90 

-  Il  ^ 

-T- 

>.K 

=  0, 

—    9" 

—  1 1  î 

— 

2O 

=  0, 

- 

-9? 

-  il  0 

-^ 

rr, 

^  0, 

9^ 

—  1  1  - 

- 

-     '^^ 

=  0, 

Si  X 

Si  'i 

Si  - 

-i-  I  I  £  -1 

- 

-  4C 

4r. 
1 1  T,     - 

40 

—  0, 
=  0, 
=  0, 

Si  0 

-^ 

116 

-f- 

4  À 

=  0, 

81  £ 

-H 

uX 

^    \V- 

=  <). 

('j  M.  I'ai.k  a  (!Labli,  leciproquenient.  «[iic  imil  tKlci'ininanl  quI  peut 
c-Lre  ruincrié  à  prcscnler  une  colounc  d'élcmoiUs  nuls  {.\ouvelle  Corrcspon- 
i/ii/icc  iiHitliéDiatique,  l.  I\',  1878). 
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Ces  équations  linéaires  homogènes  sont  toujours  compatibles:  mais 
suivant  qu'elles  admettent  une  solution  unique  a  =  o,  ^  =  o,  ....  ;jl  =  o 
(qui  ne  peut  convenir  à  la  question),  ou  suivant  qu'elles  sont  indéter- 
minées, le  déterminant  de  leurs  coefficients,  c'est-à-dire  A,  est  différent 
de  zéro  ou  est  égal  à  zéro  (101,  102),  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de 
résoudre  ces  équations. 

Tout  calcul  effectué,  on  parvient  à  exprimer  toutes  les  inconnues  en 
fonction  de  a.  et  l'on  trouve 


r5 


P  =  -^ 


T  =  ?- 


8( 


0  =  —  a, 

7 

8r 
r,  —  —  a. 


4o5 

7 


A  =  Si  a. 


8i 


(^es  valeurs  satisfont  aux  équations  posées  quel  que  soit  a  (qu'on  peut 
faire  égal  à  l'unité).  On  a  donc  bien  A  =  o  et,  par  conséqueni,  les 
équations  (i)  et  (2)  admettent  au  moins  une  racine  commune. 

Il  faut  maintenant  considérer  le  premier  mineur  principal  Aj.  el  lui 
appliquer  le  même  procédé. 

On  vérifie  qu'on  a  encore  Ai  =  o;  el,  par  conséquent,  les  équations  (  i  ) 
et  (2)  admettent  au  moins  deux  racines  communes. 

Nous  devons  à  présent  consulter  le  deuxième  mineur  principal  \,.  en 
suivant  toujours  la  même  marche. 

On  a 

a  3  Y         0       £      r 


A,= 


—  9 

0 

—  1 1 

0 

0 

2 

0 

—  1  ( 

0 

() 

■1 

0 

—  1 1 

0 

0 

■>, 
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0 

0 

0 

1  1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1  1 

i 

0 

81 

0 

0 

0 

1  1 
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On  a  donc  à  résoudre  le  système 


—    9a 

-Il-; 

-r- 

•^? 

=  0, 

—  II? 

^ 

2î 

—  0. 

—  lia 

II  Y -^ 

>  0 

40 
II 0  4- 

1^ 

=  0. 
=  0, 
=  0, 

81  a 

^ 

1  I  Z 

+ 

4^ 

=  0. 

De  C.  - 

—  Cours.   IV. 

•iTO 


ALGEBIVE    SUPERIEURE. 


On  obtient  facilement 


M-^. 


121 


i3 


«;cs  valeurs  satisfont  aux  cinq  premières  éciuations,  quel  que  soit  a; 
mais  elles  ne  satisfont  à  la  sixième  que  si  a  =  o.  Le  système  admet 
donc  une  solution  unique,  et  A»  est  différent  de  zéro. 

Par  suite,  il  est  établi  que  les  équations  (i)  et  (2)  ont  exactement 
deux  racines  communes. 

11  ne  reste  donc  plus,  pour  avoir  les  coefficients  de  l'équation  aux 
racines  communes  (1178),  qu'à  calculer  les  valeurs  numériques  de  A^ 
et  des  deux  déterminants  qu'on  en  déduit  en  substituant  aux  éléments 
de  la  première  colonne  ceux  qui  les  précèdent  dans  Ai  et  dans  A. 

En  développant  suivant  la  règle  ordinaire  (o9),  on  trouve  successi- 
vement 

-  9         o       —  1 1 
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•X 
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1 1 

4 

=  216622. 
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o  2 

2  O 

O  O 

O  O 

i      o 

Il     \ 


=  2A, 


81 
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o  2 

2  O 

O  O 

O  0 

i  o 

II  4 


iA,. 


L'équation  aux  racines  communes  est  donc  finalement 
A2  Jc-  -h  2  Ao  r  -T-  3  A2  =  o 
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OU 

x^-i-  IX  -^  3  =  o. 
Les  racines  communes  sont,  par  conséquent, 

.r  =  —  I  r'r  y  —  ■>  =  —  i±  i  \/i.] 
et  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 

^x^-+-lix'*-^  8l      et     -ix^  —  II  ^■2— g 

I  -t  x-'i-  -ix  -)-  3.  comme  il  est  facile  de  le  vérifier  (1076). 
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CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS  DE  l\  THÉORIE  DE  L'ÉLIMINATION. 


Transformation  des  équations. 

1181.  Nous  avons  déjà  indiqué  le  but  qu'on  se  propose  dans 
la  transformation  des  équations  (lOoi),  et  nous  avons  fait 
connaître  les  transformations  les  plus  élémentaires  et  les  plus 
usuelles.  Nous  nous  proposons  de  généraliser  et  d'étendre 
ces  premières  notions. 

Le  problème  à  résoudre  est  celui-ci  (lOoi)  : 

O/i  donne  une  équation 

(I)  a»(,.)=^o, 

de  degré  m  et  dont  les  racines  sont  z-i,  z,,  Z;,,  .  .  .,  z„,.  Il  s'agit 
d'en  déduire  une  nouvelle  équation  1"(/0  =  o,  transformée  c/e 
la  première,  dont  cliaque  racine  u  soit  exprimée  par  une 
fonction  déterminée 

?  (  ^1»  ^2'   ■  ■  •  ■>  ^n) 

de  n  racines  de  la  proposée. 

Il  faut  qu'on  ail  à  la  fois,  (juelles  que  soient  tes  racines  ;,, 
z-i,  .  .  .,  z„,  considérées, 

^{zi)  =  o,         $(52)=o,  ....         i^{z„)  =  o, 

(2)  //  =  o(;,,  z,,  .  .  .,z„). 

Par  conséquent,  si  Ton  élimine  les  n  quantités  -i,  .:;.2)  •  •  •» 
z^,  entre  les  n  +  i  équations  ci-dessus,  l'équation  finale  en  u 
aura  nécessairement  pour  racines  les  valeurs  correspondant 
à  toutes  les  combinaisons  qui,  sous  la  forme  assignée  par  la 
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relation  (2),  peuvent  exister  entre  w  racines  de  l'équation  (i). 
<"ette  équation  finale  sera  donc  l'équation  cherchée 

Va\  opérant  de  cette  manière,  chacune  des  racines  ^1, 
z,,  . . .,  :;„,  est  regardée  comme  pouvant  recevoir  respective- 
ment les  valeurs  des  m  racines  de  l'équation  <&(::)=  o.  Le 
nombre  des  valeurs  de  u  est  alors  égal  au  nombre  des  «/•/««- 
qenienls  avec  répétition  de  m  objets  pris  n  à  n,  c'est-à-dire 
(23-2)  à  m".  Tel  sera  donc  le  degré  de  l'équation  finale. 

Mais,  si,  en  laissant  de  côté  le  cas  oîi  l'équation  donnée 
(!)(:;)  ^  0  aurait  des  racines  égales,  on  s'impose  la  condition 
(|ne  les  valeurs  attribuées  à  ^i,  Zo,  . . .,  -„,  soient  distinctes, 
MU  voit  que  la  transformée 

ohlonue  par  l'élimination  indiquée,  présentera  des  solutions 
rtrangères;  et  l'on  devra  diriger  les  calculs,  de  manière  à 
éviter  ces  solutions. 

Nous  allons  appliquer  ces  explications  à  quelques  exemples, 
i»ù  les  racines  de  la  transformée  dépendent  seulement  de  deux 
iKs  racines  de  l'équation  proposée,  suivant  une  loi  déter- 
minée. 

1182.  Supposons  d'abord,  d'une  manière  générale,  que 
<  liaque  racine  u  de  la  transformée  doive  être  égale  à  une  fonc- 
tion rationnelle  quelconque  oi^z^,z.^)  de  deux  racines  de  la 
|iroposée.  Nous  traiterons  ensuite  quel(|ues  cas  particuliers. 

Pour  obtenir  la  transformée,  on  devra  éliminerai  et  s,  entre 
les  trois  équations 

{y.)  <!)(.-,)  =  0,  (I)(3,)  =  o,  «  =  cp(^,,-2). 

Si  m  est  le  degré  de  O(^)  =^  o,  le  nombre  des  valeurs  de  u 
>(ia  égal  au  nombre  des  arrangements  avec  répétition  de 
m  objets  pris  232,  c'est-à-dire  égal  à  m-.  Mais,  si  les  deux 
racines  z^  et  ^2  doivent  rester  distinctes,  le  nombre  des  va- 
leurs de  u  se  réduira  au  nombre  des  arrangements  sans  répé- 
lilion  de  m  objets  pris  2  à  2,  ou  sera  égal  à  m(/n  —  i).  Il  y 

aura  donc 

ni'  —  ni  {m  —  i) 

ou  ni  solutions  étrangères. 
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Pour  éviter  ces  solutions,  on  n'a  (|u'à  remplacer  dans  h- 
système  (a),  ce  qui  est  permis  (Alg-.  élém.,  122),  ladeuxiènu 
é(]ualioM,  0(^2)  =  o,  par  ré(|uation 

en  divisant  en  môme  temps  celle-ci  par  la  différence  ^2--  - 
ce  qui  supprime  nécessairement  les  m  solutions  répondant  n 

Pour  obtenir  immédiatement  le  quotient  de  cette  division, 
on  remarque  qu'on  peut  écrire,  en  regardant  z.2—  -,  comnn' 
un  accroissement  donné  à  :■^  et  d'après  la  formule  de  Tavlin 
(32i,  675), 

=  <D(G,)  +  «I»'(^-.)^^^ 

^  1.2  i  .2.6 .  .  .m 

On  en  déduit,  en  faisant  passer  «l>(ci)  dans  le  premier  membre 
et  en  divisant  par  z.,—  z^, 

^l-^(£^  =  «..(„)  ^  *.(,,)  îi^.  + ...  ^  *,»o  (=,)  (£1^:!^  = 

Z-.,  —  Zi  1.2  1.2. 3.../» 

En  substituant  dans  les  applications  cette  équation  à  la 
deuxième  équation  du  système  (se),  on  n'aura  plus  à  tenir 
compte  d'aucune  solution  étrangère. 

1183.  Il  peut  arrivei"  que  la  fonction  <p(-i,  :;2)  soit  symé- 
tiùjue  par  rapport  aux  racines  ^1  et  ^2  qu'on  associe.  Le 
nombre  des  valeurs  distinctes  de  u  est  alors  égal  au  nombre 
des  combinaisons  de  m  objets  pris  deux  à  deux,  c'est-à-dire 
que   le   degré  de    l'équation  finale  doit  devenir  en  réalité 

T)i  (w  —  r) 

— — -^ au  lieu  de  mi  m  —  i). 

2 

1184-.   1°  Équation  aux  sommes  des  racines  prises  deux  a  deux. 
Les  trois  équations  du  système  (a)  [1182]  sont  ici  : 

<I»(-i)  =  o, 
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La  dernière  relation  étant  symétrique  par  rapport  aux  ra- 
cines associées,  le  degré  de  l'équation  finale  doit  devenir 

mi  m  —  I  ),  «  1  or.  V      .  ,      .        .    -,     ,, . 

— ^ (1183),  SI  le  degré  de  1  équation  donnée  est  m. 

Or,  le  degré  de  cette  équation  finale  sera  d'abord  m{in  —  i) 

[1182];  mais,  comme  elle  admet  la  racine  z,~\-Zi  aussi  bien 

que  la  racine  ^i+  z=,,  toutes  ses  racines  seront  égales  deux  à 

deux,  et  son  premier  membre  sera  nécessairement  (1017)  un 

carré  parfait.  En  en  extrayant  la   racine  carrée,   l'équation 

qui  donnera  toutes  les  valeurs  distinctes  de  a  sera  donc  bien 

,  /?i  (  m  —  I  ) 
(lu  degré  — ^ • 

Prenons,  par  exemple,  l'équation  du  troisième  degré 

Nous  aurons  à  traiter  les  trois  équations 

(i)  z\-^  pz^^q  —  o, 

(2)  3^^+/.  +  33.(;,-:ri)  +  (;,-r,)'=o, 

(3)  «  izz  ;,-+-  ô.,. 

Nous  éliminerons  d'abord  z^_  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions, en  substituant  u  —  z^  à  la  place  de  ^2  dans  l'équa- 
tion (2).  Celte  équation  deviemlra  alors,  en  développant  el 
en  simplifiant, 

(  2  bis )  z\  —  //  ; I  M-  «- -!-  /J  =  o. 

Il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  ^1  entré  les  équations  (0 
et  (2  bis).  Pour  plus  de  simplicité,  nous  écrirons  z  au  lieu 
de  ^1,  et  nous  appliquerons  la  méthode  de  Caucby  aux  deux 
équations 

-^+/?34-^=o,  ;-—//:;  -^  »■- -!-/->  =  0, 

Nous  diviserons  les  premiers  membres  de  ces  équations 
l'un  par  l'autre,  et  nous  remplacerons  la  première  équation 
par  le  reste  du  second  degré,  égalé  à  zéro,  auquel  nous  nous 
arrêterons  (1164,  1°).  Nous  aurons  ainsi  à  considérer  en  der- 
nier lieu  les  deux  équations  de  môme  degré 

z'^  —  iiz  -h  ;<2  +/?  =  G,  uz'^  —  U'Z  -\-  q-^  o. 
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\oiis  CM  déduirons 

I   //-  —  («--+-/))  c  —  u    u^\-p 

II  a-  z  —  If  HZ  —  //  -  q 

c'est-à-dire,  sous  forme  entière. 

o .  ;  -■-  (  //  '  -i-  pu  —  Y  j  ^  o, 
(  u''  -I-  pu  —  (l)Z  —  //  (  » '  —  pu  —  y)  =0, 

L'équalioii  tiiiale,  déierminant  des  coefficients  de  ces  deux 
équations  égalé  à  zéro  (1161),  est  donc 

(//■'  +  />?/  —  r/)-r:r  O 

ou,  en  extrayant  la  racine  carrée, 

u^ -\- pu  —  ^  :=  0, 

,      ,        ,  >n(m  —  i) 
équation  de  deere =;  3. 

L'équation  finale  ainsi  obtenue  se  confond,  sauf  u  mis  à  la 
]ilace  de  z,  avec  la  transformée  en  — ;  (1039)  de  la  pro- 
posée. Et,  en  effet,  la  condition  (1036) 


entraîne 

Uemarque.  —  Supposons  que  l'équation  du  troisième 
degré  considérée  ne  soit  pas  privée  de  son  second  terme. 
Elle  sera  de  la  forme 

*^(  z)  —  z'^  -^  a  z-  ^  h  z  -^  c  —  o. 

En  désignant  les  trois  racines  par  r,,  z.^,  z.^,  on  aura  à  la 
luis,  d'une  manière  générale, 

u  —  z,  +  z.,,         n-r—{z,-vz.-^z.,), 

c'esl-à-dirc 

ô:)=  —  u  —  a. 

La  transformée  cherchée  est  donc  alors  immédiatement 

<i>  {—  u  —  a)  —  o 
ou 

«^H-  'i.ciu-  -\-  {a-  -\-  b)u  -n  {ba  —  c)  =:  o. 
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1185.  2"  Équation  aux  différences  des  uacines  prises  deux  a 

DEUX. 

Les  trois  équations  du  système  (a)  [1182]  sont  ici 

a.'(.,)  +  «!>"(.,) '^~--'  -^^'"{-^^ ) ^';~'f  +...--=o. 

On  éliminera  d'aI)ord  Zr,  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions, en  remplaçant  dans  la  deuxième  équation  la  différence 
-2—  ^1  pai'  ";  et,  en  écrivant  ensuite  :;  à  la  place  de  ^i,  il  ne 
restera  plus  qu'à  éliminer  z  entre  les  deux  équations 

^{z)  =  o,        0'(^)-i-<I»"(.-)^"    -h<I>'"(^) 


I  .  -2  .  3 


L'équation  finale  doit  être  de  degré  m{tn  —  i)  [1182];  mais, 

comme  elle  a  pour  racines  aussi  bien  z^_  —  z^  que  Z1—Z2,  toutes 

ses  racines  sont  nécessairement  deux  à  deux  égales  et  de  signes 

contraires.  Il  n'y  entre  donc  que  des  puissances  paires  de  u, 

, ,   ,     .                   ,        ,          .  . ,    niini  —  1  ) 
et  on  peut  1  abaisser  au  degré  moitié   — ^ en  posant 

w'^=  V.  L'équation  en  V  est  alors  Véquation  aux  carrés  des 
dijférences  des  racines. 

Nous  avons  déjà  traité  cette  question  (1151),  et  nous  avons 
appliqué  la  solution  trouvée,  de  deux  manières  différentes,  à 
l'équation  du  troisième  degré  (1152,  1169). 

1186.  3"  Équation  aux  produits  des  kacines  prises  deux  a  deux. 
Les  trois  équations  du  système  (a)  sont  ici 

a>'(..,)+«D"(5,)^^^^ -H  <!>'"(::,) -^^-^+---=o. 
1.2  1.2.3 

u  --  X^i-^j. 

L'équation  finale  doit  être  de  degré  m{ni  —  i);  mais,  puis- 
qu'elle a  pour  racines  aussi  bien  ^2-1  que  z^z.^,,  toutes  ses  ra- 
cines sont  nécessairement  égales  deux  à  deux,  et  son  pre- 
mier membre  est  nécessairement  un  carré  parfait,  comme 
dans  le   cas   de  l'équation  aux   sommes  (1184).  En  en  ex- 


(0 

zl-r-pzi-~q  =  0, 

(2) 

■iz^^3z^(z,-zi)-i-iz,-zO 

(3) 

Il  ^   ZiZ,. 
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trayant  la  racine  carrée,  on  Irouvera  donc  une  é(|ualion  di 

,  /n (m  —  1  ) 
degré  — ^ 


Appliquons  encore  ce  qui  précède  a  icquation  du  Iroisicme  désiré, 
Les  équations  ci-dessus  deviendront  (1184) 


P  =  o. 


Nous  éliminerons  d'abord  z^  en  remplaçant  zo  par  —  dans  l'équa- 

lion  (9.)  qui,  en  développant  et  en  chassant  les  dénominateurs,  prendra 
la  forme 

(2  bis)  z\  -+-  (h  —  p)z'i  -T-  li-  =  o. 

En  écrivant  z  au  lieu  de  Si,  nous  avons  donc  maintenant  ù  éliminer  z 
entre  les  équations  (i  )  et  (2  bis). 

Pour  simplifier  les  calculs,  sans  cela  assez  pénibles,  nous  commen- 
cerons par  multiplier  l'équation  (i)  par  z,  et  nous  la  retrancherons  de 
l'équation  (■?,  bis).  Il  viendra 

( 3 )  HZ-  —  f/ z  -h  w-  =  (t. 

Cette  équation  (3)  pourra  remplacer  Tétjuation  (i).  Nous  diviserons 
alors  l'un  par  l'autre  les  premiers  membres  des  équations  (2  bis)  et  (3  ). 
et  le  reste  du  second  degré  auquel  nous  nous  arrêterons  pourra,  égalé 
à  zéro,  être  substitué  à  l'équation  (2  bà).  Nous  aurons  ainsi  à  éli- 
miner z  entre  les  deux  équations  de  même  degré 

it  z- fJZ  —  fi-  =  o, 

{pu--+-  q'^)z'-  —  qii'^z  -i-  là  =  o. 

En  appliquant  alors  la  méthode  de  Cauchy,  nous  trouverons  les  rela- 
tions 


pu'  H-  cf^       qu- z 

HZ  —  (j  _      I 


{pii^  -h  q^)z  —  qu-        u- 

qui,  ramenées  à  la  forme  entière,  conduisent  au  système 

q{u^  —  pu-  —  q-  )z  —  u'^(u^  —  pu- —  q^)  —  o, 
(«^  —  pu'^ — q-)z -t-o  =:  o. 

Le  déterminant  des  coefficients   de  ces  équations  égalé  à  zéro  esl 
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l'équalion  finale  cherchée.  On  a  donc  pour  cette  équation 

II-  (  11^  —  fit-  —  (y2  j2  =  () 

ou,  en  extrayant  la  racine  carrée  et  en  supprimant  le  facteur  u  qui  ne 
peut  pas  être  nul, 

lû  —  pit- — •  q^  =  o. 

1187.  4°  Équation  aux  rapports  des  racines  prises  dei\  a  deux. 
Les  trois  équations  du  système  (a)  sont  ici 


L'é(iualion  finale  doit  être  du  degré  ni{ni  ^  i);  mais,  puis- 
qu'elle adm-et  pour  racines  aussi  bien  —  que  ^'5  elle  e>lréci- 

proque  (1070),  et  l'on  pourra  toujours  abaisser  son  degré  au 

,        ,        ...mlm  —  i)    ,„_,,, 
degré  moitié  — ^ (10/3j. 


Pour  ré([uation  du  troisième  degré.  les  équations  ci-dessus  devien- 
dront (1180; 

(Ij  z\-^pzi^q  =  o, 

(2)  Szf-H  33i(3,  —  3i)-^(32—  3i)2  +  ;j  =  O, 

(3)  n  =  "^. 

On  éliminera  d'abord  zn,  en  remplaçant  z^  par  uz^  dans  l'équation  (2) 
qui,  en  développant  et  en  simplifiant,  prendra  la  forme 

(2  his  )  (  /t-  -r-  1/  -h   i  )Z'l  p   =   o. 

En  écrivant  z  au  lieu  de  3i,  il  restera  à  éliminer  3  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (2  bis). 

Nous  simplifierons  les  calculs  en  divisant  l'un  par  l'autre  les  premiers 
membres  de  ces  équations.  Nous  ne  pourrons  pas  obtenir  un  reste  du 
second  degré;  mais  nous  nous  arrêterons  au  reste  du  premier  degré 
qui,  égalé  à  zéro,  nous  donnera  l'équation  {lùis)  par  laquelle  nous  au- 
rons le  droit  de  remplacer  l'équation  (i).  Cette  équation  {ibix)  a  pour 
expression 

(i  bis)  p{u^^  u)z  -^  r/(u'--+-  u  ^  j)  —  o. 
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En  divisant  alors  l'un   par  l'autre  les  premiers  membres  des  C(|ua- 
tions  (ihis)  et  (ibis),  nous  parviendrons  à  un  reste  du  premier  degrô 
qui,  égalé  à  zéro,  nous  fournira  à  son  tour  une  équation  (2  ter)  par  la- 
quelle il  nous  sera  permis  de  remplacer  l'équation  (2  Im-). 
Nous  aurons  donc  enfin  à  exprimer  (}ue  les  doux  é(}uations 

(ibis-)  p{u--T- 1/ )z -h  (j{ii'--r- H -- i)  =  n, 

{■?.  ter)  —  q{  u-  -h  //  -1-  i  )2  z  -4-  p~  (  a-  -{-  u)—  o 

ont  une  racine  commune.  Le  déterminant  des  coefficients  de  ces  équa- 
tions, égalé  à  zéro,  nous  conduira  à  l'équation  finale 

ou,  en  développant  et  en  réduisant,  à  l'équation 

f/'^u''  -^  3<7-H^H-  (Cuf--h p^)u'* 

-i-  (7<y--4-  ■xp^)u^-^  {6f/'--^ p^)/i'-  -T-  'if/'-/i  -^  q"^  ~  o, 

qui  est  bien  réciproque  (1073). 
En  divisant  ses  deux  membres  par  n^  et  en  posant 

'       A- 

u  -{ —  =  \ , 

/t 

on  la  ramène  facilement  (1073)  à  l'équation  de  degré  moitié  moindre. 
?n(m  —  1)  _ 
2 

q-  V^ -T-  3 q-Y-  -f-  (  3  q'-^ p^)\  -h  q--T-  ip^  =  O. 

1188.  Nous  tlémonlreions  encore  ce  théorème  imporlaiil  : 

Toute  ti  nnsforination  rationnelle  peul  être  ramenée  à  une 
transformation  entière. 

Soit,  sous  forme  entière,  l'équation 

F(c).=  o, 

supposée  de  degré  m,  et  désignons  par  9  cl  'j/  des  fonctions 
entières;  considérons  la  fonction  rationnelle  correspondante 
(le  ses  racines 

On  obtiendra  la  transformée  en  u  en  éliminant  -  entre  les 
équations 

F(.)  =  o,        ,.^.m. 
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A  chaque  racine  de  ré(|ualion  F(:;)  =0  répond  une  seule  va- 
leur de  II.  Il  en  résulte  que,  si  les  polynômes  Y{z)  et  "^{z) 
sont  premiers  entre  eux,  la  transformée  en  u  a  m  racines 
finies  et  est  aussi  de  degré  m.  Mais,  si  F(:;)  et  ^{z)  ont  un 
plus  grand  commun  diviseur  de  degré  p,  la  transformée  en  a 
a  p  racines  infinies  et  s'abaisse,  par  conséquent  (1068),  au 
degré  m — p.  Mais,  dans  ce  cas,  rien  n'empêche  de  diviser 
F (5)  par  ce  même  plus  grand  commun  diviseur,  afin  d'a- 
baisser aussi  l'équation  F(c)  =  o  au  degré  m  — p.  Nous  pou- 
vons donc  regarder  les  deux  polynômes  F(^)  et  '\i{z)  comme 
(^{!M\i premiers  entre  eux,  c'est-à-dire  l'équation  donnée  et  sa 
transformée  comme  étant  de  même  degré. 

Cela  posé,  nous  avons  prouvé  (  1153,  Remarque)  que,  lorsque 
deux  polynôuîes  F  (s)  et  4'(^)»  de  degrés  m  et  n,  sont  pre- 
miers entre  eux,  on  peut  toujours  déterminer  deux  autres 
polynômes  Fi(-)  et  'l'i(^),  de  degrés  m  —  i  et  n  —  i,  tels 
qu'on  ait 

.(0-  ¥{z)'h,{z)^']^{z)V\{z)=i. 

Pour  toute  racine  de  l'équation  donnée,  on  a  F(:;)  --=^  o,  et  la 
relation  (i)  devient 

—  ^];(^)  F,  (3)  =:  I  OU 

On  a  alors 

et  la  fonction  rationnelle  considérée  se  trouve  ramenée  à  la 
forme  entière. 

Fi(:;)  est  de  degré  m  —  i,  o{z)  est  au  moins  du  premier 
degré.  On  peut  donc  diviser  —  o(::)  F, (5)  par  F(;).  Si  Q  est 
le  quotient  et/(-)  le  reste  obtenus,  on  a 

-9(^)F,(:;)=:F(.)Q +/(.-) 

ou,  pour  toute  racine  de  F(;)  =0, 

îi^=-9(.)F,(.)-^/(.). 
?(  =  ) 

Comme /(ô)  est  de  degré  inférieur  à  F(::),  la  fonction  ration- 
nelle ramenée  à  la  forme  entière  est  de  degré  inférieur  à 
F(2),  c'est-à-dire  au  plus  du  degré  m  —\. 
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On  peut  donc  ajouter  {|ue  la  fonction  rationnelle  la  |>lii> 
générale  d'une  racine  d'une  équation  algébrique  de  degré  i» 
est,  par  rapport  à  cette  racine,  une  fonction  entière  de  de- 
gré /n  —  I . 

1189.  Ce  théorème  peut  s'étendre  immédiatement  au  cas 
où  l'on  a  affaire  à  une  fonction  rationnelle  de  plusieurs  ra- 
cines de  l'équation  proposée. 

En  effet,  admettons  que  la  fonction  rationnelle 

renferme,  avec  la  racine  z,  d'autres  racines  s,,  z.^,  z^,  . . .,  de 
l'équation  F(;)  =  o.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir  (1188), 
on  aura  au  plus 

?(-^)    Ai\-_i_A-2-4-  -4-    \.  -'«-' 

il;(s) 

et,  dans  celte  relation,  Aq,  A,,  A2,  . . .,  A,„_i  seront  des /o«c- 
tions  rationnelles  des  autres  racines  ;,,  z^,  -S3,  ...,  qu'on 
pourra,  respectivement  et  d'après  ce  qui  précède,  rendre  en- 
tières relativement  à  la  deuxième  racine  s,,  puis  par  rapport 
à  la  troisième  z.^,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  finalement, 
toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  racines  d' une  équation 
algébrique  peut  être  ramenée  à  une  fonction  entière  de  ces 
mêmes  racines. 


De  l'abaissement  des  équations. 

1190.  On  dit  qu'on  abaisse  une  équation  toutes  les  fois 
qu'on  peut  diminuer  son  degré  ou  ramener  sa  résolution  à 
celle  d'autres  équations  de  degrés  ])lus  simples. 

1191.  Toute  équation  F(^)  =:  o,  dont  les  termes  ne  renfer- 
ment que  des  puissances  de  :;  dont  les  exposants  soient  mul- 
tiples d'un  même  nombre  p,  est  susceptible  d'abaissement. 

En  effet,  si  le  degré  de  l'équation  est  mp  et  si  l'on  pose 
u  =■  zf,  il  est  clair  que  l'équation  F(3)  =  o  de  degré  mp  sera 
remplacée  par  une  équation  F(v/«)  =  o  ou  ç»(«)=o  de  de- 
gré ni. 
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Toute  équation  réciproque,  de  première  ou  de  seconde  es- 
pèce (1073,  1074),  peut  s'abaisser  à  un  degré  moitié  moindre. 

D'une  manière  générale,  l'abaissement  d'une  équation  a  lieu 
toutes  les  fois  qu'on  parvient,  par  un  procédé  quelconque,  à 
décomposer  son  premier  membre  en  deux  ou  plusieurs  fac- 
teurs (1021).  Toute  équation  qui  a  des  racines  égales  est 
susceptible  d'abaissement  (1092). 

1 192.  Dans  le  champ  infini  des  quantités  mesurées,  on  peut,  si 
l'on  veut,  regarderies  unes  comme  connues^  les  autres  comme 
inconnues.  On  peut,  par  exemple,  admettre  cette  distinction 
entre  les  nombres  commensurables  ou  rationnels  et  les  nom- 
bres incommensurables  ou  irrationnels  {Arithm.,  271,  273). 

Si  l'on  a  une  équation  algébrique  à  une  seule  variable 
F(v)  =  o,  ses  coefticients  peuvent  être  des  fonctions  ration- 
nelles des  quantités,  quelles  qu'elles  soient,  qu'on  regarde 
comme  connues. 

On  appelle  alors  diviseur  rationnel  tlu  premier  membre  F(5) 
tout  diviseur,  fonction  entière  de  ;:,  dont  les  coefficients  sont 
aussi  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  regardées  comme 
connues. 

D'une  manière  générale,  toute  fonction  rationnelle  de  ces 
quantités  est  elle-même  une  quantité  rationnelle. 

Ces  définitions  s'étendent  immédiatement  aux  fonctions 
entières  de  plusieurs  variables. 

1193.  Cela  posé,  et  conventionnellement,  toute  fonction 
entière  Y{z)  est  dite  irréductible,  lorsqu'elle  n'admet,  dans  le 
sens  indiqué,  aucun  diviseur  rationnel.  L'équation  corres- 
pondante, F(^)=o,  est,  à  son  tour,  une  équation  irréduc- 
tible. 

Il  est  clair  qu'une  fonction  entière  et  l'équation  correspon- 
dante sont  réductibles  ou  irréductibles,  suivant  qu'on  regarde 
comme  connue  telle  ou  telle  classe  de  quantités. 

Par  exemple,  l'équation 

est  irréductible,  si  les  quantités  connues  ?,on\,  les  seuls  nombres 
rationnels.  Mais,  si  les  quantités  connues  comprennent  aussi 
les  nombres  irrationnels,  racines  carrées  des  nombres  ration- 
nels, la  même  équation  devient  réductible,  puisque  son  pre- 
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mier  membre  est  le  produit  des  deux  facteurs  rationnels  (1 192) 

-  —  \/3  et  :;  -h  v/3. 
De  même,  l'équation 

z-  ~[-d>  =.o 

est  irréductible,  si  les  quantités  connues  sont  les  seuls  nombres 
réels.  Mais,  si  les  quantités  connues  comprennent  aussi  les 
nombres  imaginaires,  tels  (jue  nous  les  avons  considérés  (803 
et  suiv.),  la  même  équation  devient  réductible,  puisque  son 
premier  membre  est  le  produit  des  deux  facteurs  rationnels 
z  —  i  \/3  et  3  -h  /  \/3 . 

1194.  Une  équation  irréductible  à  coefficients  connus  ou 
rationnels  (1192)  ne  peut  avoir  que  des  racines  simples;  car, 
d'après  la  tbéorie  des  racines  égales  (1092),  les  racines  mul- 
tiples d'une  équation  algébrique  sont  données  par  des  équa- 
tions de  degrés  moindres,  à  coefficients  rationnels,  dont  les 
premiers  membres  sont  alors  des  diviseurs  rationnels  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée. 

1195.  F(-)  étant  une  fonction  entière  de  z  à  coefficients 
rationnels  et  F(c)::=o  étant  une  équation  irréductible  en 
raison  du  choix  des  quantités  connues,  ^{z)  étant  à  son  tour 
une  fonction  rationnelle  en  raison  du  même  choix,  il  suffit 
que  l'équation  <I)(3)=:o  admette  une  seule  racine  z^  de 
l'équation  F(  3)  =:  o,  pour  qu'elle  admette  toutes  les  autres. 

Soit,  en  elfet,  en  désignant  par  9  et  ^j;  des  fonctions  entières, 

On  en  déduit 

^{z)'b{z)^o{z), 

et  l'on  voit  que  s,,  annulant  <!*(-,>,  annule  aussi  o{z).  Par  con- 
séquent, G,  est  une  racine  commune  à  F(:;)=:o  et  à  cp(3)  =  o. 
11  existe  donc  (1079)  un  plus  grand  commun  diviseur  D,  au 
moins  du  premier  degré,  entre  les  deux  polynômes  9(3)  et 
F(3),  et  ce  plus  grand  commun  diviseur,  obtenu  par  divi- 
sions successives,  est  nécessairement  rationnel  dans  le  sens 
indiqué. 

Comme  la  fonction  entière  F(3)  ne  peut  pas,  par  liypo- 
tbèse,  admettre  de  diviseur  rationnel  autre  qu'elle-même,  il 
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faut  alors  que,  sauf  un  facteur  constant  qu'on  peut  toujours 
supprimer  clans  l'équation  correspondante,  F(-;)  se  confonde 
avec  D.  Par  conséquent,  (o{z)  est  le  produit  de  D  ou  de  F(^) 
par  une  autre  fonction  entière  '/_{:■),  et  l'on  peut  écrire 

de  sorte  que  l'équation  <^{z)^=o  est  bien  satisfaite  par  toutes 
les  racines  de  l'équation  F(^)  z=  o;  car  'i>(-)  est  premier  avec 

1196.  Lorsque  deux  racines  d'une  équation  algébrique  sont 
liées  par  une  relation  donnée,  on  peut,  dans  certains  cas, 
abaisser  l'équation,  en  opérant  par  voie  d'élimination. 

Soit  l'équation  de  degré  m 

n)  F(::)r=o, 

dont  deux  des  racines,  z  et  ^j,  sont  liées  par  la  relation 
entière 

(2)  0{z,Zi)  =  0. 

On  pourra  éliminer  .Zi  entre  cette  équation  et  l'équa- 
lion  F(^i)=:o,  et  l'on  sera  ainsi  conduit  à  l'équation  finale 


Or,  si  l'équation  donnée  (i)  est  irréductible,  0(j)  devra  être 
divisible  exactement  par  F{z)  [1195].  Par  conséquent,  l'équa- 
tion (3)  sera  plus  compliquée  ou  aussi  compliquée  que  l'équa- 
lion  (i)  dont  la  résolution,  en  général,  n'aura  pas  fait  un  pas. 
Mais,  si  l'équation  (i)  est  réductible,  elle  ne  rentre  pas  forcé- 
ment dans  l'équation  (3).  Le  plus  grand  commun  diviseur 
«•ntre  ^{z)  et  ¥{z)  peut  être  alors  différent  de  F{z)  et,  dans 
■otte  hypothèse,  l'abaissement  de  l'équation  donnée  a  lieu. 

1197.  Pour  le  montrer,  nous  traiterons  la  question  sui- 
vante : 

(J/i  suppose  que  deux  des  racines  z  et  z^  de  V équation  réduc- 
tible F(:;)^o  sont  liées  par  la  relation  z  -\-  z^^:^  a,  et  l'on 
demande  d'abaisser  l'équation. 

De  C.  —  Cours.  IV.  lij 
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On  devra  (1196)  éliminer  ^,  entre  les  deux  éfjualions 

(1)  F{z,)  =  o, 

(2)  z-^z,  =  a. 

L'équation  finale  en  z  sera  donc 

(3)  F(«-.)  =  o. 

Les  deux  pol\nômesF(c)  et  F(«  —  -:)  auront  alors  un  plu- 
grand  commun  diviseur  D,  au  moins  du  deuxième  degré,  ei 
l'on  pourra  décomposer  F(c)  en  facteurs  plus  simples. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  D  sera  évidemment  du 
deuxième  degré,  s'il  n'}'  a  que  deux  racines  z  et  :;i  dont  l;i 
somme  soit  égale  à  a,  l'équation  finale  (3)  étant  satisfaiii' 
aussi  bien  par  Zy  que  par  z,  en  raison  de  la  symétrie  résultant 
de  l'équation  (2).  D  sera  de  degré  supérieur  au  deuxième, 
s'il  existe  plusieurs  couples  de  racines  de  l'équation  donnée 
dont  la  somme  soit  a.   Il  sera  enfin  du  premier  degré,  si 

l'équation  donnée  a  seulement  une  racine  égale  à  -• 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  du  troisième  degré 
F(>)  =  ;5—832-i- 173  — 10  =  0, 
dont  deux  racines  ont  une  somme  égale  à  3.  L'équation  finale  est  ici 
F(3  -  3)  =  -  s^H- ^2-- 4;  -  4  -  o. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  F{z)  et  F(3  —  z) 

est  égal  à 

-32-^33-2. 

On  peut  donc  décomposer  F(3)  en  deux  facteurs 

—  S-— 3  3  — 2    et    —3 -+-5, 

c'est-à-dire  abaisser  l'équation  proposée  en  ramenant  sa  résolution  à 
celle  des  deux  équations 

3- —  33-i-2  =  0  et  3  —  5=0, 

qui  donnent  les  trois  racines  i,  2.  5.  dont  les  deux  premières  ont  une 
somme  éuale  à  3. 
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Recherche  des  racines  imaginaires. 

1198.  Comme  complément  du  principe  fondamental  de  la 
théorie  des  équations  (1009),  nous  avons  indiqué  précédem- 
ment (1016)  le  procédé  géométrique  qu'on  peut  suivre  pour 
trouver  s^raphiquement  les  racines  réelles  ou  imaginaires 
d'une  équation. 

Si  l'on  veut  opérer  algébriquement,  on  a  recours  à  l'élimi- 
nation. 

L'équation  proposée  étant 

F(;^=o, 

la  variable  z  est,  pour  toute  racine  imaginaire,  de  la  forme 
jr-h//,  X  et  }'  représentant  des  quantités  réelles.  Si  l'on 
substitue  ce  binôme  à  la  place  de  ;,  l'équation,  comme  on  le 
sait  (828),  prend  la  forme 

(i)  Y{z)  —  Y{x'^yi)  —  o{x,y)-^i'h{^x,y)  —  o. 

Toutes  les  fois  qu'on  atteint  une  racine  de  l'équation,  le 
module  de  F  (s)  ou 


s'annule,  et  réciproquement  (820,  873).  Les  deux  équations 

(•).)  0(:r,v)=0,  '|i(j:%  j)  =:0, 

sont  donc  satisfaites  à  la  fois. 

La  question  revient,  par  suite,  à  éliminer  x  entre  ces  deux 
équations  et  à  déterminer  les  racines  réelles  de  l'équation 
finale  en  y.  On  trouve  les  valeurs  réelles  correspondantes 
de  X,  en  cherchant,  pour  chaque  valeur  de  y,  les  racines 
communes  aux  équations  (2)  [117i  et  suiv,]. 

L'équation  finale  en  y  admettant,  par  exemple,  la  racine 
réelle  v -=  b,  et  les  deux  équations 

<p(^,  6)=:0,  ']j{jC,  b)  ^10, 

admettant  alors  la  racine  réelle  x^^a,  l'équation  F(c)=o 
est  satisfaite  à  son  tour  par  la  racine  imaginaire  zz=ia  -^  bi. 
Si  ses  coefficients  sont  réels,  elle  admet  en  même  temps,  sans 
calcul,  la  racine  imaginaire  conjuguée  a  —  bi  (1031). 
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1199.  Il  esl  mile  de  remarquer  que,  tl'après  la  s«'*rie  ilc, 
Taylor  étendue   au\   quantités   complexes   (967),  on  a,  en 
i-e?ardaiit  yi  comme  un  accroissement, 

Par  suite,  on  a,  pour  les  équations  (2)  du  numéro  précé- 
dent, en  supprimant  dans  la  seconde  le  facteur  commun  y, 

j  9(0^,  r)  =  F(,r)  -F"(.r)fi       .^FCV:(^.)^i-, 

I  ■i{j^,y)  =  F'(^)  -  ¥"\x-)  -Ç-  -r-  V'  (^)  -— ^ 

En  éliminant  jc  entre  ces  deux  équations,  on  voit  que 
l'équation  finale  en  >•  ne  pourra  renfermer  que  des  puis- 
sances paires;  elle  sera,  par  conséffuent,  toujours  suscep- 
tible d'abaissement  (1191). 

Si  l'on  donne,  par  exemple. 

(i)  ¥(z)  =  z^- U-^:-  —  ^^  =  o, 

on  écrira  immédiateraenl 

fix,  y)  =  a.3—  4'-—  •'■  —  '^''  —  '6.'-  —  8)-^ —  =  o, 
'  1.2 

^/(.r.y)  =  Sx"-  —  8.V  —  i  —  (> 


i .  2..  y 
OU 

(  'li(  x,j)  =  3.1-  —  8.V  —  ()■- — I  )  =  o. 

En  éliminant  x  entre  ces  deux  équations  par  la  méthode  de  Caucliy, 
lin  trouvera  facilemeiU  l'équation  finale 

jS  )  '•  -r-  j  12  )  *  —  ^07  )■-  —  10092  =  o 

et,  eu  posant  j  -=  it,  tout  sera  ramené  à  la  résolution  de  l'équation  du 
trois  ème  degré 

48«3_    ji2//- —  5o7«  —  10092  =  o. 
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Disparition  des  radicaux. 

1200.  On  a  souvent  à  considérer  des  équations  contenani 
des  radicaux.  Les  procédés  qu'on  emploie  pour  calculer  les 
liuines  d'une  équation  supposant  que  l'inconnue  n'est  en- 
pogée  sous  aucun  radical,  il  est  important  de  pouvoir  rem- 
placer une  équation  compliquée  de  radicaux  par  une  autre  ne 
renfermant  que  des  termes  rationnels.  D'une  manière  géné- 
rale, la  disparition  ou,  comme  on  dit  aussi,  l'évanouissement 
des  radicaux  d'une  équation  revient  à  une  question  d'élimi- 
ijiilion. 

En  effet,  étant  donnée  une  équation  compliquée  de  n  radi- 
I  aux,  on  peut  égaler  chacun  d'eux  à  une  inconnue  auxiliaire. 
On  obtient  ainsi  n  équations,  qu'on  rendra  immédiatemenl 
laiionnelles  en  élevant  les  deux  membres  de  chacune  d'elles 
à  la  puissance  marquée  par  l'indice  du  radical  qu'elle  con- 
licnt.  A  ces  n  équations,  on  joindra  l'équation  primitive  de- 
■.  enue  également  rationnelle  par  la  substitution  des  inconnues 
;ui\iliaires  aux  différents  radicaux  qu'elles  représentent.  On 
(oiistituera  de  cette  manière  un  système  de  «  -f- 1  équations 
laiionnelles  dont  on  déduira,  par  l'élimination  des  n  in- 
connues auxiliaires,  l'équation  finale  débarrassée  de  tous  ra- 
ilicaux;  car  les  méthodes  d'élimination  n'en  introduisent 
aticim. 

1201.  Il  faut  remarquer  avec  soin  que  Téquation  finale  con- 
duit à  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion primitive,  quand  on  tient  compte  des  valeurs  multiples 
des  différents  radicaux  qu'elle  contient  (8i6),  ou  des  équa- 
tions diverses  qui  y  sont  ainsi  renfermées.  Gela  tient  à  ce 
que,  lorsqu'on  égale  un  radical  à  une  inconnue  auxiliaire  et 
qu'on  élève  ensuite  les  deux  membres  de  l'égalité  à  la  puis- 
sance marquée  par  l'indice  du  radical,  l'équation  obtenue 
reste  la  même,  quelle  que  soit  la  détermination  choisie 
parmi  toutes  celles  dont  le  radical  est  susceptible  (850). 

1202.  Soit,  par  exemple,  l'cqualioii 

.r  -1-  y.r  -r-  i  —  \/.'        j.  —  <>■ 
Nous  poserons 
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ol  nous  en  déduirons  les  Iruis  éijualions  rationnelles 

.r  -i-  )•  —  ::  =  o,         .r  -*-  i  =  v-,  r  ^  2  =  z^. 

Il  faut  éliminer  enlrc  ces  éciualions  les  deux  inconnues  auxiliaires  ■ 
el  z. 
La  première  équation  donnant  1  —  :.  —  ./■.  lu  deuxième  devient 

.3-  —  a.rs  -^  ,r-  —  ./;  —  1  =  0. 

Il  reste  donc  à  éliminer  z  entre  cette  dernière  éi[ualion  et  la  troi- 
sième du  sj'stème,  qui  est 

En  divisant  l'un  par  l'autre  les  premiers  membres  de  ces  équations, 
on  pourra  remplacer  l'équation  en  z^  par  le  reste  du  second  degré. 
égalé  à  zéro,  auquel  on  s'arrêtera.  On  aura  donc  à  traiter  les  deii\ 
équations 

z- —  2X2  -T-  ■>'- ,/■ I   =:=  o. 

•2  .rz-  —  (  ./'^  —  ./■  —  I  )  3  —  .'•  —  i  =  O  : 

et,  en  leur  appliquant  la  méthode  de  Cauclu ,  on  parviendra  facilemeni 
à  l'équation  finale 

./■6  —  3  .r^  —  1  .r*  —  ■>  .r'*  —  1  7  ,r-  —  1  i  .r  -~  3  =  o. 

1203.  Toutes  les  fois  qu'un  arlifice  quelconque  pennot 
d'éviier  lemploi,  toujours  assez  pénible,  des  mélhotles  d'éli- 
mination, il  ne  faut  pas  manquer  d'y  avoir  recours. 

Nous  allons  indiquer  les  cas  les  plus  simples  où  Télimina- 
lion  peut  être  éludée. 

1204.  Lorsque  l'équation  proposée  ne  renferme  qu'un  seul 
radical,  on  l'isole  dans  l'un  des  membres,  et  l'on  élève  en- 
suite l'équation  à  la  [juissance  marquée  par  l'indice  du  ra- 
dical. 

1203.  Lorsque  l'équation  jiroposée  renferme  plusieurs  ra- 
dicaux, il  est  bien  clair  qu'on  ne  peut  pas,  en  général,  faire 
évanouir  successivement  cbacun  d'eux  par  la  règle  qu'on 
vient  de  rappeler;  car,  en  supposant  seulement  l'existence 
de  deux  radicaux,  l'évanouissement  du  premier  fait  néces- 
sairement apparaître  dans  l'équation  d'autres  radicaux  qui  ne 
s'y  trouvaient  pas  primitivement. 

Si  l'on  a,  par  exemple, 

jc  -+-  \/jc  -4-  1  =  \  \v  -T-  3, 
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il  viendra,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  quatrième  puis- 
-niice, 


+  4^  vA-i'  -4-  ij'*  +  \/{^  -+- 1)*  =  >^  -1-  3. 

1206.  Lorsque  l'équation  proposée  renferme  seulement 
deux  radicaux,  dont  l'un  est  du  second  degré,  on  peut,  par 
l'application  répétée  delà  règle  du  n"  lâGi,  les  faire  évanouir 
successivement,  pourvu  qu'on  commence  par  faire  dispa- 
raître celui  dont  l'indice  est  le  plus  élevé.  Cela  tient  à  ce  que 
les  puissances  d'un  radical  carré  ne  peuvent  pas  donner  nais- 
sance à  de  nouvelles  quantités  radicales. 

Si  l'on  a,  par  exemple, 


a-  H-  \  ju  -h  I  =:  {/a:  -+-  5, 

il  viendra  successivement,  en  élevant  d"abord  au  cube  et  en- 
suite au  carré, 

( -.V  -+-   \'.Z-  -+-  l)'  =:.  X  -\-  O, 


x'^+  Zx-  \Jx  -h  I  4-  3^(.r  -t-  i)  -f-  (^  -h  i)  six  H-  I  =  .r  -4-  5, 

x^ -]- o  X- -^  1 X  —  5     =  —  (  3  .r-  -î-  X  H-  I  )  \/x  -\-  i , 

{x^-^  'ix--\-  2x  —  5)2=      (3j?--h  Jc  -\-  i)'-  {x  -T-  I  ). 

1207.  Lorsque  l'équation  proposée  ne  renferme  que  deux 
radicaux  du  second  degré,  on  peut  les  isoler  dans  un  membre 
et  élever  l'équation  deux  fois  de  suite  au  carré. 

Si  l'on  a,  par  exemple. 


X  \^  X  I  =  \l  X 


on  écrira  successivement 


\  X 


-i-v/^ 


X-=i  X  —  \-^  X  —  5-1-2  \{x  —  \){x  —  o). 


X'^ —  'ia^-l-Ô      '-zzzl^^X  —  i)  {x  —  5), 
(X^—  -IX  -f-  6)-=:  f\{x  —  l)  {x  —  5). 

1208.  Enfin,  si  l'équation  proposée  ne  renferme  que  deux 
radicaux  cubiques,  on  peut  encore  les  faire  disparaître  très 
simplement  en  les  isolant  d'abord  dans  un  même  membre. 
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Si  l'on  ;i,  par  exemple, 

X  -f-  '\/x  -+-  b  =  '\/x  -T-  o, 

on  en  déduira 

œ  r=  '\J  X  -\-  a  —  '^x  -+-  b, 

el  l'on  élèvera  d'abord  au  cube  les  deux  membres  de  l'équa- 
lion.  On  aura 

x^  =:  {x  +  (1  )  —  3 \J {x  -^  a)' {x  -^-  b) 


4-  c>\\x  +  a)  {x  -f-  b)- —  {x  4-  b). 
11  en  résulte 
x'—{a  —  b)=—?,  \'{x  ^a){x-~  b)[\'x-^a  —  {/ x -^  b\ 

On  peut  alors  remplacer  par  x  la  parentbèse  du  second 
membre  et,  en  élevant  encore  au  cube,  on  a,  comme  équa- 
tion finale  sans  radicaux,  l'équation  du  neuvième  degré 

[x^—{a—b)'Y  =  ~'2-;x^{x-i-a)  {x  ~  b). 


LIVRE  NELVIÈME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(suite). 

RÉSOLUTIOX  DES  ÉOUATIOXS   NUMÉRIQUES. 


POSITION    GÉNÉRALE    DE    LA    QUESTION. 

1209.  Nous  avons  indiqué  précédemment  (997)  la  distinc- 
lion  qu'on  doit  faire  entre  les  équations  numériques  et  les 
équations  algébriques,  au  point  de  vue  de  leur  résolution.  Ce 
Livre  est  consacré  à  la  résolution  des  équations  numériques. 

Le  problème  est  celui-ci  :  Etant  donnée  une  équation  nu- 
mérique quelconque  (c'est-à-dire  dont  les  coefficients  sont  des 
nombres  connus  et  dont  les  racines  ne  présentent  aucune 
relation  spéciale),  trouver  les  valeurs  numériques  des  racines 
de  cette  équation,  exactement  si  cela  est  possible,  avec  une 
approximation  fixée  d'avance  dans  le  cas  contraire. 

Ce  problème  se  divise  ordinairement  en  deux  parties  :  il 
faut  d'abord  séparer  les  racines,  il  faut  ensuite  les  calculer. 

La  séparation  des  racines  consiste  à  déterminer  pour  tout»» 
racine  réelle  deux  nombres  qui  la  comprennent  et  qui  ne  com- 
prennent qu'elle  et,  pour  toute  racine  imaginaire,  un  contour 
fermé  qui  la  renferme  seule  (1109). 

Si  l'équation  proposée  a  des  racines  multiples,  il  faut  en 
outre  marquer  le  degré  de  multiplicité  de  chacune  d'elles; 
mais,  dans  la  pratique,  on  peut  toujours  ramener  la  résolution 
d'une  pareille  équation  à  celle  d'équations  de  degrés  infé- 
rieurs et  n'ayant  que  des  racines  simples  (1092). 

Nous  nous  occuperons,  en  premier  lieu,  de  la  séparation 
des  racines.  Nous  démontrerons,  à  ce  sujet,  plusieurs  théo- 
rèmes très  importants,  qui  s'y  rapportent  directement  ou 
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iiulirecleinciil  on  éclairant  j^lii'  le  nombre  possible  des  racines 
de  chaque  espèce,  cl  (|ui  lonl  suite,  en  quelque  sorte,  aux 
propriétés  i;énérales  des  fonctions  entières  établies  précé- 
deninient  (  i)S)S)  et  suiv.),  propiiélés  dont  nous  ferons  aussi  un 
fréquent  usage. 

Nous  traiterons  en  second  lieu  du  calcul  Jiumérique  des 
racines  séparées,  en  distinguant  entre  les  racines  conimen- 
surables  et  les  racines  incommensurables. 

A'ous  supposerons,  sauf  avertissement  contraire,  qu'il  s'agit 
d'équations  à  coefficients  réels. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORÈME   DE   DESCARTES. 


Définitions. 

1210.  Quand  deux  termes  d'une  lonclion  enlière  à  coeffi- 
cients réels  sont  de  signes  contraires,  on  dit  qu'ils  présentent 
une  variation;  quand  ils  sont  f/e  même  signe,  ils  présentent 
une  permanence. 

Le  premier  niemi)re  de  l'équation 

/{■r)  :=  jc^'  —  2  x'*  -!-  3 a;^  h-  ./■-  —  .r  —  i  =  o 

ofïre  trois  variations  et  deux  permanences. 

Quand  une  équation  (dont  le  second  membre  est  zéro)  est 
complète,  c'est-à-dire  quand  il  n'existe  aucune  lacune  entre 
ses  termes,  la  somme  des  nombres  de  variations  et  de  perma- 
nences de  son  premier  membre  reproduit  évidemment  son 
degré. 

Propositions  préliminaires. 

1211.  I"  Dans  une  fonction  entière,  entre  deux  termes  de 
signes  contraires,  il  y  a  toujours  un  nombre  impair  de  varia- 
tions; entre  deux  termes  de  même  signe,  il  y  a  toujours  un 
nombre  pair  de  variations  (zéro  est  un  nombre  pair). 

Cette  remarque  est  évidente. 

1212.  2°  Lorsqu'une  équation  algébrique  j\x)  zzz  o,  dont  le 
premier  terme  a  été  rendu  positif,  n'admet  que  des  racines 
négatives  et  des  racines  imaginaires,  le  dernier  ternie  de  son 
premier  membre  est  nécessairement  positif. 

En  effet,  si  ce  dernier  terme  était  négatif,  l'équation  aurait 
au  moins,  contre  l'iiypothèse,  une  racine  positive  (1010,  1011). 
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1213.  3"  a  élanl  un  iionihic  positif,  si  l'on  miillipUc  la 
fonction  entière  f{.r)  par  un  binôme  de  la  forme  .r  —  a,  le 
nombre  des  variations  du  produit  surpasse  toujours  d'un 
nombre  impair  {qui peut  être  égal  à  \)  le  nombre  des  varia- 
tions du  multiplicande. 

Pour  démontrer  ce  lenime,  niellons  en  évidence  les  varia- 
tions du  mulliplicande,  en  le  parlageanl  en  groupes  de  lermes 
de  même  signe. 

Le  premier  groupe  se  compose  du  premier  lerme  Mœ'"  de 
f{jc),  supposé  posilif,  et  des  termes  suivants  qui  ont  le  même 
signe.  Un  nouveau  groupe  commence  au  premier  lerme  né- 
gatif —  "Sx",  et  est  formé  de  ce  terme  et  de  tous  les  termes^ 
négatifs  qui  le  suivent.  Le  troisième  groupe  commence  au 
nouveau  terme  positif  +  P xp  qui  apparaît,  et  comprend  ce 
terme  et  tous  les  termes  positifs  qui  lui  succèdent.  Et  ainsi 
de  suite.  Chaque  groupe  peut  ne  contenir  qu'un  seul  lerme. 

On  peut  alors  écrire  le  polynôme  f{x)  en  n'indiquant  que 
le  premier  terme  de  chaque  groupe,  sauf  pour  le  dernier 
groupe  dont  on  indiquera  les  deux  termes  extrêmes  ±  \2x" 
et  ±:  V.  La  multiplication  sera  alors  représentée  comme  ci- 
dessous  : 

Mx"'  ^ .  .  .  —  N.r«         —...--    P,r/'      —...--  Qx'l       —  ...  —  U.r"        ~=  .  .  .  -  V 
,r  —  a 

M.r'"+i  —  ...—   Nx«+i  — .  .  .  —    Px/'-^i  — .  .  .  —  Qxl-^^  —...=:  U.r«+i  ±.  .  .=Vj 
— ...—    N'.r«-t-»  — .  .  . -^   P'.r/'+i  —  . , .  — Q'-r-z+i -+- .  .  .±  U'.r«+'::p 

iMx'"+'...  — (X— N';x«-i...  — (P^P')j:/'+i...— (Q+Q')a:7+i...=±(U-T-U').r«+i.  . .  . 

Le  premier  produit  partiel/(.r)x- n'exige  aucune  remarque. 
Le  second   produit   partiel   commence    au  terme   négatif 

—  Max'",  et  les  termes  suivants  sont  négatifs  jusqu'au  terme 
en  x"-+^  inclusivement.  Ce  terme  —'S'x"-^^  est  le  produit  par 

—  «du  terme  posilif  du  multiplicande  qui  précède  — l\x". 
Le  terme  suivant  du  second  produit  partiel,  qui  est  -f-Nax", 
commence  une  série  de  termes  positifs,  puisque  ces  termes 
proviennent  du  produit  par  —  a  de  termes  négatifs  du  multi- 
plicande. Le  dernier  terme  de  cette  série  est  -h  P'xp-^^  et  pro- 
vient du  produit  par  —  a  du  terme  qui  précède  au  multipli- 
cande le  terme  -^Pxp.  Au  delà,  les  termes  du  multiplicande 
devenant  positifs,  c'est  une  série  de  termes  négatifs  qu'on  a  à 
écrire  au  second  produit  partiel....  On   continue  ainsi,  jus- 
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qu'à  ce  qu'on  parvienne  au  dernier  groupe  du  multiplicande. 
Après  avoir  formé  le  terme  ±:  U'.r"+',  qui  est  de  même  signe 
(jue  le  terme  ±  U  j7"+'  d'après  ce  qui  précède,  on  a  à  multi- 
plier par  —  aie  terme  ±  [Jjc"  et  une  série  de  termes  de  même 
signe  :  tous  les  termes  correspondants  du  second  produit 
partiel  ont  donc  le  signe  q=  jusqu'au  dernier  terme  rp  V«. 

Si  l'on  additionne  maintenant  les  deux  produits  partiels 
pour  avoir  le  produit  total,  on  ne  peut  présumer  quels  signes 
les  réductions  entre  termes  semblables  de  signes  contraires 
introduiront  dans  l'intervalle  qui  sépare  les  termes  M^'"+^  et 

—  (N  4-  N')x"-^^  ;  mais  on  est  certain  qu'il  existera  un  nombre 
impair  de  variations  entre  ces  deux  termes  de  signes  con- 
traires (1211),  c'est-à-dire  au  moins  une,  comme  entre  les 
deux  termes  M^'"  et  —  N  j?"  du  multiplicande,  plus  un  nombre 
pair  qui  peut  être  zéro.  De  même,  entre  les  deux  termes 

—  (N  +  N').r"+*  et  +  (P  H-  V')jcp+'^  du  produit,  il  y  aura  au 
moins  une  variation  comme  entre  les  deux  termes  — Nj?'*  et 
+  PxP  du  multiplicande,  plus  un  nombre  pair  de  variations 
qui  peut  être  zéro....  On  continuera  de  la  même  manière 
jusqu'aux  termes  zt  (U  +  \j')x"-^^  et  zp  \ a  du  produit.  Entre 
ces  deux  termes  de  signes  contraires,  il  existe,  comme  pré- 
cédemmenl,  un  nombre  impair  de  variations,  c'est-à-dire  au 
moins  une  plus  un  nombre  pair  qui  peut  être  zéro,  tandis 
qu'entre  les  deux  termes  zbUj:-"  et  ±:  V  du  multiplicande  il 
n'existe,  par  hypothèse,  aucune  variation. 

Il  en  résulte  que  le  nombre  des  variations  du  produit 
f{x)  [jc  —  a]  surpasse  au  moins  d'une  unité,  plus  une  somme 
de  nombres  pairs  positifs  qui  peuvent  être  nuls,  le  nombre 
des  variations  du  multiplicande.  En  d'autres  termes,  l'excès 
du  nombre  de  variations  du  produit  sur  le  nombre  de  varia- 
lions  du  multiplicande  est  un  nombre  impair  qui  peut  se  ré- 
duire à  l'unité. 

Si  l'on  désigne  par  ]u.  le  nombre  des  variations  du  multipli- 
cande et  par  2  A  un  nombre  pair  positif  qui  peut  être  nul,  le 
nombre  des  variations  du  produit  sera  donc  exprimé  par 

j'jt.  -t-  I  H-  ■>  />■. 

Remarque.  —  Nous  avons  dit  que  chaque  groupe  du  mul- 
tiplicande peut  ne  contenir  qu'un  seul  terme.  Or,  s'il  s'agis- 
sait du  dernier  groupe,  que  nous  avons  supposé  dans  notre 
démonstration  composé  au  moins  de  deux  termes,  il  faudrait, 
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dans  l'hypollièso  d'iiu  seul  terme,  faiie  "N'^ro  et  leriiiiner  le 
multiplicande  au  terme  ±  Uj?".  Le  produit  serait  donc  lui- 
même  terminé  par  les  deux  termes  consécutifs 

±:  (U  +  U').r"+'  q=  []a.r", 

et  rien  ne  serait  changé  aux  conclusions  précédentes. 

Théorème  de  Descartes. 

12li.  Da/is  toute  équation  algébrique  à  coefficients  réels. 
f{ji-)=zo,  le  nombre  des  variations  du  premier  membre  est 
une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  positi^'es  de  l'é- 
quation et,  lorsque  ces  deux  nombres  ne  sont  pas  égaux,  leur 
différence  est  un  nombre  pair . 

Désignons  par  a,  b,  c,  .  .  .,  les  racines  positives  de  l'équa- 
tion fix)  =^  G,  et  représentons  par  9(^7)  le  produit  des  facteurs 
premiers  de/(j:)  qui  répondent  aux  racines  négatives  et  aux 
racines  imaginaires  de  l'équation  /'(x)  =:  o.  On  pourra  poser 

(1017) 

(  I  )  /{x)  =  o  {x)  {X  -  a)  (x  -  b)  {x  -c).... 

Puisque  l'équation  o{x)  =zo  n'admet,  par  hypothèse,  aucune 
racine  positive,  les  termes  extrêmes  de  son  premier  membre 
sont  de  même  signe,  et  on  peut  les  supposer  tous  deux  posi- 
tifs (1212).  Par  conséquent,  le  polynôme  o{x)  renferme  un 
nombre  pair  2/c  de  variations  (1211),  qui  peut  être  nul.  Si 
l'on  multiplie  alors  o{x)  par  x  —  a,  le  produit 

o{a-){x-a) 

renferme,  d'après  le  lemme  précédent  (1213)  et  en  désignant 
par  9A1  un  nombre  pair  qui  peut  être  nul,  un  nombre  de  va- 
riations représenté  par 

2/>-  4-  I  -h  2/1. 

'A  son  tour  et  d'après  le  même  lennne,  en  désignant  par  ^k:, 
un  autre  nombre  pair  (|ui  peut  être  nul,  le  produit 

o{^v){x-a){x-b) 
renferme  un  nombre  de  variations  égal  à 

2  /,•  -H  1  -J-  ^.  /m  -+-  1  4-  2  k,  —  2  A  -i-  2  /n  4-  2  A-,  +  2, 
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le  dernier  terme  "î  étant  le  nombre  des  racines  positives  con- 
sidérées ou  introduites. 

On  poursuivra  de  la  même  manière,  et  l'on  voit  que,  si  l'é- 
(!iiation/(j?)  =  0  possède  w  racines  positives,  le  nombre  des 
variations  du  second  membre  de  l'identité  (i)  sera  exprimé 
par 

2  A ■  +  2  /.-,  4-  2  Ao  + .  . .  H-  2 k^  +  G7, 

loLis  les  nombres  pairs  qui  précèdent  cr  pouvant  être  nuls. 

Le  nombre  des  variations  du  premier  membre  de  l'équation 
/  r)  ^  G  est  donc  bien  une  limite  supérieure  du  nombre  de 
-os  racines  positives,  et,  si  le  nombre  des  variations  surpasse 
'  l'Iui  des  racines  positives,  c'est  d'un  nombre  pair. 

1215.  Lorsque  le  premier  membre  d'une  équation  ne  pré- 
si-nte  qu'une  variation,  cette  équation  admet  nécessairement 
une  racine  posili^-e,  et  une  seule  ;  car  la  différence  entre  le 
nombre  des  variations  et  celui  des  racines  positives,  devant 
t'ire  un  nombre  pair  positif  (1214),  ne  peut  être  ici  que  zéro. 

1216.  Pour  toute  équation  à  coefficients  réels,  f{j:)  z=  o,  le 
iiombre  des  variations  du  premier  membre  de  la  transformée 
en  — X  (1039)  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
négatives  de  l'équation  donnée  et,  lorsque  ces  deux  nombres 
ne  sont  pas  égaux,  leur  différence  est  un  nombre  pair. 

Cette  proposition  est  un  corollaire  immédiat  du  théorème 
de  Descaries  (1214.);  car  la  transformée  en  — x  d'une  équa- 
tion a  précisément  pour  racines  positives  les  racines  négatives 
'II'  la  proposée. 

1217.  Quand  l'équation  f{x)^o  est  complète  (1210),  on 
n'a  pas  besoin  de  former  la  transformée  en  — x,  pour  avoir 
une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  négatives;  car 
toute  permanence  du  premier  membre  de  la  proposée  devient 
nécessairement  une  variation  du  premier  membre  de  la  trans- 
formée, et,  réciproquement,  les  signes  changeant  seulement 
de  deux  en  deux  lorsqu'on  passe  de  la  première  équation  à  la 
seconde  (  1039). 

On  peut  alors  réunir  la  proposition  principale  et  son  corol- 
laire dans  l'énoncé  suivant  : 

Lorsqu'une  équation  est  complète,  les  nombres  de  variations 
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et  de  permanences  de  son  pi  entier  membre  sont  respecli^'e- 
ment  des  limiLes  supérieures  des  nombres  de  racines  positi^-es 
et  négatives  qu'elle  peut  admettre,  et  les  différences,  quand 
elles  existent,  sont  des  nombres  pairs. 

1218.  Quand  l'équation  f{x)  :=^  o  est  incomplète,  la  somme 
r  -^  i''  des  nombres  de  variations  de  son  premier  membre  et 
de  celui  de  sa  transformée  en  —  x  ne  peut  pas  surpasser  son 
degré  m,  et  la  différence,  si  elle  existe,  est  un  nombre  pair. 

Supposons  que,  entre  deux  termes  consécutifs  du  premier 
membre  de  l'équation  incomplète  présentant  une  lacune,  on 
introduise  (avec  le  coelticienl  o)  un  terme  affecté  d'un  signe 
quelconque.  On  aura,  par  exemple,  de  cette  manière  à  consi- 
dérer les  trois  termes 

-±  \x"±ioxP±i  B  .;■  '■. 

Si  les  deux  termes  existants  sont  de  signes  contraires,  c'est- 
à-dire  présentent  une  variation,  il  est  clair  que  l'introduction 
du  terme  intermédiaire  ne  modifiera  pas  le  nombre  des  varia- 
tions du  polynôme  et  ne  fera  que  changer  leur  ordre.  Si  les 
deux  termes  existants  sont  de  même  signe,  c'est-à-dire  ne 
présentent  aucune  variation,  il  est  clair  également  que  l'in- 
troduction du  terme  intermédiaire  ne  fera  naître  aucune  va- 
riation supplémentaire  ou  en  fera  naître  deux  nouvelles, 
suivant  que  ce  terme  intermédiaire  sera  affecté  du  même 
signe  que  les  deux  termes  qui  le  comprennent  ou  d'un  signe 
contraire. 

Ainsi,  chaque  fois  que  l'on  introduit  (avec  le  coefficient  o) 
un  terme  destiné  à  combler  une;  lacune  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  incomplète,  on  laisse  intact  le  nombre 
des  variations  ou  on  l'augmente  de  deux  unités. 

Il  en  résulte  que,  le  premier  membre  de  l'équation  donnée 
étant  rendu  complet  par  l'introduction  successive  de  ces 
termes  de  coefficient  o  et  de  signes  quelconques,  son  nombre 
de  variations  restera  le  même  ou  croîtra  d'un  nombre  pair. 

Si  l'on  désigne  alors  par  Cj  et  i>\  les  nouveaux  nombres  de 
variations  du  premier  membre  de  l'équation  complétée  et  de 
celui  de  sa  transformée  en  —x  traitée  de  la  même  manière, 
et  par  s/cieta/r'i  deux  nombres  pairs  positifs  qui  peuvent 
être  nuls,  on  aura 
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On  a  d'ailleurs  (1210) 

(',+  i'\  =  m, 

|i!iisque  les  permanences  du  premier  membre  d'une  équation 
(I impiété  correspondent  exactement  aux  variations  du  pre- 
iiiier  membre  de  sa  transformée  en  — .^(1217).  Il  vient  donc 

d'iii'l 

»i  —  ((•-:-  r' )  =  2  Aj  -h  2 A',         et         c  -h  v''1  m. 

Limites  relatives  au  nombre  des  racines  imaginaires. 

1219.  Ce  qui  précède  permet  d'indiquer  des  limites  infé- 
I  icures  du  nombre  I  des  racines  imaginaires  d'une  équation 
/'<.'■)  =  o. 

i"  Eli  conservant  les  mêmes  notations,  c  est  une  limite  su- 
IH'iieure  du  nombre  P  des  racines  positives  de  l'équation 
f{.r)=zo,  supposée  de  degré  m,  et  i''  une  limite  supérieure 
lin  nombre  N  de  ses  racines  négatives.  Or  on  a  (1017) 

cl  il  en  résulte 

/n      P  -  N  =  1, 

'  I  st-à-dire 

/Il  —  (r  -h  t'')ll. 

Vinsi,  le  tiombre pair  (1218)  m  —  (''  ^-  *"')  est  une  iiniile  infé- 
I  it'iire  du  nombre  I. 

>/'  De  résralilé 

I  =  w  -^  P  -  N, 

on  peut  déduire  également,  en  ajoutant  et  en  retranchant 
dans  le  second  membre  v  +  c', 

I  =  ((' —  P) -f- ((•'- N)  +  (m  —  (•  — (/). 

Mais  r'—  N  et  m  —  r  —  r'  sont  (1216,  1218)  des  nombres  pairs 
jiositifs,  qui  peuvent  être  nuls.  On  a  donc 

l^r  — P. 

Le  nombre  pair  r  —  V  est,  par  conséquent,  une  limite  infc- 
I  lettre  du  nombre  I. 

De  C.  —  Cours.  IV.  26 
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12^0.  3"  l.  ne  lacune  quelconque  entre  deux  termes  de  mé/ii' 
signe  et   une   lacune  composée  de  deux  termes  au  moins  ( 
entre  deux  termes  de  signes  contraires  entraînent  respectif  c- 
ment  l'existence  de  deux  racines  imaginaires  au  moins. 

Représentons  (1218)  par  Ai"  et  lî/''  les  deu\  termes  entr 
lesquels  a  lieu  la  lacune  considérée. 

Supposons-les  d'ahovd  de  même  signe,  la  lacune  étant  qu(  - 
conque. 

Si  les  deux  termes  sont  de  même  parité,  c'est-à-dire  ton- 
deux  de  degré  pairo//  impair  (et  alors,  il  manquera  au  moin 
un  terme  entre  euN,  de  sorte  qu'on  aura  n  —  r'ii),  ils  reste- 
ront encore  de  même  signe  dans  la  transformée  en  — x\  ils 
ne  donneront  donc  lieu  à  aucune  variation  dans  la  proposée 
et  dans  la  transformée.  Si  les  deux  termes  sont  de  parité  dif- 
férente, l'un  de  degré  pair,  l'autre  de  degré  impair  (et  alors, 
il  manquera  au  moins  deux  termes  entre  eux,  de  sorte  qu'on 
aura  n  —  /'^S),  ces  deux  termes,  de  même  signe  dans  la  pro- 
posée, seront  de  signes  contraires  dans  la  transformée  en 
—  X',  ils  donneront  donc  lieu  à  une  seule  variation  dans  la 
proposée  et  dans  la  transformée.  D'après  le  théorème  de  Des- 
caries (121i,  1216),  le  nombre  des  racines  réelles  possibles 
sera,  dans  les  deux  hypothèses,  au  moins  diminué  de  2. 

Supposons  maintenant  les  termes  considérés  de  signes  con- 
traires, la  lacune  entre  eux  étant  au  moins  de  deux  termes. 

Si  les  deux  termes  en  question  sont  de  même  parité  (et 
alors,  il  manquera  d'après  l'énoncé  au  moins  trois  termes 
entre  eux,  de  sorte  qu'on  aura  n  —  /'^^j,  ils  resteront  de 
signes  contraires  dans  la  transformée  en  — x;  ils  donneront 
donc  lieu  à  deux  variations  dans  la  proposée  et  dans  la  trans- 
formée. Si  les  deux  termes  sont  de  parité  différente  (et  alors, 
il  manquera  au  moins  deux  termes  entre  eux,  de  sorte  qu'on 
aura  n  —  z'^S),  ils  donneront  une  variation  dans  la  proposée 
et  n'en  donneront  pas  dans  la  transformée;  ils  ne  fourniront 
donc  (\nune  seule  variation  dans  la  proposée  et  dans  la  trans- 
formée. Le  nombre  des  racines  réelles  possibles  sera  donc 
encore,  dans  les  deux  hypothèses,  au  moins  diminué  de  2. 

Finalement,  on  peut  dire  que  le  double  du  nombre  des  la- 


(')  On  se  rendra  facilement  coniple  qu'une  lacune  d'un  seul  ternie  entre 
deux  termes  de  signes  contraires,  échappe  à  la  dénionslialion  que  nous 
iiilons  donner. 
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ciuies.  telles  qu'on  les  a  définies,  est  une  limite  inférieure  du 
nombre  des  racines  imaginaires  de  Véquation. 

1221.  Enfin  nous  indiquerons  une  dernière  limite  due  à 
Stl'rm. 

\"  Soit  l'équation  f{x)^^oeta  un  nombre  positif.  Si  le 
nn/ubre  des  variations  du  produit  o{.v)  obtenu  en  multiplia /it 
/ix)  par  le  binôme  œ  —  a  surpasse  deik^  i  (1213)  le  nombre 
lies  variations  du  multiplicande  f{oo),  l'équation  proposée 
admet  au  moins  2  k  racines  imaginaires. 

Le  polynôme /(.r)  ayant  r  variations  et  l'équation  y(.r)  =  o 
ayant  P  racines  positives,  le  polynôme  9  (j:)  présentera,  par  hy- 
pothèse, «'  +  2/1  -M  variations,  tandis  que  l'équation  0(^)^0 
iSLira  P  -1-  I  racines  positives.  II  en  résulte  que  cette  dernière 
équation  admettra  au  moins  (1219,  2°) 

((•-H2/.-  +  I)  —  (P  +  l)       ou       (('—  P)-f-2A- 

racines  imaginaires.  Et  comme  v  —  P  est  un  nombre  pair  po- 
?ilii  qui  peut  être  nul  (  1214-),  et  que  l'équation  cp  (j?)  =:  o  a  les 
mêmes  racines  que  l'équation /(.r)  =  o,  sauf  la  racine  posi- 
tive a  introduite  par  la  multiplication,  on  voit  que  2  A-  est  une 
limite  inférieure  du  nombre  des  racines  imaginaires  de  l'é- 
(|  nation /(.r)  =  o. 

Exemples. 

1222.  1°  Soit  l'équation 

x*  —  3 x'^  -+-  j .t-  —  7 .r  -I-  I  =  o. 

Son  premier  membre  ayant  quatre  variations,  elle  peut  admettre  (121  4) 
un  nombre  de  racines  positives  égal  à  quatre,  à  deux  ou  à  zéro. 
La  transformée  en  —  .r  étant 

./•â  —  3  Jc3  —  j  .r2  —  -  X  —  1  =  0, 

l'i  son  premier  membre  présentant  une  seule  variation,  l'équation  pro- 
|iosée  admet  une  racine  négative  et  une  seule  (1215).  [On  voit  qu'on  a 
ici  (1218;  V  ~-  v  =  m.] 

Comme  l'équation  donnée  est  du  cinquième  degré,  ces  renseignements 
suffisent  pour  indiquer  quelle  peut  être  la  nature  de  ses  racines  :  elle 

•Mira 

4  rac.  pjs.,     i  rac.  nég.,     o  rac.  imag., 

on  j,  rac.  pos.,     1  rac.  nég.,     2  rac.  imag., 

'(  G  rac.  pos.,     I  rac.  nég.,    4  rac.  imag. 
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2°  Soit  l'équation 

x'  —  3 or*  -^  IX-  —  X  -^  10  =  o. 

Les  deux  premiers  termes  sont  désignes  contraires  et  présentent  cn:i 
eux  une  lacune  composée  de  trois  termes.  L'équation  a  donc  au  moi: 
(1220)  deux  racines  imaginaires.  Son  premier  membre  offrant  quai 
variations,  le  nombre  de  ses  racines  positives  est  4,  a  ou  o.  Enfin,  la 
transformée  en  —  x  étant 

x'  —  Zx^ IX-  —  .r  —  10  =:  o, 

et  son  premier  membre  n'ayant  qu'une  variation,  l'équation  propos^ 
admet  une  racine  négative  et  une  seule.  [On  voit  qu'on  a  ici  (  I2i^ 
i'  -1-  f  '  <  m  ] . 
L'équation  donnée  étant  du  septième  degré,  elle  aura 

4  rac.  pos..     i  rac,  nég..     i  rac.  imag.. 
ou  2  rac.  pos.,     i  rac.  nég.,     4  rac.  imag.. 

ou  o  rac.  pos.,     i  rac.  nég.,    6  rac.  imag. 

3°  Soit  l'équation 

S-r*" —  'jx^  —  I  =  o. 

Son  premier  membre  ne  présente  qu'une  variation,  et  il  en  est  de  mên 
du  premier  membre  de  la  transformée  en  — x  qui  est 

3x6-1-7^3 —  I  ~  o. 

[On  voit  qu'on  a  ici  (1218)  t'-+-t''<m].   L'équation  proposée  admet 
donc  (1215)  une  seule  racine  positive  et  une  seule  racine  négati\' 
Comme  elle  est  du  sixième  degré,  elle  a  forcément  quatre  racines  ima- 
ginaires, et  la  nature  de  ses  racines  est  complètement  de'terminée. 

Le  résultat  précédent  est  d'accord  avec  le  théorème  des  lacunes  (1220  ■ 
Entre  les  deux  premiers  termes  du  premier  membre  de  l'équation,  (jui 
sont  de  signes  contraires,  comme  entre  les  deux  derniers  termes  q' 
sont  de  même  signe,  il  existe  une  lacune  de  deux  termes.  Il  en  résul 
que  l'équation  doit  avoir  au  moins  2  x  2  ou  4  racines  imaginaires. 

4°  Soit,  encore,  l' équation 

f{x)  z=  x'' -h  X^ -^  X^  -h  X  —  1  =  0. 

Son  premier  membre  présente  une  variation,   tandis  que  celui  de  la 
transformée  en  —  x, 


f(—x)  =  x<^—x^-i-x^- 


X  —  1  =  0, 


en  présente  trois.  L'équation  donnée  a  donc  une  seule  racine  positiv( 
(1215),  et  elle  peut  avoir  trois  racines  négatives  ou  une  seule  (121(>' 
elle  a  donc  2  ou  4  racines  imaginaires. 
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On  voit  qu'on  a  m  —  (t- -f- 1'')  =  2;  ce  qui  indique  (1219,  i")  au 
ûinins  deux  racines  imaginaires.  La  lacune  qui  existe  entre  les  deuxpre- 
îniers  termes  de  f{jc)  conduit  à  la  même  limite  inférieure  (1220).  En- 
fin la  limite  de  Sturm  (1221)  ne  donne  rien  de  plus;  car,  si  Ton  mul- 
tiplie/(u;)  par  le  binôme  x  —  i,  on  trouve 

'j(.r)  =  f(x)  [x  —  1]  —  x'  —  x^-î-  x'* —  IX  -\-\. 

(■  produit  renferme  quatre  variations,  tandis  que/i.ï-)  en  renferme 
nie  seule.  L'excès  étant  2-4-1,  la  limite  invoquée  montre  que  l'équation 
j\  r)  =  G  a  au  moins  deux  racines  imaginaires  :  elle  peut  en  avoir 
>iaatre. 


Formes  du  théorème  de  Descartes  lorsque  l'équation  proposée 
a  toutes  ses  racines  réelles. 

1223.  On  peut  savoir  d'avance  qu'une  équation  a  toutes  ses 
racines  réelles.  Le  théorème  de  Descaries  prend  alors  l'une 
des  deux  formes  suivantes  : 

Lorsqu'une  équation  complète  a  toutes  ses  racines  réelles,  le 
nnmbre  des  variations  et  celui  des  permanences  de  son  pre- 
mier membre  représentent  respectivement  le  nombre  de  ses 
racines  positives  et  celui  de  ses  racines  négatives. 

Lorsqu'une  équation  incomplète  a  toutes  ses  racines  réelles, 
U'  nombre  des  variations  de  son  premier  membre  représente  le 
nombre  de  ses  racines  positives,  et  le  nombre  des  variations  du 
premier  membre  de  sa  transformée  en  — x  représente  celui 
'!('  ses  racines  négatives. 

En  effet  : 

I''  L'équation  considérée  étant  complète  et  de  degré  m, 
supposons  qu'elle  ait  P  racines  positives  et  N  racines  néga- 
tives, son  premier  membre  présentant  v  variations  et  p  per- 
manences. 

-Nous  aurons  à  la  fois,  d'après  l'hypothèse, 

m  =z  P  -!-  N  ==  (^  -^P' 
Mais  on  a  (1217) 

'■h\  si  l'on  avait  c  >  P,  on  devrait  avoir,  d'après  l'égalité  pré- 
édente,  /?  <  N;  ce  qui  est  impossible. 
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On  a  donc  nécessairemenl 

2»  L'équation  considérée  étant  incomplète  et  de  degré  /// 
supposons,  en  conservant  les  autres  notations,  que  le  pre- 
mier membre  de  sa  transformée  en  — x  présente  v'  variti- 
tions. 

Nous  aurons  à  la  fois  (1218),  d'après  l'hypothèsp, 

<•-}-(•'</;?,         P-^^  =  «<. 
Il  vient,  par  suite, 

Mais  on  a  (121i,  1216) 

c'>P,         c'^N. 

Or,  si  l'on  avait  r  >  P,  l'inégalité  précédente  exigerait  qu'o 

eût,  par  compensation,  t''<N;  ce  qui  est  impossible.  On 

donc 

r  =  P, 

et,  par  suite,  comme  on  ne  peut  pas  avoir  r'  <  N,  il  reste  en 
même  temps 

122i.  Si  une  équation  de  degré  m  a  toutes  ses  racine- 
réelles  et  positives,  la  condition  ('=::P  entraîne  ♦•  =  /??;  > 
toutes  les  racines  sont  réelles  et  négatives,  la  condition  (•'=  > 
entraîne  v'=m  (1223). 

Toute  équation  qui  a  toutes  ses  racines  réelles  et  d'une  sei  i.i 
ESPÈCE  est  donc  complète,  et  son  premier  membre  ne  présen  ' 
que  des  variations  ou  des  permanences  (1217),  suivant   qn 
toutes  les  racines  sont  positives  ou  négatives. 

1223.  Lorsqu'une  équation  /■(.r)  =  o  a  toutes  ses  racin 
réelles  et  qu'on  multiplie  son  premier  membre  par  un  binon 
X  —  a  dont  le  second  terme  a  est  une  quantité  positive,  le  pi 
duit  obtenu  o{x)  ne  renferme  qu'une  variation  de  plus  que 
m  u  Itip  lica  nde  f{x). 

En  effet,  l'équation  f{x)z=o  ayant  P  racines  positives,  !■ 
nombre  des  variations  de  son  premier  membre  est  (1223,  2 
v:=P;  l'équation  cp(.r)::::o  ayant  P -f- 1  racines  positives,  I  ' 


I 
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nombre  des  variations  de  son  premier  membre  est,  pour  la 
même  raison,  V  +  i  ou  c  -t-  i. 
Ce  résullat  concorde  avec  ce  qui  a  été  dit  au  n*'  1221. 


Détermination,  dans  la  même  hypothèse,  du  nombre  des  racines 
réelles  comprises  entre  deux  nombres  donnés. 

1220.  Étant  donnée  une  équation  y(^)  ^z  o  de  degré  nt,  on 
peut  former  une  suite  de  /«  +  i  termes  avec  son  premier 
membre  et  les  m  dérivées  successives  de  ce  premier  membre 
1  ;}25).  On  a  ainsi 

(0         /(^),     fia:),     f{x),     /'"(x),      ...,     /'^'"'(.r). 

Cela  posé,  l'équation  f{jc)=zo  ayant  toutes  ses  racines 
/celles^  si  l'on  substitue  à  la  place  de  x  clans  la  suite  indiquée 
deux  quantités  réelles  quelconques,  y.  et  3  >  a,  et  si  l'on 
compte  les  variations  présentées  par  les  deux  séries  de  résul- 
tats obtenus,  le  nombre  des  variations  perdues  en  passant  de 
la  première  série  à  la  seconde  est  exactement  le  nombre  des 
racines  de  l'équation  /{x)  n=  o  qui  sont  comprises  entre  les 
deux  substitutions  y.  et  (3. 

Pour  le  démontrer,  diminuons  d'abord  de  a  toutes  les  ra- 
cines de  la  proposée  (1061),  c'est-à-dire  formons  la  transfor- 
mée en  >r  +  a  qui  aura  aussi  toutes  ses  racines  réelles.  Le 
nombre  des  variations  de  son  premier  membre  sera  donc 
celui  de  ses  racines  positives  (1223),  qui  correspondent  évi- 
ilomment  à  toutes  les  racines  de/(jr)  :=  o  supérieures  à  y.  et 
sont  en  même  nombre. 

Si  l'on  forme,  de  même,  la  transformée  en  x~\-^,  le  nombre 
des  variations  de  son  premier  membre  sera  celui  de  ses  ra- 
cines positives  ou  des  racines  6.Q  f{x)^o  qui  sont  supérieures 

La  diiîérence  entre  le  premier  et  le  second  nombre  de  va- 
riations représente  donc  précisément  le  nombre  des  racines 
de/(^)  =ro  comprises  entre  a  et  [3. 

Or  on  a,  d'après  la  série  de  Taylor  (326), 

-)=/(a)-/'(a)^-^A^)-^-r(-)7:^3-^.---/""(-)^ 


'^^=f^^^-^f^)^\+f'^')~-f"'^')^:^-^^---^f'''^ 
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Il  sulfil  donc  bien,  pour  avoir  le  nombre  chercbé,  tIccompU'r 
1  '  nombre  des  variations  perdues  par  la  suite  (i)  quand, 
après  .y  avoir  remplacé  x  par  a,  on  \  remplace  x  par  ,3. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  de  Folrier, 
que  nous  exposerons  plus  loin. 

1227.  Lorsqu'une  éiiualion  /(j;)  =  o  a  toutes  ses  racines 
réelles,  on  peut  reconnaître,  d'une  autre  manière  indiquée 
par  Jacob!,  combien  elle  a  de  racines  comprises  entre  deux 
nombres  donnés  a  et  [3  >  a. 

Effectuons  la  transformation  rationnelle  (105i) 

X  —  y.            ,,   ,                   3  V  ->-  :z 
)'  =:  >: •  ?  d  ou  r  =  — 


L'équation  9(1)  =/(  — — ; —  J  :=  o  a  aussi  toutes  ses  racmes 

réelles,  et  ses  racines  positives  correspondent  évidemment 
aux  racines  réelles  de/(.r)  =0  comprises  entre  a  et  5  et  sont 
en  même  nombre. 

Le  nombre  des  variations  du  polynôme  oiy)  fera  donc  con- 
naître le  nombre  cherché  (1223). 


Conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une  équation, 
à  l'aide  de  l'équation  aux  carrés  des  différences. 

1228.  Pour  trouver  ces  conditions,  il  suflit  d'appliquer  le 
théorème  de  Descartes  à  l'équation  aux  carrés  des  différences 
des  racines  de  l'équation  proposée  (llol). 

En  effet,  si  l'équation  donnée /(a-)  =  o  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales,  les  carrés  de  leurs  différences  seront  des 
quantités  réelles  et  positives,  différentes  de  zéro.  Le  premier 
membre  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  9(3)  r=o 
des'ra  donc  être  complet  et  ne  présenter  que  des  variations 

(122M. 

Cette  condition  nécessaire  est  en  même  temps  suffisante; 
car,  si  l'équation /(x)=z:o,  supposée  à  coefficients  réels,  avait 
des  racines  imaginaires,  ces  racines  seraient  deux  à  deux 
conjuguées  (1031).  Or,  le  carré  de  la  différence  de  deux  ima- 
ginaires conjuguées  est  une  quantité  essentiellement  négative 
(812).  Par  conséquent,  l'équation  aux  carrés  des  différences 
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©(^)z=o  aurait  alors  forcémenl  des  racines  négatives;  son 
premier  membre  ne  pourrait  donc  plus  être  à  la  fois  complet 
et  ne  présenter  que  des  variations. 

1-229.  Prenons,  par  exemple,  l'équation  du  troisième  degré, 
privée  de  son  second  terme, 

(  I  )  f{x)z^  X'^  -\-  px  ~\-  (]  7=z  O. 

D'après  les  calculs  efïectués  précédemment  (1152),  elle  a, 
pour  équation  aux  carrés  des  différences, 

(2)  cp(:;)  =  3-5+  6/>c-  -H  <^p-z  +  4/»^+  2-17-=  o. 

Pour  que  le  polynôme  o{z)  soit  complet  et  ne  présente  que 
des  variations,  il  faut  qu'on  ail  à  la  fois 

p  <  o,         [^p^  +  27  (f-  <  o, 

et  la  seconde  condition  renferme  implicitement  la  première. 
La  seule  condition  pour  que  l'équation  (i)  ait  ses  trois  racines 
réelles  est  donc 

4 7^ M-  ■2'jq-<o. 
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CHAPITRE  II. 

THÉORÈ-ME   DE    ROLLK 


Propositions  préliminaires. 

1230.  \oiis  avons  déjà  donné  (033)  une  démonstration  du 
théorème  de  Rolle,  très  générale,  due  à  M.  Ossian  Bonnet,  ei 
qui  ne  laisse  rien  à  désirer.  Nous  en  présenterons  ici  une 
nouvelle,  mieux  appropriée  au  but  que  nous  poursuivons  en 
ce  moment. 

Nous  commencerons  par  établir  le  lemme  suivant  : 

1231.  Étant  données  une  fonction  entière  f{œ)  et  sa  dérivée 
f'{œ),  il  faut  prouver  que  ces  deux  fonctions  sont  toujours  de 
signes  contraires  a^'ant  que,  x  croissant,  on  atteigne  unr 
racine  réelle  de  f{x)  =r  o,  et  loi/Jours  de  même  signe  après. 

1°  L'équation  f{x)  =  o  /ra  pas  de  racines  égales. 

On  peut  alors  se  servir  de  la  série  de  Taylor  réduite  à  ses 
deux  premiers  termes  (680)  et  écrire 

9  étant  une  quantité  positive  comprise  entre  o  et  j,  et  A  une 
quantité  aussi  petite  qu'on  voudra  en  valeur  absolue.  Si  a  est 
une  racine  réelle  de  l'équation /(jt)  =  o,  on  a/(«)  =  o,  et  il 

vient 

f{a-i-/i)  =  /if'{a^e/i). 

d'où 

/'(«  +  e/o~  ■ 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  a  donc  le  signe  de  A. 
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J)'ailleurs,  on  peut  admettre  que/'(rt  -h  Bh)  cl  J" {a  -+-  h)  ont 
le  même  signe,  puisqu'on  peut  supposer  h  assez  petit  en  va- 
leur absolue  pour  qu'il  n'y  ait  aucune  raciiie  de  l'équation 
/''(,r)  =  o  [non  plus  que  de/(^)t=o]  entre  a  et  a-\-li,  y 
compris  a  -h  h  (1027).  Par  conséquent,  le  signe  du  rapport 


sera  celui  de  h,  c'est-à-dire  nég^atif  poyir  h  négatif  ou />ol'/'  x 
moindre  que  a  dans  les  limites  convenables,  positif  pour 
h  positif  ou  pour  x  plus  grand  que  a  dans  les  mêmes  li- 
mites. 

2°  L  équation  f  i^x)  ^  o  a  des  racines  égales. 

a  est  une  racine  réelle  de  réqualion/(j:^')  =  o  de  degré  m, 
eXf"-{x)  est  la  première  des  dérivées  successives  de  la  fonc- 
tion enlière/(^)  qui  ne  s'annule  pas  pour  a:- =  «(1089).  On 
a  alors,  en  désignant  par  h  une  quantité  qu'on  peut  supposer 
aussi  petite  qu'on  voudra  en  valeur  absolue,  et  en  appliquant 
la  série  de  Taylor  -a  f{x)  et  à  sa  dérivée /'(j:)  [675,  676], 

II"  Z;'*-!-!  //'" 

>rll)= 'i f"{a)        -r-  .^^ -/«+'(^0-+---^ ^ /'"(«'>' 

1.2.3.  ../^•    ^  i.-2.3...(//H-i  j"^  1.1.0.  ..iW 

■h)=  — ~ :  /"(«;h ^ /"-^H«)     -••■H :r— 7 tJ'"^"^- 

\.'i.\...yn  —  !)•         '       1  .-2.3.  .  ./^■'  i.2.3...(//i  — I) 

On  en  déduit  par  division,  en  mettant  dans  le  second 
membre  de  cbaque  égalité  le  coefficient  du  premier  terme  en 
facteur, 

//  Il  m  — Il 

y  (  a  -^  h)         h  •'         '        //  —  [''  (  /^  H-  1  ) .  .  .  m  ' 


Si  l'on  fait  tendre  alors  h  vers  zéro,  la  fraction  qui  multi- 
plie -  dans  le  second  membre  de  celte  égalité  a  pour  limite 
a 

l'unité,  de  sorte  que  le  signe  du  premier  meml»re  est  celui 
de  h.  Par  suite,  si  h  est  positif,  f{a  ->r  h)  et  f  {a  -+-  h)  sont 
de  même  signe;  si  h  est  négatif,  f{a^h)  Q\  f  {a  ^  h)  sont 
de  signes  contraires. 
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1232.  On  peut  donc  (înoncer  cette  proposition  générale, 
qui  lie  une  fonction  entièi"e/( j?)  à  sa  dérivée/'(a-). 

Si  l'on  fait  croître  x  de  —  x  à  4-  ^,  chaque  fois  que  x 
atteint  une  racine  réelle  {multiple  ou  non)  de  l'équation 
f(x)=:o,  le  rapport 

passe  toujours,  en  franchissant  la  valeur  correspondante , 
d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive. 

1233.  Ce  qu'on  vient  de  dire  pour  f{x)  et  f'i-r),  s'appli- 
quanl  nécessairement  iif'ix)  et  'df"{x),  . .  .,  on  voit  immé- 
diatement que,  si  l'on  forme  la  suite 

/(.r),     f'{x),     f"{x),      ...,    fix), 

jusqu'à  la  première  dérivée /"(a?)  qui  ne  s'annule  pas  pour 
x  =  a,  les  termes  de  celte  suite  seront  successivement  de 
signes  contraires  pour  x=:  a  —  h  ,  et  successivement  de 
même  signe  pour  x  =i  a  -^  h . 

Donc,  pour  la  première  substitution,  la  suite  ne  présente 
que  des  variations  et,  pour  la  seconde  substitution ,  que  des 
permanences. 

Théorème  de  Rolle. 

1234-.  Deux  racines  réelles  consécutives  d'une  équation 
f{x)^zo  à  coefficients  réels  comprennent  toujours  entre 
elles  un  nombre  impair  de  racines  réelles  de  l'équation  déri- 
vée f  {x)r^  o,  nombre  impair  qui  peut  se  réduire  à  l'unité. 

Désignons  para  et  b'>  a  deux  racines  réelles  consécutives 
(multiples  ou  non)  de  l'équation /(.r)  i=  o,  c'est-à-dire  telles 
que  celte  équation  n'ait  aucune  autre  racine  réelle  entre  a 
et  b.  Représentons  par  h  une  i\\i2iï\i\\é  positive  pouvant  deve- 
nir aussi  petite  qu'on  voudra,  el  considérons  les  deux  rap- 
ports 

f{a-^h')        f(b-h) 
f'ia^hy      f\b-h)' 

D'après  ce  qui  précède  (1232),  le  premier  rapport  est  positif 
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et,  le  second,  négatif.  D'ailleurs,  réqualion/(^)  =  0  n'ayant 
aucune  racine  réelle  entre  a  el  b  et,  par  conséquent,  entre 
a  +  Il  et  b  —■  II,  les  deux  nuniéi-ateurs  f{a  +  h)  et  f{b  —  h) 
sont  de  même  signe  (1027).  Il  faut  donc  que  les  deux  déno- 
minateurs f  {a  -\-  h)  et /'{b  —  II)  soient  de  signes  contraires. 
Mais  alors  l'équation /'(jc)  =  o  a  nécessairement  (1027)  un 
nombre  impair  de  racines  réelles  comprises  entre  a^h  et 
b  —  Il  ou  entre  a  et  b.  Ce  nombre  impair  peut  être  égal  à 
l'unité. 

123o.  La  réciproque  du  lliéorèine  de  Rolle  n'est  pas  vraie, 
d'une  manière  générale. 

On  ne  peut  pas  dire  que  deux  racines  réelles  consécutives 
de  l'équation  dérivée  /'(.r)=o  comprennent  toujours  au 
moins  une  racine  réelle  de  l'équation  proposée /(^)  =  o, 
puisque  deux  racines  réelles  consécutives  de  celte  dernière 
équation  peuvent,  d'après  la  proposition  directe  (1234),  com- 
prendre un  nombre  impair  quelconque  de  racines  réelles  de 
l'équation  dérivée,  c'est-à-dire  plus  d'une  racine  réelle  de 
cette  équation. 

1236.  Deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équation  c/e- 
rivée  f  {x)^^o  ne  peuvent  pas,  dans  le  cas  de  l'affirmative, 
comprendre  plus  d'une  racine  réelle  de  l'équation  proposée 
f{x)=o. 

En  effet,  si  les  racines  consécutives  a'  et  b'  de  l'équation 
dérivée  comprenaient  deux  racines  réelles  a  et  b  ûe  f{œ)  =:  o, 
il  faudrait,  contre  l'hypothèse ,  qu'il  y  eût  entre  a  et  b  (1234) 
et,  par  conséquent,  entre  a'  et  b' ,  une  nouvelle  racine  réelle 

de/'(x)  =  o. 

1237.  Pour  décider  (1233,  1236)  s'il  existe  entre  deux  ra- 
cines réelles  consécutives  a'  et  b'  de  /'{x')  =  o  une  racine 
réelle  de/(a?)  =:o,  on  substitue  successivement  les  nombres 
a'  et  b'  à  la  place  de  a;  dans/(js'). 

Si  les  deux  résultats  /(«')  et  f{b')  sont  de  signes  con- 
traires, l'équation /(ic)  =  0  admet,  entre  a'  et  b',  une  racine 
réelle  et  une  seule  (1027,  1236).  Si  les  deux  résultats /(a')  et 
/(&')  sont  de  même  signe,  l'équation /(.^■)  =0  n'a  aucune  ra- 
cine réelle  entre  a'  et  h'  (1027,  1236). 
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Séparation  des  racines  réelles  d'une  équation  à  l'aide  du  théorème 

de  Rolle. 

1238.  On  peut  séparer  (1209)  les  racines  réelles  d  une 
équation  /(^)  =  o  de  degré  m  et,  par  conséquent,  trouver 
leur    nombre,    loisqu'on    sait    résoudre     l'équation    dérivée 

Nous  supposerons  d'abord  que  l'équation  donnée  n'a  pas 
de  racines  réelles  multiples. 

Soient  a',  b',  c',  d' ,  . . .,  h',  les  racines  réelles  de  l'équation 
dérivée.  Considérons  la  suite 

■ — ce,      a',      b',      c',     d' ,      ....     //',      -hoc, 

el  substituons  successivement  ses  différents  termes  à  la  place 
de  .27  dans  le  premier  membre  de  l'équation /(a:)  =0. 

Lorsque  deux  termes  consécutifs  donneront  des  résultais 
de  signes  contraires,  ils  comprendront  une  racine  réelle  de 
la  proposée  et  une  seule;  lorsque  deux  termes  consécutifs 
donneront  des  résultats  de  même  signe,  ils  ne  comprendront 
aucune  racine  réelle  de  la  proposée  (1237). 

La  séparation  des  racines  réelles  de  l'équation  donnée  sera 
donc  ainsi  effectuée  d'une  manière  complète. 

Si  l'équation  dérivée,  de  degré  m  —  1,  a  n  racines  réelles, 
la  suite  indiquée  présentera  n -{- 1  intervalles,  et  l'équation 
proposée  ne  pourra  pas  avoir  plus  de  n  -+- 1  racines  réelles. 

On  en  déduit  alors  immédiatement  une  limite  inférieure 
(lu  nombre  des  racines  imaginaires  de  la  proposée,  en  se 
rappelant  que  le  nombre  de  ses  racines  réelles  et  son  degré 
sont  toujours  de  même  parité  (1028).  c'est-à-dire  que  le 
nombre  de  ses  racines  imaginaires  est  toujours  pair. 

1239.  Si  l'équation  f{a;):=o  avait  des  racines  réelles 
égales,  on  en  serait  averti  par  la  substitution  des  racines 
réelles  de  l'équation  dérivée,  dont  quelques-unes  annule- 
raient alors /(vc),  en  devenant  communes  à  l'équation  pro- 
posée et  à  l'équation  dérivée  (1089).  Rien  ne  serait  cbangé 
d'ailleurs  à  la  manière  d'opérer. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  dérivée  ait  trois 
racines  réelles  a',  b',  c.  L'écjuation  proposée  ne  pourra  pas 
avoir  plus  de  quatre  racines  réelles  (1238).  Admettons,  pour 
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lin  inslanl,  qu'elles  soient  distinctes  et  représentées  par  a,  b, 
c,  d.  Nous  aurons,  dans  ce  cas  (1234-),  !a  suite  croissante 

—  OC',     a,     a' ,     b,     b',     c,     c',     d.     H-  ce. 

Si,  maintenant,  les  deux  racines  b  el  c  deviennent  égales 
entre  elles,  c'est-à-dire  si  b  devient  racine  double  de  la  pro- 
posée, la  racine  intermédiaire  b'  se  confond  également  avec 
A  et  c,  et  les  deux  équations  f{x)^o  el  /'(x)  =o  ont  une 
lacine  commune.  Les  deux  intervalles  {b,b'),  {b',c)  sont 
I  emplacés  par  leur  limite  commune,  b'.  et  les  racines  de  la 
proposée  se  trouvent  séparées  à  l'aide  de  la  suite 

■ —  X,     a,     «',     b',     c' ,     d,     -~-  GO. 

La  racine  double  b'  de  l'équation  considérée  est  déterminée 
ilirectement,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  ses  deux  autres 
racines  a  et  d,  la  première  dans  l'intervalle  (—a;,  a'),  la  se- 
conde dans  l'intervalle  (c',  -r-c»). 

12V0.  On  peut  séparer  immédiatement  les  racines  réelles 
d'une  équation  du  troisième  degré  par  le  procédé  qu'on  vient 
d'exposer  (1238);  car,  l'équation  dérivée  étant  du  second 
degré,  on  sait  la  résoudre  directement. 

1241.  On  peut  aussi  appliquer  le  même  procédé  à  toute 
équation  du  quatrième  degré,  en  faisant  préalablement  dis- 
paraître son  second  terme  (106i). 

On  obtient  alors  une  équation  de  la  forme 

(i)  j:-' -i- px- -+- rjx -\- r  =z  o, 

dont  on  peut  former  la  transformée  en  —  (1067). 

(;)n  a  alors  à  considérer  l'équation 
(2)  /•jr-*+ ^a'-H />^-^-i- I  =  o, 

(|ui  a  pour  équation  dérivée 

4 rx^ -T-  3qx- -t-  2px  =1  o 

ou 

x{lirx'^  ?>qx  —  ->.}})  =  o. 

Cette  équation  dérivée  a  une  racine  nulle,  et  ses  deux 
autres  racines  sont  données  par  une   équation   du   second 
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degré.  On  peut  donc  séparer  les  racines  de  l'équalion  (2)  et, 
en  prenant  ensuite  les  limites  inverses,  celles  de  l'équa- 
tion (ij. 

Cas  où  l'équation  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles. 

1242.  Lorsque  V équation  f  {x)  =  o,  supposée  de  degré  in,  a 
toutes  ses  racines  réelles  et  simples,  il  en  est  de  même  de 
l'équation  dérivée  f  {x)  ^  o,  et  deux  racines  consécutives  de 
chaque  équation  comprennent  nécessairement  une  racine  et 
une  seule  de  l'autre  équation. 

En  effet,  en  désignant  par  a,  b,  c,  d,  . .  .,  h,  /,  les  m  ra- 
cines réelles  de  f{x)=zo,  rangées  par  ordre  de  grandeur 
croissante,   on  voit  que  chacun  des  m  —  1   intervalles  de  la 

suite 

a,     h,     c,     d,      .  .  . ,     /i,      l, 

comprend  (123i)  une  racine  réelle  et  une  seule  de  l'équation 
dérivée/' (.37)  =^0,  puisque  cette  équation  est  de  degré  m  —  i. 
En  désignant  par  a',  b' ,  c' ,  d',  ...,  h',  les  m  —  i  racines 
réelles  de/'(u)  ^o,  on  a  donc,  par  ordre  de  grandeur  crois- 
sante, la  nouvelle  suite 

—  oc,     a,     a',     b,     b' ,     c,    c',     r/,     d' ,     ...,     h,     h',     /,     -hcc; 

et  les  racines  de  la  proposée  séparent  les  racines  de  l'équa- 
tion dérivée,  comme  celles-ci,  en  leur  adjoignant  les  deux 
limites  extrêmes,  séparent  les  racines  de  la  proposée. 

11  est  entendu  que,  lorsqu'on  saura  trouver  une  limite  su- 
périeure et  une  limite  inférieure  des  racines  réelles  d'une 
équation,  on  aura  soin  de  remplacer  +00  et  — go  par  ces 
deux  limites. 

1243.  Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  les  deux  équations 
f{x)z=zo  et  /'{x)^z=o  s'applique  identiquement  aux  deux 
équations /ï-r)  m  o  et/"(.37)  =:o,  etc. 

Il  en  résulte  que,  lorsque  l'équation /( a- )  nz  o,  de  degré  m, 
a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  toutes  les 
équations  dérivées  /'(a;)  =  o,  /"{x)  =  o,  /"'{x)  —  o,  ..., 
/'"-'(a')  =  o  [f"'{j^)  est  une  constante],  dont  les  racines  se 
séparent  mutuellement. 

On    peut    déduire   de   cette   remarque    un    procédé    pour 
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trouver  les  conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une 
équation  de  degré  donné.  Nous  en  présenterons  dans  un  in- 
stant deux  applications  importantes. 

1244.  Il  nous  reste  à  considérer  le  cas  où  Véquation  donnée, 
ayant  toutes  ses  racines  réelles,  a  des  racines  égales. 

Désignons  les  racines  de  l'équation /(^c)  =o,  de  degré  m, 
en  les  rangeant  par  ordre  de  grandeur  croissante,  par 

(i)  a^,     a.i,     «3,      ...,     «„, 

et  soient 

P\,     Pi,     Ps,      ■■■,     Pn, 

leurs  degrés  de  multiplicité.  On  aura 

Pi-T-p-i-r-Pi  —  -  ■  .-f-p„=m. 

D'après  la  théorie  des  racines  égales  (1089),  l'équation  dé- 
rivée /'(^)  ::=:o  admettra  les  mêmes  racines  avec  des  degrés 
de  multiplicité 

iPi—i),      {P2—1),      (T'a— I).       •••,      (/>/,  —  !)» 

de  sorte  qu'elle  a  m  —  n  racines  confondues  respectivement 
avec  les  termes  de  la  suite  (i),  suite  qui  présente  n  —  i  in- 
tervalles. D'ailleurs  l'équation /'(^)  =:  o  ayant  en  tout  m  —  i 
racines  réelles,  il  en  reste  à  compter  {m  —  1)  —  (m  —  n), 
c'est-à-dire  /i  —  1,  que  nous  désignerons  par  b^,  b^,  b^,  ..., 
6,j_i,  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Mais,  d'après  le  théo- 
rème de  Rolle  (1234),  l'équation  dérivée  doit  avoir  au  moins 
une  racine  réelle  comprise  entre  deux  termes  consécutifs  de 
la  suite  (i).  La  séparation  des  racines  se  trouvera  donc  en- 
core (12.39)  effectuée,  dans  l'hypothèse  que  nous  examinons, 
en  écrivant  la  suite 

—  GO,      «7,,      6,,      <72,       6,,      «3,       63,       ...,      a„_i,       6„_,,       <7„,       H-  GO, 

comme  si  les  racines  multiples  étaient  des  racines  simples. 

Application  du  théorème  de  Rolle  à  la  recherche  des  conditions 
de  réalité  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré. 

1245.    Nous    pouvons    supposer,    pour    cette    recherche, 
l'équation  du  troisième  degré  privée  de  son  second  terme. 

De  C.  —  Cours.  IV.  27 
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Car,  pour  l'aire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation,  il 
suffit  (1064)  de  diminuer  ses  racines  d'une  quantité  ration- 
nelle, ce  qui  ne  modifie  pas  leur  nature  et  les  laisse  réelle- 
on  imaginaires  comme  elles  l'étaient  avant  la  transformation 
effectuée. 
Soit  donc  l'équation 

(i)  x^ -\- px  -^  q  =zO, 

dont  nous  désignerons  les  racines  par  a,  b,  c,  en  les  rangeant 
par  ordre  de  grandeur  croissante. 
L'équation  dérivée  est 

(2)  ?)X^  —  p  ^-z  o, 

et  les  racines  de  cette  équation  sont 

Si  les  trois  racines  de  l'équation  (i)  sont  réelles,  il  en  est 
de  même  des  racines  de  l'équation  (2)  [1242]. 
Une  première  condition  nécessaire  est  donc 

{y.)  p<o. 

Cela  posé,  nous  séparerons  les  racines  de  la  proposée  en 
écrivant  la  suite  (1242) 


—  00,     a,     a\     h,     b',     c,      -r-  x>. 

On  peut  déterminer  les  signes  des  résultats  obtenus  en 
substituant  les  termes  de  cette  suite  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (i). 

En  faisant  .c  =  —  00,  on  aura  un  résultat  négatif  puisque 
l'équation  (i)  est  de  degré  impair,  et  son  premier  membre 
conservera  le  signe  —  jusqu'à  ce  qu'on  fasse  x  z:=^  a,  première 
racine  de  l'équation  (1027).  Au  delà,  ce  premier  membre 
deviendra  et  restera  positif  jusqu'à  ce  qu'on  fasse  x:=b;  il 
deviendra  et  restera  ensuite  négatif  jusqu'à  ce  qu'on  fasse 
X  =^c.  Enfin,  de  x:=chx=^-i-oo,  il  restera  positif. 

On  en  conclut  que  la  substitution  x  =--  a'  doit  rendre  po- 
sitif Xç^  premier  membre  de  l'équation  (i),  tandis  que  la  sub- 
stitution X  =ib'  doit  le  rendre  négatif. 
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On  a  ainsi  à  satisfaire  aux  deux  inésalilés 


fV-iT-K-v'-i) 


^     4-7>o, 


v-i)-"{-\-i 


-h  <7<o. 


Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  réc|ua- 
tion  (i)  a  nécessairement  (1027)  une  racine  réelle  entre  — oo 
et  a' ,  une  autre  entre  a'  et  b',  une  troisième  entre  b'  et  —  oc- 
elle a  donc  bien  ses  trois  racines  réelles. 

En  effectuant  les  calculs,  on  peut  mettre  les  inégalités  pré- 
cédentes sous  la  forme 


Elles  ne  diffèrent  alors  que  par  le  signe  du  second  membre. 
D'après  la  première  condition  (a)  ou p  <  o,  on  voit  que  leurs 
premiers  membres  sont  positifs.  Par  conséquent,  si  l'on  a 
q>o,  l'inégalité  (3)  est  satisfaite  d'elle-même,  et  il  suffit  de 
considérer  l'inégalité  (4);  si  l'on  a  ^  <  o,  c'est  l'inégalité  (4) 
qui  est  satisfaite  d'elle-même,  et  il  suffit  de  considérer  l'iné- 
galité (3).  L'inégalité  dont  on  doit  tenir  compte  ayant  ses 
deux  membres  positifs,  on  a  le  droit  de  les  élever  au  carré 
{Alg.  élém.,  217).  Il  en  résulte  (juc  la  seconde  condition 
chercbée  sera  fournie  par  l'une  quelconque  des  inégalités  (3) 
et  (4)  élevée  au  carré.  On  a,  par  suite, 

_/r  ^    ^ 

ou 

(p)  4/^^+'i77'<«- 

La  condition  ([3)  exige  évidemment  que/;  soit  une  quantité 
négative,  c'est-à-dire  qu'elle  renferme  implicitement  la  con- 
dition (a). 

En  résumé,  pour  que  l'équalion  du  troisième  degré  privée 
de  son  second  terme  ait  ses  trois  racines  réelles,  la  condition 


420  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

nécessaire  et  suffisante  est  exprimée  par  l'inégalité 

/i/>3+277^<o  ou  (^iy-i-(^iy<o. 

Si  les  coefficients  de  léqualion  (i)  satisfont  à  l'inégalité  con- 
traire 

!mj^—  277- >  g, 

l'équation  ne  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles.  Comme  le 
nombre  des  racines  réelles  est  toujours  de  même  parité  que 
le  degré  de  l'équation,  l'équation  (i)  a  alors  une  seule  racine 
réelle,  de  signe  contraire  à  son  dernier  terme,  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  (1010,  1031). 

Enfin,  si  l'inégalité  caractéristique  se  change  en  égalité  et 
si  l'on  d 

l'équation  (i)  a  toujours  ses  trois  racines  réelles,  mais  de lu: 
sont  égales  entre  e/feî  (1038,  2"^).  La  racine  double  et  la  racine 
simple  ont  d'ailleurs  pour  expressions  doc.  cit.) 

'-     et     -^' 

ip  p 

1246.  Soit,  par  exemple,  Féquation 

j:^  --  8  .r  —  I  =  o . 

On  a  /?  >  o.  L'équation  donnée  n'a  donc  qu'une  racine  réelle  (  1243)  qui 
est  positive  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 
Soit  encore  l'équation 

x^  —  -jx  —  7  =  0. 

La  quantité  \p^-r-  27  c-  est  ici 

4 1— 7)3 -T- •27(7)2     ou     —  28(7j'-^2;(  7)2  <  o. 

L'équation  donnée  a  donc  ses  trois  racines  réelles,  dont  une  positive 
et  deux  négatives  (1215,  1216). 
Soit  enfin  l'équation 

x^ —  3j:  -T-  2  =  o. 

On  a  alors 

4/)3—  2j^y2:=. -4.27  —  27,4  =  o. 

L'équation  donnée  a  doue  une  racine  double  égale  a ^  ou  à  -i-i 

et  une  racine  simple  égale  à  —  ou  à  —  2. 
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1547.  En  supposant  l'équation  du  troisième  degré  com- 
plète et  de  la  forme 

(  1  )  x^  —  px- -^  q  X  ~  r -:=:  o, 

on  a  vu  (  1152)  que,  lorsqu'on  fait  disparaître  son  second  terme, 
elle  devient 

^  6  J  27  6 

Si  l'on  applique  alors  à  cette  dernière  équation  les  conditions 
(y.)  et  ((3)  trouvées  précédemment  (1245).  il  vient 

La  seconde  condition  renferme  toujours  implicitement  la 
première,  et  il  suffit  de  conserver,  comme  condition  de  réa- 
lité des  trois  racines  de  l'équation  (i),  l'inégalité  ([3).  Cette 
inégalité  se  réduit,  en  effectuant  les  calculs,  à 

4 7'* —  P'G^-^  ^ P^f  —  iS pqr  -+-  27/-  <  0. 

Or  l'équation  aux  carrés  des  dift'érences  des  racines  de  l'é- 
quation (i)  doit  avoir  toutes  ses  racines  positives  si  l'équa- 
tion (i)  a  toutes  ses  racines  réelles  (1228),  et  cette  équation 
aux  carrés  des  différences  est  (1152) 

-+-{^q'— p'-q''^^p'r  — 18 pqr  ^2- r'')  =  o. 

La  condition  (3)  ci-dessus  exprime  donc  précisément  que 
le  premier  membre  de  cette  équation  ne  présente  que  des  va- 
riations (1224). 

On  voit  que,  pour  s'assurer  de  la  réalité  des  racines,  il  es 
beaucoup  plus  simple,  en  général,  de  faire  disparaître  d'abord 
le  second  terme  de  l'équation  (i). 
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Extension  aux  équations  trinômes  à  exposants  impairs. 

12i8.  Considérons  encore  léiiualion  trinôme 
(1)  f(x)  —  .v"^-^  px't~q  —  o, 

où  les  exposants  m  et  n  sont  supposés  impairs. 
La  transformée  en  —  r  de  celte  équation  est 

/,  —  ,r  )  —  X'"   ■    p.r"  —  q  =  0. 

Désignons  par  t-  et  v'  les  nombres  de  variations  des  premiers  membres 
des  deux  équations. 

p  et  q  peuvent  être  de  même  signe  ou  de  signes  contraires.  Si  tous  deux 
sont  positifs,  on  a  c  —  t^'  =  i;  si  tous  deux  sont  négatifs,  on  a  i-  -h  p'  r^  3. 
Si/?  est  positif  et  q  négatif,  on  a  ^•  —  p'=  i;  si  /?  est  négatif  et  q  po- 
sitif, on  a  i'-^i''=  3.  Ainsi  l'équation  (i)  peut  avoir  tl-1^.  1216;  une 
ou  trois  racines  réelles.  Cherchons  les  conditions  correspondantes. 

L'équation  dérivée  est 
i-i)      f  (.c  ,  =  m.r'«-  '  ^-  /ip.v"-^  =  mx"-^  (x"'-"-^  '-^j  =  o. 

Sip  est  positif,  l'équation  (i)  a,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  luie 
seule  racine  réelle;  et,  en  effet,  l'équation  dérivée  ne  peut  avoir  alors 
d'autre  racine  réelle  que  zéro. 

Si  p  est  négatif,  l'équationd  )  peut  avoir,  d'après  ce  qui  précède,  trois 
racines  réelles;  et,  en  effet,  l'équation  dérivée,  outre  les  racines  nulles 
qu'elle  admet  en  nombre  pair,  a,  dans  cette  hypothèse,  deux  racines 
réelles  données  par  l'équation 

np 
m 

Ces  deux  racines  réelles  ont  pour  valeur 


in—n 


/  "P  _i_      ' 

i  / '-     ou     ±  «  , 


m 


puisque  —  '^  est  une  quantité  positive  et,  l'indice  m-  n.  un  nombre 

pair. 

Si  l'équation  proposée  a  alors  ses  trois  racines  réelles,  on  pourra,  en 
les  représentant  par  «,  h,  c,  former  la  suite  croissante  (1238  i 


—  X,     a,     —  a',      /^      -T-  a',     c. 


On  devra  donc  avoir 

f[—  a')  >  o        cl        /(-T-  a'X  o. 
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Réciproquement,  il  est  évident,  en  répétant  le  raisonnement  indiqué 
au  n°  l2io,  que,  si  ces  conditions  sont  remplies,  l'équation  (i)  a  bien 
trois  racines  réelles. 

Ces  deux  conditions,  en  remplaçant  —a'  et  -t- «'  par  leurs  valeurs, 
reviennent  à 


/  - 


"P 


{/-f  ;    -p 


On  en  déduit,  puisque  m  et  n  sont  impairs, 


"P 


-r-  q  <  o. 


np 
m 


P(-'^ 


q>o, 


np 


P 


'IR 

m 


q  <  o, 


c'est-à-dire 


np 
m 


np 


ni      p  n  —  m  ~I 


n  m 

m  —  I! 


m  / 


La  ({uantité  entre  crochets  dans  les  deux  inégalités  revient  à 

En  divisant  les  deux  membres  des  deux  inégalités  par  cette  quantité 
négative  et  en  renversant  alors  leur  sens  i^4lg-.  élém.,  215),  on  trouve 
finalement 


(3) 


(4) 


'.'P. 
m 


-irfi 


> 


nq 
m  —  n 

nq 


p  e'tant  négatif,  par  hypothèse,  si  q  est  positif,  l'inégalité  (3)  est  sa- 
tisfaite d'elle-même,  et  il  faut  seulement  tenir  compte  de  l'inégalité  (4) 
qui  a  lieu  entre  quantités  positives.  Si  q  est  négatif,  c'est  l'inégalité (4) 
qui  est  satisfaite  d'elle-même,  et  il  faut  seulement  tenir  compte  de  l'iné- 
galité (3)  qui  a  lieu  entre  quantités  négatives.  Or,  dans  les  deux  cas, 
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la  puissance  paire  m  —-  n  du  second  membre  de  l'inégalilé  conservée  sera 
moindre  que  la  puissance  m  —  n  du  jtremier  membre. 

La  seconde  condition  pour  que  l'équation  (i)  ait  trois  racines  réelles 
sera  donc  exprimée  par  la  seule  inégalité 


/     nq     \"i-n  ^  /      ,fp-, 
\m  —  ///  \       m  / 


ou 

(5)  f^^'v/^^i^y-r^o. 

\  m  I  \m  —  n I 

Il  est  évident,  ///  étant  impair  et  m  —  a  étant  pair,  que  celte  condition 
comprend  la  première  \p  <  o],  et  qu'elle  ne  pourrait  être  satisfaite  si 
l'on  avait/?  >  o. 

En  résumé,  l'équation  trinôme  à  exposants  impairs  a  une  seule  ra- 
cine réelle,  lorsqu'on  a  jd  >  o  ;  elle  a  troi'i  racines  réelles,  lorsque 
l'inégalité  (5)  est  satisfaite. 

Si  cette  inégalité  se  changeait  en  égalité,  l'équation  (i)  aurait  tou- 
jours trois  racines  réelles,  mais  deux  de  ces  racines  seraient  égales 
entre  elles. 

En  effet,  cherchons,  en  employant  les  fonctions  homogènes  (1099), 
la  condition  pour  que  l'équation 

f{x)  —  X'"  -i- /j.r"  -r-  ^  =  o 

ait  une  racine  double.  Nous  aurons  ici 

/^.r,  //)  =  X"'  -^  pu"'-"x"-+-  qu'>\ 
fx(x,  u  )  =  m.r"'-'  -T-  «/)?/'"-"  j:"-', 
f'„  (x.  u)  =  (m  —  /i)  />;/'"-»-'  jr«  -f-  mqu'"-^ . 

Égalant  à  zéro  les  deux  dérivées  partielles,  après  y  avoir  fait  w  =  i, 

nous  aurons 

fjix'n-i  —  npx'^—^  =  o, 

(  m  —  //  )p  X"-  —  mq  =  o . 

On  peut  diviser  par  .r«"i  les  deux  membres  de  la  première  équation, 
et  en  déduire  ensuite  la  valeur  de  x.  On  trouve  ainsi,  m  —  n  étant 
pair, 

m—n     r 

-t-  4     /  "P 

\  "' 

La  seconde  équation  donne,  à  son  tour, 

"   / 

V         {m  —  n)p' 

Les  deux  équations  considérées  devant  avoir  une  racine  commune 
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(1099),  on  aura  la  condition  cherchée  en  égalant  les  deux  valeurs  de  x; 
ce  qui  conduit  à 


-n     / Il     / 


niq 


(ni  —  ii)p 


ou,   en   élevant  les  deux  membres   de   cette  égalité   à  la  puissance 
(m  —  «)«,  à 

/      iip\"  _  r  mq        "!'«-« 

V       /// ./    ^'  L       (  '"  —  "  )P  J 
On  en  déduit  facilement,  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  n'"--". 

'  iip\"'         I      iiq      V"""  _ 


ce  qui  est  l'inégalité  (5)  changée  en  égalité. 

Remarque.  —  Si  l'on  suppose,  en  particulier,  ))i  =  3  et  w  =  i  dans 
l'équation  (i)  et  dans  l'inégalité  (5),  on  retombe  sur  l'équation  du  troi- 
sième degré  et  sur  la  condition  connue  (1245) 


f  )'"-(; 
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CHAPITRE  III. 


SÉPARATION  DES  RACINES  RÉELLES  PAR  LA  MÉTHODE 
DE  M.  BUDAN.  -  THÉORÈME  DE  FOURIER.  —  MÉTHODE 
DE   LAGRANGE. 


Remarques  préliminaires. 

12W.  Quoique  le  théorème  de  Stlrm  ail  rejeté  dans  l'ombre 
les  tentatives  antérieures,  nous  croyons  utile  de  les  faire  con- 
naître. Elles  ont,  par  elles-mêmes,  un  grand  intérêt  et  peu- 
vent, dans  certains  cas,  conduire  plus  rapidement  au  but 
poursuivi.  Nous  exposerons  donc  d'abord  le  procédé  de 
M.  BuDAN  pour  la  séparation  des  racines  réelles,  le  théorème 
de  FoLRiER  et  la  méthode  de  Lagrange. 

1250.  Le  D'"  Bldax  présenta  à  l'Académie  des  Sciences, 
en  i8o3,  la  première  partie  de  la  méthode  imaginée  par  lui 
pour  la  résolution  des  équations  numériques  de  tous  les  de- 
grés; et  cette  première  Partie,  concernant  le  cas  où  toutes 
les  racines  de  l'équation  considérée  sont  réelles,  fut  approu- 
vée par  l'Académie. 

En  1807,  il  publia  (')  ce  premier  Mémoire,  avec  addition  de 
deux  autres  parties  où  il  s'etTorcait  d'étendre  sa  méthode  à 
tous  les  cas,  sans  y  réussir. 

Enfin,  en  181 1,  il  communiqua  à  l'Académie  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  important  que  Fourier  avait  déjà  fait  con- 
naître dans  ses  Cours  à  l'École  Polytechnique,  et  au(iuel. 
après  avoir  expliqué  la  méthode  de  M.  Budax,  nous  conserve- 
rons la  forme  que  lui  a  donnée  son  illustre  auteur. 


(')  I'\-D.  BuDAN,  D.  M.  P.,  .Youvelle  méthode  pour  la  résolution  des 
équations  numériques  d'un  degré  quelconque,  daprès  laquelle  tout  le 
calcul  exigé  pour  cette  résolution  se  réduit  à  l'emploi  des  deux  premières 
règles  de  l'Arithmétique.  —  Courcier,  année  1807. 
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Méthode  de  M.  Budan. 

1251.  Celte  méthode,  quand  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée  sont  réelles,  n'est  que  la  mise  en  œuvre,  pour 
ainsi  dire  arithmétique,  du  théorème  établi  au  n'^  1226  comme 
conséquence  du  théorème  de  Descartes,  et  énoncé  par  M.  Bu- 
dan à  la  page  26  de  sa  publication  de  1807. 

Pour  séparer  les  racines  positii-es.  M.  Budan  diminue  suc- 
cessivement les  racines  de  l'équation  donnée, /(xi  -  o,  des 
nombres  entiers  i,  2,  3,  .  .  .,  c'est-à-dire  qu'il  en  détermine 
(1061)  les  transformées  en  a: -i- \ ,  œ -^  1,  ^  —  3,  ....  Le 
nombre  des  variations  perdues  quand  on  passe  de  f{oc)  à 
f{x-^i)  est  le  nombre  des  racines  positives  de/(^)=:o  qui 
tombent  entre  o  et  r,  et  auxquelles  correspondent  nécessai- 
rement dans  la  transformée  des  racines  négatives.  De  même, 
le  nombre  des  variations  perdues  quand  on  passe  de /(a-  —  i) 
di  f{x  -^  1)  est  le  nombre  des  racines  positives  de /(jt)  =  o 
qui  tombent  entre  i  et  2;  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière, 
on  sait  combien  il  y  a,  respectivement,  de  racines  positives 
de/(>r  )  =0  entre  les  nombres  o,  i,  2,  3,  .  .  .,  et  l'on  connaît 
la  partie  entière  de  chacune  d'elles. 

On  continue  les  calculs  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une 
transformée /(^  4-  n)  qui  n'ait  plus  que  des  permanences,  et 
le  nombre  n  est  alors  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives de/(^)  ^=0. 

Pour  séparer  les  racines  négatives  de  l'équation  donnée, 
on  considère  sa  transformée  en  — x  (1039),  et  l'on  n'a  qu'à 
opérer  par  rapport  aux  racines  positives  de  cette  transformée 
comme  on  vient  de  l'expliquer,  puisque  ces  racines  positives 
répondent  aux  racines  négatives  de  la  proposée. 

Si  l'une  des  transformées /(a:  —  a)  a  zéro  pour  dernier 
terme,  l'équation /(.r  -:-  «  i  z=  o  a  une  racine  nulle,  et  l'équa- 
lion/(^i=:o  admet  la  racine  a.  La  racine  a  est  double, 
triple,  ...,  si  la  transformée /(^  -  a)  perd  ses  deux  der- 
niers, ses  trois  derniers  termes,  .... 

Ainsi,  le  procédé  suivi  opère  la  séparation  des  racines  sup- 
posées toutes  réelles,  en  faisant  connaître  directement  les 
racines  entières,  simples  ou  multiples. 

1232.  Les  calculs  sont  très  simples.  On  peut,  en  effet,  dé- 
duire les  transformées  les  unes  des  autres,  en  remarquant 
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que,  diminuer  de  i  les  racines  de /(or -h  i)  m  o,  c'est  dimi- 
nuer de  1  les  racines  de  /(^)  =  o  ou  former  la  transformée 
f{x-^-i)\  que,  diminuer  de  i  les  racines  de /(j; -^  2^  =  o, 
c'est  diminuer  de  3  les  racines  de  /(.r)— o  ou  former  la 
transformée /(a? -I- 3),  etc.  Il  en  résulte  que  la  seule  substi- 
tution à  effectuer  sera  toujours  celle  de  l'unité. 
Ainsi,  en  partant  d'une  transformée  quelconque 

o{x)=.f{.r-^-k), 
on  aura  (1061) 

>'(i)  o"{\)     ,  o'"(i) 


o  (  .<:•  -h  I  )  =  o  (  I  I  -h 


1 .  2 . 3 .  . .  /n 


On  devra  donc  simplement  substituer  i  à  la  place  de  x 
dans  la  suite  renversée 

o'"{x)  o"'-'(^)  o"{x)        o'ix)  ^     ^ 

—^ 5 1  ^5 5  •   •    •  ■) —  •> 5  ?("^'' 

1.2.3... /«  I.2.3...(  m  —  I)  1.2  I  ' 

pour  obtenir,  dans  la  transformée  cbercbée,  les  coefficients 
des  puissances  décroissantes  de  .r  depuis  7n  jusqu'à  o. 

1253.  Une  fois  que  les  racines,  supposées  toutes  réelles, 
ont  été  séparées  et  déterminées  quant  à  leur  partie  entière. 
il  faut  pouvoir  en  approcher  davantage.  M.  Budan  trouve 
de  la  manière  suivante  le  chiffre  des  dixièmes,  des  cen- 
tièmes, etc.,  de  chaque  racine. 

Soit  toujours  l'équation /(j?)  ^=0.  Supposons  que  a  soit  la 
partie  entière  d'une  certaine  racine  positive  x  comprise  entre 
les  entiers  «  et  a^i.  Désignons  par  a',  a",  a"',  . .  .,  les  chif- 
fres décimaux  successifs  de  la  racine  x. 

X  —  a  étant  moindre  cpie  l'unité,  posons 

x' 

y  =:  X  —  a  = 

^  10 

x'  sera  moindre  que  10,  et  sa  partie  entière  sera  précisément 
a'.  Ov,  pour  former  la  transformée  en  x\  il  suffît  (1057)  de 
multiplier  les  différents  termes  de  l'équation  en  y  [ou  de  la 
transformée  /(j- -h  a)  en  conservant  partout  le  symbole  x] 
par  les  puissances  successives  10»,  ïo\  10-,...,  10'"-*,  10'".  De 
l'équation  en  x  ainsi  obtenue,  on  déduira  de  nouveau  les  trans- 
formées en  X  -h  i ,  X  -{-  2,  X  -^  3,  . .  .,  j:  -r-  9,  et,  dès  que  l'une 
d'elles  perdra  une  variation,  on  saura  comme  précédemment 
(1251)  quelle  est  la  partie  entière  de  x'  ou  la  valeur  de  a'. 
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On  posera  ensuite 

Y  ^=-  x' —  a  :=  — ■) 
•^  lO 

et  l'on  raisonnera  par  rapport  aux  trois  quantités  x' ,  a  ,  x" , 
comme  on  vient  de  le  faire  par  rapport  aux  trois  quantités  x, 
a,  x' .  On  multipliera  donc  encore  les  termes  successifs  de  la 
transformée  à  laquelle  on  se  sera  arrêté  pour  déterminer  a' 
par  les  mêmes  puissances  lo",  lo',  io"\  ....  lo'"-',  lo"',  et 
l'on  formera  les  transformées  en  x -:- i,  x  —  2,  x -\- d>,  ..., 
,r  —  g,  de  l'équation  ainsi  obtenue.  Dès  que  l'une  d'elles 
aura  perdu  une  variation,  on  saura  quelle  est  la  partie  en- 
tière de  x" ,  ou  quel  est  le  chiffre  a"  des  centièmes  de  la  va- 
leur décimale  de  la  racine  x,  etc. 

12oi.  On  approche  ainsi  davantagre  d'une  racine  dont  un 
ou  plusieurs  chiffres  sont  déjà  connus. 

On  peut  aussi  suivre  la  même  marche  pour  séparer  plu- 
sieurs racines  comprises  entre  deux  entiers  consécutifs, 
parce  que  les  variations,  perdues  à  la  fois  quand  les  racines 
considérées  ont  même  partie  entière  ou  mêmes  premiers 
chiffres  décimaux,  disparaissent  seulement  une  à  une  dès 
([u'on  atteint  un  chiffre  décimal  appartenant  à  l'une  de  ces 
racines  sans  appartenir  aux  autres. 

Cette  manière  d'opérer,  dans  le  cas  où  toutes  les  racines 
sont  réelles,  est  générale;  mais  les  calculs  sont  plus  ou  moins 
pénibles,  et  d'autres  méthodes  peuvent  être  préférables. 

Pour  ne  laisser  aucun  doute,  nous  donnerons  deux  exem- 
ples. 

1253.    1°  Trouver  les  racines  de  l' équation 

f{x )  =  .r ■'  —  ()X--f-  ^j:  -1-  11  =  o, 

sachant  qu'elles  sont  toutes  réelles. 

Pour  les  séparer  ou  pour  obtenir  leurs  parties  entières,  nous  déter- 
minerons les  transformées  f{x-^i),  f{x—  2),  etc.  Nous  aurons,  par 
exemple, 

Mais 

f{x)  =  liX^-~i%x  —  \,    f"{x)  =  i2X- — 18,    f"'{x)  =  -2^x,    /"•(j:J  =  24- 
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On  aura  donc,  en  renversant  l'ordre  des  termes, 

f{x  -T-  ij  =  x*-,-  4-^^       3.r2-    lo.r  —  8. 

C'est  on  opérant  de  la  sorte  et  en  continuant  comme  on  l'a  expliqué 
au  n°  1252  qu'on  peut  former  le  Tableau  suivant  : 

f{x)  —  x'*  —    9^^"-+-    4*"— ^12,         2  var. 

/(.r -+- I  )  —  .r*-+- 4-ï^' —    3^2 — lo.r-     8,         2  var. 
/(.r -- 2  )  =  a:*-- 8.r3-r-  i5./-2        o  o,         o  var. 

Les  deux  derniers  coefficients  de/(.r-^2)  étant  nuls,  2  est  racine 
double  de  l'équation /(xt  =  o  [1251],  et/(.r)  est  divisible  exactement 
par  (\r  —  2)-[1019].  Le  quotient.  .r2-^4JC  — 3,  égalé  à  zéro,  conduit 
aux  deux  autres  racines  —  1  et  —  3  de  la  proposée,  qui  sont  nécessai- 
rement négatives,  puisque  la  dernière  transformée  f{x-^i)  ne  pré- 
sente que  des  permanences  (  1226). 

Pour  les  trouver  d'après  la  même  méthode,  on  prendrait  la  transfor- 
mée en  —  X  de  l'équation  ©(x)  —  .z-^-j-  4^  -^  3  =  o.  On  aurait  ainsi 

cp (  —  X  I  —  <b(x)  —  x^ —  4 X  -f-  3  —  o, 

et  l'on  en  déduirait  le  Tableau  suivant  : 

(j;  (  X  )  =  or^  -  -  4  ••<"  • 
(!/  (  .r  -r-  I  )  =  x2  —  2  X 
([<  (  jc  -h  2  )  =  x-2       o 
4^  (  j^  -'-  3  )  =  .r^  -r-  2  .r 

Le  dernier  terme  de  ^{x  -;-  \)  étant  zéro  comme  le  dernier  ternie  de 
t];(x  -H  3),  la  transformée  o(^  x)  =.  <^{x)  =  o  admet  la  racine  -f- 1  et 
la  racine  -;-  3[12S1  ].  La  proposée  f(x  )  ==  o  admet  donc,  à  son  tour,  les 
racines  négatives  —  i  et  —  3. 

1256.  2°  Séparer  et  déterminer  à  o.oox  près  les  raciitex  de  V e'quatioii 

f(x)  =  x'*  —  ^x^  -i-  x^  -i-  6,r  -f-  2  =  o, 

sachant  (ju'elles  sont  toutes  réelles. 

Nous  choisissons  cet  exemple  pour  réunir  deux   cas   en    un    seul 
^125ii. 
On  a  ici 

/''   (r;  =    4'^'* —  12.1'--- 2.i" -^  6, 

f"  (x)  —  vxx^ —  24x  —  2, 
/'"  {x)=i.'^x  —  24, 

/"(•r)  =  24, 

et  il  en  résulte 

f(_x-r-  i)  =  x'*  —  5 .r-  -r-  6. 


3: 

2  var 

O- 

1  var 

I. 

I  var 

O: 

0  var 
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On  peut  alors,  en  poursuivant  de  la  même  manière,  établir  le  Ta- 
bleau ci-dessous  : 

f(.r)  =  .r* —  4-*"^  -^      .r2 -I-   6  .r -^  '2 ,  2  var. 

f(x  ^-  i  }  —  x^      o      —  5x'^       G    -4-  6,  2  var. 

f{  X  -h  2  )  ==  x'*  -^  4  x^  -h-      x'^  —   6.r  -+-  2,  2  var. 

f[x-^3)  =  x'*-r-8x^-higx-  —  ii X -;-  2,  o  var. 

J  est  donc  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  /(x)  =  o 
[1231],  et  il  en  existe  deux  entre  les  nombres  entiers  a  et  3  (1226). 
La  transformée  en  —  x  est 

/( —  x)  —  'j (x)  =  x'*  -^  \ x^  -r- x-  —  6.r-f-  2  =  O. 

Un  peut  donc  former  le  Tableau 

o(.r)  =  x*-t- 4 x'-i-      x^ —  6.r -f- 2,         2  var. 
o( X  ^-  i)  =  x^-^  Sx^-+-  ig^'^  —  i2,r  —  2,         o  var. 

I  étant  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  la  transformée 
en  —  X.  —  I  est  une  limite  inférieure  des  racines  négatives  de  la  pro- 
posée, et  cette  équation  a  deux  racines  négatives  entre  o  et  —  i ,  puisque 
■^(x)  =  o  a  deux  racines  positives  entre  o  et  1 . 

Cherchons  à  séparer  les  deux  racines  positives  comprises  entre  2 
et  3,  en  les  exprimant  en  décimales. 

Il  faut,  pour  cela,  opérer  comme  il  a  été  dit  au  n"  1253.  Nous  pren- 
drons donc  la  transformée /(.r -^  2),  et  nous  multiplierons  ses  diffé- 
rents termes  par  les  puissances  successives  de  10,  depuis  10°  jus- 
qu'à 10^.  Nous  obtiendrons  ainsi  l'équation 

fi{x)  =  j'^-T-  40x*-i-  loo.r^ —  60000;  -i-  20000  =  o, 

sur  laquelle  nous  n'aurons  qu'à  opérer  comme  nous  l'avons  fait  d'abord 
sur/(.r)  =  o,  pour  obtenir  le  chiffre  des  dixièmes  de  chacune  des  ra- 
cines comprises  entre  2  et  3.  Nous  aurons  le  Tableau  suivant  : 

fii  x)  =  x'-* -\-  4oj:^-i-    locx- —  6000X—  20000,  2  var. 

fi(x -7- i)  =  x'* -^  ^^x^-r-  226^2 — 5676^-1-14141?  2  var. 

/i(a;-n2)  =  .r^+48.r3-+-    364^2— 5o88a:  —    8-36,  2  var. 

fy{x -^  "à)  =  x'* -^  5-2x^-7-  Si^x^ — ^111 X -^    4061,  2  var. 

/i(  j; -h  4)  =  jT^-r- 56x3-f-  6-6^:2— 3024. r-T-      4 16,  2  var. 

/i(j:  M- 5)  =  .r*-l- ôox^-f-    85oj:2 —  i5oo.r —    1870,  i  var. 

/i(x-l- 6)  =  jc*— 64x^-1- io36x2—    384^:; —    2464,  i  var. 

/i(.r -1- 7)  =  a-^-T- 68.r3-r- 1234^^-!- 2652J; —      979,  i  var. 

/i(.r-f- 8;  =  .r^-H  72Jc3-4- i444.r2-i-  5328j:-f-    2976,  o  var. 

Ce  Tableau  montre  qu'une  seule  variation  disparait  quand  on  passe 
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de /i(a:-t- 4)  à/t(.r-+- 5),  et  ensuite,  quand  on  passe  de/ifx  —  7  ■ 
yj(x_)_8).  La  première  racine  a  donc  î  pour  chitfro  des  dixièmes  ■ 
est  égale  à  2,4,  ...,  tandis  que  la  seconde  racine  a  7  pour  chiti 
des  dixièmes  et  est  égale  à  2,  7,  .... 

On  peut  opérer  de  même  pour  trouver  le  chiffre  des  centièmes  lio 
chaque  racine,  en  partant  des  deux  transformées  fi{x~r-  \  )  et/i  (  .r  -i-  7 
et  en  mulliphant  d'abord  leurs  différents  termes  par  les  puissance 
successives  de  10;  etc. 

En  continuant  les  calculs,  on  obtient  pour  les  deux  racines 

2,41 1-   . • •     et    2,732,   .... 

Pour  déterminer  également  les  chiffres  décimaux  des  deux  racines 
comprises  entre  o  et  —  1,  il  faut  partir  de  la  transformée  en  — x  ou 
de  l'équation  o{x)  =  o,  et  lui  appliquer  le  même  algorithme. 

Mais,  comme  il  arrive,  fortuitement,  que  ©(^c)  et  f{x -h-  2)  ve  con- 
fondent, il  est  clair  qu'on  retombera  sur  les  transformées  ci-dessus 
calculées  et  sur  les  mômes  chiffres  décimaux,  de  sorte  que  les  deux  ra- 
cines négatives  de  l'équation /(j;)  =  o  sont  immédiatement 

—  0,414.   •••     et    —0,732.   .... 

1257.  On  remarquera  que,  lorsque  les  racines,  supposées 
toutes  réelles,  sont  très  rapprochées  et  présentent  plusieurs 
décimales  communes,  la  méthode  précédente  devient,  lors- 
qu'on veut  parvenir  à  les  séparer  complètement,  très  longue 
et  rebutante. 

Il  y  a  plus.  Si  l'on  n'est  pas  renseigné  sur  la  nature  des  ra- 
cines, si  l'on  ne  peut  pas  affirmer  qu'elles  sont  toutes  réelles, 
le  théorème  du  n**  1226  cesse  d'être  applicable,  et  deux  va- 
riations perdues  d'une  transformée  à  l'autre  peuvent  corres- 
pondre aussi  bien  à  l'existence  de  deux  racines  réelles  qu'à 
celle  de  deux  racines  imaginaires  (1259).  Dans  ce  dernier 
cas,  on  chercherait  en  vain  à  séparer  ces  deux  racines,  et  les 
calculs  indi(|ués,  poursuivis  indéfiniment,  ne  donneraient 
rien.  C'est  là  une  objection  insurmontable,  qui  rend  la  mé- 
thode de  M.  BuDAN,  quelque  utile  qu'elle  puisse  être  dans 
certains  cas,  absolument  insuffisante. 

Théorème  de  Fourier. 

1258.  Ce  théorème,  auquel  on  donne  souvent  le  nom  de 
M.  Budan  (1250)  en  s'appuyant  sur  la  priorité  qui  lui  serait 
acquise  par  suite  de  la  présentation  de  son  dernier  Mémoire 
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à  l'Académie  des  Sciences,  en  1811,  nous  semble  néanmoins 
devoir  être  désigné  par  le  nom  de  Foukier, 

Bien  qu'il  se  soit  occupé  toute  sa  vie  de  celte  question, 
l'ouvrage  (')  qui  contient  les  travaux,  de  ce  grand  géomètre 
sur  la  résolution  des  équations  numériques  n'a  été  publié 
qu'un  peu  plus  d'un  an  après  sa  mort  par  Navier. 

On  trouve  dans  V Avertissement  de  l'éminent  éditeur  les 
preuves  les  plus  évidentes  des  droits  de  Fourier.  Nous  nous 
bornerons  à  renvoyer  le  lecteur  aux  pages  xvij,  xviij,  xix  de 
cet  Avertissement,  où  il  est  établi  que  Fourier  a  exposé  pu- 
bliquement son  théorème  dans  ses  Cours  à  l'École  Polylech- 
nicjue ,  avant  et  après  l'expédition  d'Egypte,  c'est-à-dire 
en  1797  et  dans  les  premiers  mois  de  i8o3. 

Or  il  nous  paraît  impossible  de  ne  pas  regarder  comme 
assimilables  à  une  véritable  publication  des  Leçons  orales 
données  à  l'École  Polytechnique  ou  dans  tout  autre  établisse- 
ment d'enseignement  supérieur,  et  de  ne  pas  admettre  en 
lémoignage  les  Notes  rédigées  par  les  meilleurs  élèves  au 
>oi  lir  de  ces  Leçons  et  conservées  par  eux. 

Ajoutons  que  c'est  l'énoncé  même  adopté  par  Fourier  et  sa 
l)elle  démonstration  qui  ont  survécu  seuls;  ajoutons  encore 
(lue  c'est  en  s'inspirant  de  ses  recherches  que  Sturm  a  été 
conduit  à  sa  découverte  capitale.  Il  y  a  là,  sans  doute,  une 
raison  péremptoire  pour  laisser  à  l'auteur  de  la  Théorie  ma- 
ihématique  de  la  chaleur  l'un  des  titres  de  gloire  auquel  il 
attachait  le  plus  d'importance,  en  ne  séparant  pas  son  nom 
liu  résultat  de  ses  profondes  et  persévérantes  études. 

1259.  Théorème  de  Fourier.  —  Soient  une  équation  f{œ)  =  0, 
'le  degré  m,  et  la  suite  formée  par  son  premier  membre  et  ses 
m  dérivées  successives, 

f{x),    f\x),    f"{x),      ...,    f"'{x). 

Si  l'on  substitue  à  la  place  de  x,  dans  la  suite  indiquée, 
î  iix  quantités  réelles  quelconques,  et.  et  ^'^  a,  et  si  l'on 
nrnpte  les  variations  présentées  par  les  deux  séries  de  ré- 
iiltats  obtenus,  le  nombre  des  variations  perdues  en  passant 
le  la  première  série  à  la  seconde  est  une  limite  supérieure  du 

(')  Analyse  des  équations  déterminées,  par  M.  Foukikr.  —  Firmin 
-'iilot  frères,  i83i. 

Dr  C.  —  Cours.  IV  28 
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nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  f{x)^=i  o,  comprises 
entre  les  deux  substitutions  a.  et  (3,  et  la  différence  entre  cette 
limite  et  le  nombre  des  racines  réelles  dont  il  s'agit,  diffé- 
rence qui  peut  être  nulle,  est  toujours  un  nombre  pair. 

Quand  on  fait  croître  x  iWina  manière  continue,  les  signes 
des  valeurs  prises  par  les  fonctions  de  la  suite  (i)  ne  peuvent 
changer  que  lorsque  x  atteint  et  dépasse  une  racine  des 
équations  obtenues  en  égalant  ces  fonctions  à  zéro  (1027). 

Admettons  que,  pour  x=a,  une  ou  plusieurs  fonctions 
consécutives  de  la  suite  (i)  s'annulent,  et  représentons  ces 
fonctions  par 

le  nombre  n  pouvant  se  réduire  à  l'unité  et  l'indice  p.  à  zéro, 
auquel  cas  a  est  une  racine  de  l'équation /( ^)  =  o.  Comme 
la  dernière  fonction  de  la  suite  (i),  f"'{x),  est  une  con- 
stante (325),  l'indice  ,a -i- «  —  i  peut  être,  au  plus,  égal 
•à  m  —  I . 

Formons  une  troisième  suite,  en  ajoutant  à  la  suite  (2)  la 
première  fonction /!^+"(a7)  qui  ne  s'annule  pas  pour  a;  =  a. 
Nous  aurons 

(3)      f^{^),    /'^^'(•^),     ••-    f^^"-'{^),    f^^"{x). 

Si  h  désigne  alors  une  quantité  positive  aussi  petite  qu'on 
voudra,  les  n  +  i  termes  de  la  suite  (3)  offriront  toujours  n  va- 
riations pour  x  —  a—h  et  n  permanences  pour  x=:a-\-h 

(1233). 

Cela  posé,  considérons  successivement  les  deux  hypo- 
thèses jx  =  0  et  fjL  >  o.  Dans  le  premier  cas,  la  suite  (2)  com- 
mence à /(a:);  dans  le  second,  elle  commence  à  un  terme 
quelconque  de  la  suite  (i). 

Si  l'on  a  fA3=o,  les  ?i  premiers  termes  de  la  suite  (i) 
s'annulent  pour  j?  —  a,  «  est  une  racine  multiple  d'ordre  n 
de  l'équation /(^)=:o,  et  les  « -h  i  premiers  termes  de  la 
même  suite  perdent  n  variations  quand  on  passe  de  la  sub- 
stitution X  =  a  —  /^  à  la  substitution  x^a-^  h{  1233),  c'esl- 
à-dire  autant  de  variations  que  a  est  de  fois  racine  de/(^)  —  o. 

Si  l'on  a  p.  >  o,  on  peut  ajouter  à  la  suite  (3)  le  terme  qui 
précède /!^(^),  et  former  une  nouvelle  suite 
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comprenant  /;  -h  2  lernies.  Il  faut  alors  distinguer  entre  n  pair 
ci  n  impair. 

Si  n  est  un  nombre  pair  2k,  a  est  une  racine  multiple 
d'ordre  pair  ^k  de  l'équation /i^(a?)  ==  o  (1089).  11  en  résulte 
(\\xef^{x)  conserve  son  signe  avant  et  après  a,  c'est-à-dire 
de  x=-a  —  h  à  x^^a^h  (1029). /."•-' (^)  conserve  aussi 
son  signe  dans  le  même  intervalle,  puisque  a  n'est  pas  ra- 
cine de  l'équation /!^-'(j7)  =  G.  D'ailleurs,  le  théorème  du 
n»  1233  reste  toujours  applicable  à  la  suite  (3).  Par  consé- 
quent, la  suite  (4)  perd  seulement  n  ou  ik  variations,  quand 
on  passe  de  la  substitution  a  —  h  h  la  substitution  a -4-  h. 

Si  n  est  un  nombre  impair  2k-\-  \,  a  est  une  racine  mul- 
tiple d'ordre  impair  Q.k-^i  de  l'équation /s^ (a)  =  o,  et  la 
suite  (3)  perd  n  ou  aA^-i  variations,  quand  on  passe  de 
X  :=  a  —  h  à  x=za-^h.  Mais,  dans  le  même  intervalle, 
f^~^{x)  conserve  son  signe,  tandis  que/!^(^)  en  change  né- 
cessairement (1029).  Il  y  a  donc  forcément  dans  cet  inter- 
valle une  variation  gagnée  ou  perdue  entre  les  deux  premiers 
termes  de  la  suite  (4),  selon  que  ces  termes  étaient  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires  pour  x  ^^  a  —  k.  Par  consé- 
quent, la  suite  (4)  perd  alors  un  nombre  de  variations  égal 
à  (  2  X-  H-  f  )  ±:  1 ,  c'est-à-dire  qu'elle  perd  2  k  ou  2  A-  +  2  varia- 
lions,  quand  x  passe  de  a  —  h  a.  a  -i-  h. 

Ainsi,  lorsqu'on  a  ]J!.>o  et  que  fi  termes  consécutifs  de  la 
suite  (i),  à  partir  du  terme /i^(j7),  s'annulent  pour  J7=r  a,  la 
suite  (4)  perd  toujours  un  nombre  pair  de  variations  [2/1-  ou 
2A'-i-2],  quand  on  passe  de  x  =:  a  —  h  à  x--  a  -^-  h,  et  ce 
nombre  pair  positif  ne  peut  se  réduire  à  zéro,  d'après  l'alinéa 
précédent,  que  si  l'on  a  «  =:i. 

En  résumé,  x  croissant  depuis  le  nombre  donné  a  jusqu'au 
nombre  donné  [3,  on  voit  que,  chaque  fois  que  la  valeur 
atteinte  par  x  annulera  quelques-uns  des  termes  consécutifs 
de  la  suite  (i),  autres  que  le  premier  terme,  cette  suite  per- 
dra un  nombre  pair  de  variations;  mais  que,  lorsque  la  va- 
leur atteinte  par  x  annulera  le  premier  terme  lui-même  ou 
sera  une  racine  (d'ordre  n)  de  l'équation /(j?)  ;=  o,  la  suite  (i) 
perdra  précisément  n  variations. 

N  étant  le  nombre  total  des  racines  réelles  de  f{x)zzz:o 
{simples  ou  multiples),  comprises  entre  a  et  [3,  la  suite  (i) 
perdra  donc,  lorsqu'on  passera  de  la  substitution  x  z=-- a  h  la 
substitution  j?  irr  (3,  un  nombre  de  variations  représenté  par 
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Nh-2K,  2K  étant  un  nombre  pair  positif  qui  peut  cire  nu! 
C'est  ce  rpi'il  fallait  démontrer.  j 

1260.  Ce  Ihéorèine  remarquable  conduit  naturellement 
(1226)  à  une  limite  inférieure  du  nombre  des  racines  imagi- 
naires de  Véquation  f{x)--=.o.  Si  2K  n'est  pas  nul,  2K  est 
cette  limite. 

En  conservant  les  autres  notations  du  numéro  précédent, 
désignons  par  Nj  et  N2  les  nombres  de  racines  réelles  de  l'é- 
quation/(.:r)  =  0,  comprises  d'une  part  entre  —  00  et  +  a  et, 
d'autre  part,  entre  [3  et  (3 +00.  Soient  Ni  +  aK,  et  N.j+aK's 
les  nombres  de  variations  perdues  par  la  suite  (i),  relative- 
ment aux  substitutions  —  00  et  a  d'une  part  et  aux  substitu- 
tions p  et  H-  00  d'autre  part. 

Pour  .r=:  — 00,  la  suite  (i),  composée  de  m  4-1  termes,  ne 
renferme  que  des  variations  et,  pour  ^z=-+- 00,  que  des  per- 
manences (1005).  Comme  on  peut  aller  de  —  00  à  -1-  00,  en 
passant  d'abord  de  .2;  =  —  00  à  ^  =;  a,  puis  de  ^  =  a  à  ^  =  (3, 
et  enfin  de  ^  =  (3  à  a-  -  -h  00,  on  a  nécessairement 

Ni  +  2Ki-hN  +  2K  4-N2+  2X2=  m. 

Le  nombre  1  des  racines  imaginaires  de  réquation/(.r)  —  o 
étant  égal  à 

m-^(N,  +  N  +  N2), 
on  a 

r-2Ki  +  2K  +  2K2         ou         Iâ2K. 

1261.  Il  est  claii"  que,  si  toutes  les  racines  de  l'équatioir 
f[x)^=o  sont  réelles,  le  nombre  de  variations  perdues  de  la 
substitution  a  à  la  substitution  [3  est  exactement  le  nombre 
des  racines  de/(^)  =  0  comprises  entre  a  et  (3. 

En  effet,  la  condition  1  ;=  o  entraîne  nécessairement  (1260) 

la  condition 

2k,  -+-  2K  -f-  2X2  =  o 

et,  en  particulier,  2K=:o,  de  sorte  que  le  nombre  de  varia- 
tions perdues  de  la  substitution  a  à  la  substitution  (3  se  con- 
fond avec  le  nombre  N  des  racines  réelles  comprises  entre  a 
et  (3.  On  retrouve  ainsi  immédiatement  le  théorème  du 
n°  1226. 

1262.  il  peut  arriver  que  l'un  des  nombres  limites  substi- 
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tués  à  la  place  de  x,  a.  par  exemple,  annule  un  ou  plusieurs 
termes  de  la  suite  (i).  Comment  compter  alors  les  variations 
de  la  suite? 

FouniER  tourne  la  difficulté  en  substituant  successivement 
y.  —  Il  e{  y.  -\-  h  au  lieu  de  a  (la  quantité  positive  h  étant  aussi 
p(>[ite  (lu'on  voudra),  et  en  appliquant  ce  qu'il  appelle  la 
icgle  du  double  signe  (').  Il  nous  paraît  plus  simple  de  sub- 
stituer seulement  y.  —  h.  En  effet,  supposons  que  y.  annule 
les  termes  de  la  suite  (3)  [l-2o9],  sauf  le  dernier.  On  sait,  sans 
qu'aucun  nouveau  calcul  soit  nécessaire,  que,  pour  j?  z=  a  —  h, 
cette  suite  ne  présentera  que  des  variations  (1233).  On 
naura  donc  qu'à  chercher  combien  de  ces  variations  dispa- 
raissent lorsqu'on  fait  j-  =  [3. 

De  même,  si  p  annule  les  termes  de  la  suite  (3),  sauf  le 
dernier,  on  pourra  substituer  3  +  A  au  lieu  de  (3.  On  sait 
i|iie,  pour  .r  ^=:  3  -^  h,  cette  suite  ne  présentera  que  des  per- 
manences (1233).  On  n'aura  donc  qu'à  regarder  comme  per- 
dues toutes  les  variations  obtenues  par  la  substitution  .z^  =  a. 

1263.  Le  théorème  de  Descartes  est  une  simple  consé- 
quence du  théorème  de  Fourier. 

En  effet,  appliquons  ce  dernier  théorème  à  la  suite  (i)  [1259], 
en  supposant  d'abord  que  l'équation /(a-)  ^=o  est  complète  et 
que  le  premier  terme  de  f{x)  est  positif,  et  en  choisissant 
pour  nombres  limites  a  =  o  et  (3  =-h  oc. 

Pour  j7  =  az=o,  la  suite  (i)  se  réduit  évidemment  aux 
coefficients  mêmes  de  l'équation  f{jr)=:o,  pris  avec  leurs 
signes  (abstraction  faite  de  multiplicateurs  numériques  es- 
sentiellement positifs). 

Pour  j:^Q=z-r-oc,  la  même  suite  ne  renferme  que  des 
permanences  (1005). 

Il  en  résulte  que  le  nombre  des  variations  du  premier 
membre  de  l'équation /(jt)  =  o  est  égal  (1259)  à  P  h-  2K,  en 
désignant  par  P  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 
comprises  entre  o  et  h- oc,  c'est-à-dire  le  nombre  de  ses  ra- 
cines positives,  et  par  2K  un  nondjre  pair  qui  peut  être  nul. 
C'est  précisément  le  théorème  de  Descartes  (1214). 

Si  l'équation /(j?)  =0  est  incomplète.  la  première  substitu- 
tion a-  r=  a  ^  o  peut  annuler  quelques  termes  de  la  suite  (i). 


(')  Analyse  des  équaiions,  p.  io3. 
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Mais,  au  lieu  de  subsliliier  o,  on  peut  substilucr  —  A  el  +  h 
et,  si  l^éqiiaLion  f{x)  =  o  n'a  pas  de  racines  nulles,  le  nombre 
des  variations  perdues  en  passaiil  de  x  ^=^ — li  à  x=i-^h  se 
réduit  à  un  nombre  pair  (1259).  On  arrive  donc  au  même 
énoncé,  en  substituant  +  A  et  4-  oo  au  lieu  de  o  et  +  <», 
puisque  h  peut  être  pris  assez  petit  pour  qu'il  n'y  ail  aucune 
racine  positive  entre  o  et  Ii. 

126*.  Pour  appliquer  le  théorème  de  Fourier  à  la  sépara- 
lion  des  racines  de  l'équation  /(^)^^  o,  on  opère  comme  il 
suit. 

Admettons  qu'on  ait  déterminé,  comme  nous  le  montre- 
rons plus  tard  {voij'  le  Chap.  VI  du  présent  Livre),  une  limite 
inférieure  L'  des  racines  réelles  de  l'équation  et  une  limite 
supérieure  L  de  ces  mêmes  racines.  On  substituera  alors 
dans  la  suite  (i)  [1259] 

(0  /(■'■),     /'(.r),     f"{^r),      ...,     /'"(.r), 

des  quantités  croissantes  depuis  L' jusqu'à  L,  en  faisant  va- 
rier ces  quantités  suivant  la  loi  qui  semblera  le  plus  conve- 
nable, et  l'on  examinera  de  quelle  manière  les  nombres  de 
variations  de  la  suite  se  comportent  d'une  substitution  à 
l'autre. 

Si  deux  substitutions  consécutives  ne  font  perdre  aucune 
variation  à  la  suite  (i),  il  n'y  a  aucune  racine  réelle  de  ré(|ua- 
lion  proposée  entre  les  deux  nombres  substitués. 

Si  deux  substitutions  consécutives  répondent  à  la  perte 
d'une  seule  variation,  les  deux  nombres  substitués  compren- 
nent une  racine  réelle  de  l'équation,  et  une  seule. 

Si  deux  substitutions  consécutives  répondent  à  la  perte  d'un 
nombre  impair  de  variations,  2/?h-i,  les  deux  nombres  sub- 
stitués comprennent  un  nombre  impair  de  racines  réelles  de 
l'équation,  sans  qu'on  puisse  décider  (sans  nouveaux  calculs) 
si  ce  nombre  injpair  de  racines  réelles  est  np  -+-\,i p  —  i ,  •••, 
ou  I. 

Enfin,  si  deux  substitutions  consécutives  répondent  à  la. 
perle  d'un  nombre  pair  de  variations,  -ip,  les  deux  nombres 
substitués  comprennent  un  nombre  pair  de  racines  réelles  de 
l'équation,  sans  qu'on  puisse  décider  (sans  nouveaux  calculs) 
si  ce  nombre  pair  de  racines  réelles  est  2/>,  2/^—2,  . . .,  ouo. 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  la  diftîculté  reste  toujours  celle 
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que  nous  avons  déjà  indiquée  à  propos  de  la  méthode  de 
M.  Budan  (1257);  et  de  nouvelles  substitutions  plus  resser- 
rées ne  peuvent  la  lever  que  lorsque  les  racines  réelles  sup- 
posées existent,  tandis  qu'elles  se  poursuivent  indéfiniment 
sans  résultat  lorsque  ces  racines  réelles  sont  remplacées  par 
les  racines  imaginaires. 

FoLRiER,  dans  l'Ouvrage  cité  plus  haut,  a  essayé  d'aller  plus 
loin,  et  il  a  donné,  pour  arriver  plus  sûrement  à  la  séparation 
(les  racines  réelles  et  à  la  détermination  du  nombre  des  ra- 
cines imaginaires,  des  règles  très  ingénieuses  qui  permettent, 
dans  certains  cas,  de  parvenir  plus  rapidement  au  but  qu'en 
employant  la  méthode  de  Stlrm,  dont  ia  perfection  théorique 
est  absolue,  mais  qui,  pratiquement,  peut  exiger  des  calculs 
1res  pénibles.  Nous  ne  croyons  pas  devoir  exposer  ces  perfec- 
tionnements de  Fourier,  et  nous  renverrons  pour  leur  étude 
à  l'Analyse  des  équations.  Nous  ferons  connaître  par  la  suite 
des  procédés  en  général  plus  simples  et,  par  cela  même,  plus 
s;:Jisfaisants. 

Méthode  de  Lagrange. 

12Ô0.  La  première  méthode  entièrement  rigoureuse  pour  la 
séparation  des  racines  réelles  est  due  à  Lagrange  (*);  la  se- 
conde est  due  à  Stlrm,  et  nous  lui  consacrerons  le  Chapitre 
suivant. 

\'oici  en  quoi  consiste  la  méthode  de  Lagraxge. 

Nous  supposerons  que  l'équation /(.c)  =:  o,  de  degré  m,  n'a 
plus  de  racines  égales  (1092),  et  nous  admettrons  qu'on  a  dé- 
terminé une  limite  inférieure  L'  et  une  limite  supérieure  L, 
aussi  rapprochées  que  possible,  des  racines  réelles  de  cette 
équation. 

Nous  substituerons  alors  dans  f{x),  à  la  place  de  x,  une 


(')  Lagraxge  a  publié  son  beau  Mémoire  dans  le  recueil  des  Mémoires 
de  l'Académie  de  Berlin  pour  1767,  et  les  Additions  dans  le  Volume  des 
Mémoires  de  la  même  Académie  pour  1768.  Il  a  réuni  tout  son  travail, 
enrichi  de  notes  importantes,  sous  ce  titre  :  Traité  de  la  résolution  des 
équations  numériques,  ouvrage  qui  a  eu  deux  éditions  du  vivant  de  l'il- 
lustre auteur,  en  1798  et  en  1808. 

Le  Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques  forme  le  tome  VIII 
des  Œuvres  de  Lagr.\xge,  publiées  par  les  soins  de  M.  J.-A.  Serret.  — 
Gauthier-Villars,  m  dccc  lxxix. 
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série  de  nombres  croissants 

(i)  }.,,   >.2,   i,,    ...,   ).„,    :'.,,H-i    ■    . 

commençant  à  la  limiie  inféiicure  L'  (ou  en  derà)  et  se  ter- 
minant à  la  limite  supérieure  L  (ou  au  delà). 

Si  les  nombres  substitués  sont  choisis  de  manière  (lue,  entre 
deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (i),  il  ne  puisse  tomber 
PLUS  d'une  racine  réelle  de  l'équation  donnée,  il  est  clair  (|uo 
les  substitutions  indiquées  opéreront  à  coup  sûr  la  séparation 
des  racines  réelles  de  cette  équation.  Car,  si  deux  substitu- 
tions consécutives  donnent  des  résultats  de  signes  contraires, 
les  deux  nombres  substitués  comprendront  une  racine  réelle 
elune  seule;  et  ils  n'en  comprendront  aucune,  si  les  résultat> 
obtenus  sont  de  même  signe  (1027). 

Or,  la  suite  (i)  remplira  évidemment  la  condition  imposée, 
si  ses  termes  sont  ceux  d'une  progression  par  différence  dont 
la  raison  è  soit  moindre  que  la  différence  de  deux  racine^ 
réelles  quelconques  de  l'équation  donnée;  car,  alors,  il  ne 
pourra  jamais  exister  deux  racines  réelles  de  cette  équation 
entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progression  considérée. 
Lagrange  est  parvenu  à  déterminer  celte  raison  è,  en  ayant 
recours  à  Véquaiion  aux  cariés  des  différences  des  racines  île 
l'équation  proposée  (1151,  115-2). 

Cette  équation  aux  carrés  des  différences,  (lui  est  de  degré 

m(^m  —  i)      , 

■ ■>   étant  calculée  comme  nous  l'avons  montré,  sun- 

posons  que  o  soit  une  limite  inférieure  de  ses  racines  posi- 
tives, qui  correspondent  (1228)  aux  racines  réelles  de  la  pro- 
posée f{x)=io.  La  limite  o  étant  moindre  que  le  carré  de 
la  plus  petite  dilTérence  qui  puisse  exister  entre  ces  racines 
réelles  prises  deux  à  deux,  on  voit  qu'on  n'a  qu'à  choisir,  pour 
la  raison  ô,  la  valeur 

à  --::  v/p. 

Si  p  est  supérieur  à  i  et  si  \p  est  un  nombre  incommensu- 
rable, il  est  préférable  d'égaler  o  au  nombre  entier  inférieur 
le  plus  rapproché  de  v^p. 

Si  p  est  moindre  que  i,  il  faut  |)rendre  pour  è  une  fraction 
moindre  que  i.  Pour  éviter  alors  la  substitution  de  nombres 
fractionnaires  dans  l'équation  donnée,  on  peut  diviser  ses  ra- 
cines par  0  ou  former  sa  transformée  en  ox  (1058),  de  façon 
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à  n'avoir  à  substituer  dans  cette  transformée,  et  dans  les  li- 
mites voulues,  que  des  nombres  entiers.  En  effet,  si  a  et  [3 
sont  deux  racines  réelles  quelconques  de  l'équation  f{x)  :=  o, 

a        8 

.  et  Ç  seront  les  deux  racines  correspondantes  de  la  Irans- 

6         0 

formée  /(oj;)  =  o;  de  sorte  que,  si  la  raison  ô  est  moindre 

que  la  diflférence  a  —  (3,  l'unité  sera  moindre  que  la  différence 

y.        Ç>        a  —  S,,  ,  !..  ..... 

V  —  V  =  — ^  •  Par  conséquent,  en  choisissant  la  limite  m- 

0         ù  à 

férieure  L'  des  racines  réelles  de   l'équation  f{x)^^o,  de 

manière  que  le  quotient  -ji   limite   inférieure  des    racines 

réelles  de  l'équation  transformée /(ôj:-)  =  o,  soit  un  entier,  on 
n'aura  qu'à  substituer  dans  celte  transformée  des  entiers  con- 
sécutifs. Une  fois  la  séparation  des  racines  réelles  de  la  trans- 
formée effectuée,  on  en  déduira  immédiatement  celle  des 
racines  réelles  de  la  proposée. 

1266.  Telle  est  la  méthode  de  Lagrange,  qui  résout  d'une 
manière  complète  le  problème  de  la  séparation  des  racines 
réelles  d'une  équation  donnée.  Mais  cette  méthode  exige  la 
formation  de  l'équation  aux  carrés  des  différences,  qui  devient 
pénible  lorsque  le  degré  de  la  proposée  s'élève  ('),  et  l'on 
peut  avoir  à  exécuter  un  très  grand  nombre  de  substitutions. 
Pour  diminuer  leur  nombre,  on  prendra  les  limites  L'  et  L 
aussi  rapprochées  qu'on  pourra,  et  Ton  choisira  pour  la  raison 
ô,  en  ayant  égard  aux  observations  précédentes,  la  plus  grande 
valeur  possible. 

Lorsqu'on  sait  d'avance  que  toutes  les  racines  de  l'équation 
considérée  sont  réelles,  on  évite  la  formation  de  l'équation 
aux  carrés  des  différences  en  substituant  immédiatement  dans 
J\x),  d'abord  les  nombres  entiers  consécutifs  compris  entre 
les  limites  L'  et  L,  puis  des  nombres  de  plus  en  plus  rappro- 
t  liés.  On  finira  nécessairement  par  obtenir  ainsi  un  nombre 
lie  changements  de  signes  égal  au  degré  m  de  l'équation  trai- 
tée, et  les  racines  seront  alors  séparées. 


(')  C'est  ce  qui  explique  les  recherches  ultérieures  de  Fourier  et  de 
\I.  BuDAN,  qui  voulaient  s'affranchir  de  l'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences. 


■  ao»"-^ 
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CHAPITRE  lY. 

THÉORÈME    DE    STURM. 


Indications  préliminaires. 

1267.  Une  équation  /(j:)=ro  étant  donnée,  il  suffit, 
d'après  le  théorème  de  Rolle  (123i),  pour  pouvoir  fixer  le 
nombre  de  ses  racines  réelles  et  les  séparer  (1238),  de  savoir 
résoudre  l'équation  dérivée /'(.a?)  z=  o;  mais,  lorsqu'on  ne  sait 
pas  résoudre  l'équation  dérivée,  il  faut  avoir  recours  au  théo- 
rème de  Sturm. 

C'est  dans  un  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques que  Sturm  fit  connaître  son  célèbre  théorème.  Ce 
Mémoire  fut  lu  par  l'auteur  à  l'Académie  des  Sciences,  le 
i3  mai  182g,  et  il  en  donna  peu  après  une  analyse  dans  le 
Bulletin  de  Férussac  (^). 

A  l'époque  où  Stuum  vint  se  fixer  à  Paris  (i825)  et  où  il  fui 
accueilli  par  Fourier,  ce  dernier  réunissait  autour  de  lui 
quelques  jeunes  géomètres  appelés  à  un  brillant  avenir, 
Sturm  subit  l'heureuse  influence  de  ce  maître,  pour  lequel  il 
conserva  toujours  la  plus  vive  gratitude,  et  s'occupa  avec  pas- 
sion de  la  théorie  mathématique  de  la  chaleur  et,  surtout,  de 
la  résolution  des  équations  numériques.  Voici  comment  il 
s'exprime  à  cet  égard  dans  l'analyse  de  son  Mémoire  : 

«  L'Ouvrage  (*)  qui  doit  renfermer  l'ensemble  des  travaux 
de  M.  Fourier  sur  l'Analyse  algébrique  n'a  pas  encore  été 
publié.  Une  partie  du  manuscrit  qui  contient  ces  précieuses 
recherches  a  été  communiquée  à  quelques  personnes.  M.  Fou- 


(')  T.  XI,  p.  4'9-  —  Le  Mémoire  original  se  trouve  reproduit  en  entier 
dans  le  tome  VI  des  Mémoires  des  Savants  étrangers,  p.  271.  —  i835. 
{')  Analyse  des  équations. 
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rier  a  bien  voulu  m'en  accorder  la  lecture,  et  j'ai  pu  l'étudier 
à  loisir.  Je  déclare  donc  que  j'ai  eu  pleine  connaissance  des 
travaux  inédits  de  M.  Fourier  qui  se  rapportent  à  la  résolu- 
lion  des  équations,  et  je  saisis  cette  occasion  de  lui  témoi- 
gner la  reconnaissance  dont  ses  bontés  m'ont  pénétré.  C'est 
en  m'appuyant  sur  les  principes  qu'il  a  posés  et  en  imitant 
ses  démonstrations  que  j'ai  trouvé  les  nouveaux  théorèmes 
que  je  vais  énoncer.  » 

Ces  paroles  font  trop  d'honneur  aux  deux  savants  pour  que 
nous  n'ayons  pas  cru  devoir  les  citer;  et  elles  ne  peuvent  rien 
enlever  à  la  gloire  de  Sturm,  qui  triompha  là  où  Fourier  n'a- 
vait réussi  qu'imparfaitement. 


Théorème  de  Sturm. 

12G8.  On  donne  une  équation  /(j:-)  =  o,  de  degré  m,  qui 
n'a  pas  de  racines  égales,  et  dont  le  premier  membre  est  or- 
donné suivant  les  puissances  décroissantes  de  .r.  Nous  pose- 
rons à  la  fois /(j:)  :=X  et /'(j?)  =  Xj.  Puisque  l'équation 
considérée  n'a  pas  de  racines  égales,  X  et  X,  n'admettront 
aucun  plus  grand  commun  diviseur  (1038). 

Divisons  alors  X  par  Xi,  comme  si  nous  voulions  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes.  Nous  pour- 
suivrons la  division  jusqu'à  ce  que  nous  parvenions  à  un 
reste  de  degré  inférieur  à  X,.  Désignons  par  X,  ce  reste 
changé  de  signe.  Divisons  de  même  X,  par  X,,  et  poursuivons 
la  division  jusqu'à  ce  que  nous  parvenions  à  un  reste  de  degré 
inférieur  à  X,.  Désignons  par  X3  ce  reste  aussi  changé  de 
signe. 

En  continuant  les  opérations  de  la  même  manière,  c'est- 
à-dire  en  ayant  toujours  soin  de  changer  les  signes  de  tous  les 
termes  de  chaque  reste,  avant  de  prendre  ce  reste  pour  nou- 
veau diviseur,  nous  arriverons,  après  un  certain  nombre  de 
divisions,  p — i  par  exemple,  à  un  reste  numérique,  puisque 
X  et  X,  ne  peuvent  avoir  aucun  plus  grand  commum  diviseur 
en  X.  Désignons  parX^,  ce  reste  numérique  également  change 
de  signe. 

On  obtiendra  ainsi  une  suite 

(l)       X,  A],  Xj,  Aj,  .    .    .,  A„_I,  A„,  .     .     .,  Ay;_l,  A^,, 
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de  p -h  i  fonctions,  qu'on  appelle  les  Fondions  de  Sturm,  ei 
dont  les  degrés  par  rapport  à  x  vont  en  décroissant  depuis  /// 
jusqu'à  o. 

Cela  posé,  l'énoncé  du  théorème  est  le  suivant  : 

Théorîlme  de  Stlrm.  —  La  suite  (i)  étant  formée,  soient  deuu 
nombres  réels  quelconques,  <y.  et  '^'^  y.\  substituons-les  succes- 
sivement à  la  place  de  x  dans  les  fonctions  indiquées  ci-des- 
sus, qui  prendront  alois  des  valeurs  positives  ou  négatives. 
Pour  chaque  substitution,  la  suite  (i)  présentera  donc  un  cer- 
tain nombre  de  variations.  Le  nombre  des  variations  perdues 
en  passant  de  la  substitution  x^y.  à  la  substitution  x  t=  ^ 
est  exactement  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 
f{x)  =  X  :^  o,  comprises  entre  les  deux  nombres  x  et  ^. 

Soient  Qi,  Q,,  Q,,  .  . .,  0/,_i  les  quotients  obtenus  dans  les 
p  —  I  divisions  effectuées.  Nous  pourrons,  en  nous  rappelant 
le  changement  de  signe  imposé  à  chaque  reste  avant  de  le 
prendre  pour  diviseur,  écrire  Ies/>  —  i  identités 

X       =  X,  Q,  -  X,, 
X,      =X,Q,-X3, 

,X,     =X3Q3-X„ 

(2) 


\p—-2  =^  -»-/j  — 1  V/J— 1  -»-,o- 

Il  est  clair  que,  lorsqu'on  donne  à  .r  des  valeurs  croissantes 
depuis  a  jusqu'à  (3,  les  fonctions  de  la  suite  (i)  ne  peuvent 
présenter  aucun  changement  de  signe,  tant  qu'on  n'atteint 
aucune  racine  des  équations  formées  en  égalant  ces  fonctions 
à  zéro. 

Le  système  des  identités  (2)  conduit  alors  à  ces  deux  con- 
séquences : 

1°  Deux  fonctions  consécutives  de  ta  suite  (i)  ne  peuvent 
s'annuler  pour  la  même  valeur  de  x. 

Car,  si  l'on  pouvait  avoir  à  la  fois 

X„_,=io,         X„=o. 

on  en  conclurait   X^.;-,  =:  o.    En   continuant   de   proche   en 
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proche,  on  parviendrait  donc  à  X^  =  o;  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  X^,  est  une  constante  qui  ne  peut  pas  être 
nulle. 

2°  Lorsqu'une  valeur  de  x  annule  une  certaine  fonction 
(h-  la  suite  (i),  les  deux  fonctions  qui  la  comprennent  sont 
toujours  de  signes  contraires  pour  cette  valeur  de  x. 

Car,  pour  X„=:o,  on  a 

X„_i  "=    •  x„_,_i . 

11  résulte  de  ces  deux  conséquences  que,  tant  que  la  valeur 
(  roissante  de  x  n'atteint  pas  une  racine  de  l'équation  donnée 
l\x)  =z  x  r=  o,  la  suite  (i)  présente  toujours  le  même  nombre 
de  variations. 

En  effet,  si  l'on  a  X„:=o  pour  x^=:a,  on  peut  prendre  la 
quantité  positive  h  assez  petite  pour  que  les  deux  équations 
\„_,  =  o  etX„+i  =  o  n'aient  aucune  racine  réelle  entre  a  — h 
el  a  H-  II,  puisqu'elles  ne  peuvent  admettre  la  racine  a  (i").  Il 
s'ensuit  que,  tandis  que  X„  change  de  signe  lorsque  x  tra- 
verse la  valeur  a  (1027),  les  deux  fonctions  X„_,  et  X„_i_,  con- 
servent le  leur.  Mais,  d'après  (2°),  elles  sont  de  signes  con- 
ii  aires  pour  xz=^a.  On  ne  peut  donc  avoir,  dans  l'intervalle 
1  insidéré,  que  les  combinaisons  de  signes  ci-après  : 

j:  =  fl  —  //.  X  ^  a  -t-  h. 

•^«-i    i   -i-      —      — 

X,     j^    -    ^   - 

X„+i    j    —      —      +       -H    . 

fiui  n'offrent  toujours  (\\\'une  seule  variation,  aussi  bien  pour 
./  :-:z.  a  —  h  que  pour  x  ^  a  -r-  h. 

Comme  le  même  raisonnement  est  applicable  à  toutes  les 
parties  de  la  suite  (i)  composées  de  trois  fonctions  consécu- 
tives, à  partir  de  X,,  la  suite  (i)  ne  perd  aucune  variation 
quand  on  fait  croître  x,  tant  qu'on  n'atteint  pas  une  racine 
'le  la  proposée  /(^)  =  X  =  o.  En  d'autres  termes,  le  nombre 
(les  variations  de  la  suite  demeure  constant,  et  ces  variations 
no  font  que  se  déplacer  de  lune  des  manières  indiquées  par 
le  Tableau  ci-dessus. 

Supposons  maintenant  que  la  valeur  croissante  de  x  atteigne 
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une  première,  racine  b  de  la  proposée.  Celle  valeur  h  pourr;i 
annuler  également  quelques  autres  fonctions  de  la  suite  (i), 
qui,  d'après  ce  qui  précède,  passeront  par  zéro  sans  faire  va- 
rier le  nombre  des  variations  de  la  suite. 

11  ne  nous  reste  donc  à  examiner  que  ce  qui  se  produii 
entre  les  deux  premières  fonctions  XetX,,  quand  x  passe  de 
la  valeur  b—k  à  la  valeur  b^k,  en  désignant  par  A-  une 
(|uantilé  positive  aussi  pelite  qu'on  voudra. 

X 

Or,  nous  avons  vu  (1232)  que  le  rapport  ^  de  la  fonclion 

X  à  sa  dérivée  Xi  passe  alors  nécessairement  d'une  valeur  né- 
gative à  une  valeur  positive,  c'est-à-dire  que,  pour  x^:^b  —  k, 
les  deux  premières  fonctions  X  et  X,  présentent  une  varia- 
tion, qui  se  trouve  remplacée  par  une  permanence  quand, 
ayant  franchi  x^^  b,  on  fait  x^=  b  -\-  k. 

Ainsi,  dans  le  cas  étudié,  la  suite  (i)  perd  une  variation  de 
X  à  X,;  elle  n'en  perd  donc  qu'une  seule  dans  son  ensemble. 

Par  conséquent,  de  x=:(x  à  x=zj3,  la  suite  (i)  perd  une 
variation  et  une  seule,  chaque  fois  que  x  atteint  une  racine 
de  l'équation  donnée  /(^)  =  X  —  o,  et  seulement  dans  cette 
hypothèse,  c'est-à-dire  que  cette  suite  perd  finalement  autant 
de  variations  que  l'équation  donnée  a  de  racines  réelles  com- 
prises entre  a  et  p. 

Ajoutons,  pour  la  pleine  compréhension,  du  théorème, 
que,  avant  d'atteindre  une  deuxième  racine  réelle  j?  =  c  de 
/(jr)  =  X  =  o,  X  passe  nécessairement,  d'après  le  théo- 
rème de  RoLLE  (1234),  par  une  racine  de  l'équation  dérivée 
f'{x)=:Xi=o.  X,  change  alors  de  signe  (1027),  et  la  per- 
manence qui  existait  entre  X  et  Xi  après  x=  b  se  change 
en  une  variation,  destinée  à  se  perdre  à  son  tour  au  moment 
où  la  valeur  de  x  atteint  la  deuxième  racine  c  de  la  propo- 
sée. On  voit  par  là  que,  pendant  que  x  croît  de  a  à  |3,  les  va- 
riations primitives  de  la  suite  (i)  finissent  forcément /?«/'  se 
déplacer  en  remontant  pour  venir  se  perdre  une  à  une  dans 
l'intervalle  des  deux  premières  fonctions  X  et  X,,  jusqu'à 
concurrence  du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  pro- 
posée comprises  entre  a  et  (3. 

Tel  est  cet  important  théorème,  qui  a  fait  époque  dans  la 
Science,  et  auquel  on  ne  peut  reprocher  que  la  longueur  des 
calculs  à  effectuer,  longueur  sans  doule  inhérente  à  la  nature 
de  la  question. 
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Remarques. 

1269.  I.  Il  est  évident  que,  dans  la  série  des  divisions  pré- 
liminaires qui  conduisent  aux  fonctions  de  Stlrm,  on  a  le 
droit  de  multiplier  ou  de  diviser  les  dividendes  ou  diviseurs 
par  tels  nombres />05«7f/!y  qu'on  voudra,  puisque  ces  multipli- 
cations ou  divisions  laissent  intacts  les  signes  des  différentes 
Ifuictions.  Par  contre,  il  est  interdit  d'introduire  ou  de  sup- 
|)rimer  des  facteurs  négatifs,  à  moins  qu'une  opération  ulté- 
rieure ne  doive  les  transformer  en  facteurs  positifs. 

1270.  II.  La  dernière  fonction  X^  est  une  constante  qui  ne 
pout  pas  être  nulle;  mais  il  suffit  évidemment,  pour  la  dé- 
monstration du  théorème,  que  Xp  soit  une  fonction  qui  ne 
change  pas  de  signe  quand  x  varie  de  a  à  ^;  car,  alors,  elle 
ne  peut  s'annuler  dans  ces  limites  {voir  i"). 

Il  peut  résulter  de  cette  remarque  une  très  importante  sim- 
plification. Si,  parmi  les  fonctions  qui  forment  la  suite  (i) 
[1268],  il  s'en  rencontre  une  qui  ne  change  pas  de  signe  de 
x=^a  à  a?:=p,  c'est-à-dire  qui,  égalée  à  zéro,  n'ait  aucune 
racine  réelle  entre  ces  deux  nombres,  on  peut  arrêter  la 
suite  (i)  à  cette  fonction  et  supprimer  toutes  les  fonctions 
qui  viennent  après  ou  éviter  de  les  calculer  (c'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  lorsqu'on  rencontre  une  fonction  qui, 
égalée  à  zéro,  n'a  que  des  racines  imaginaires  :  elle  conserve 
alors  constamment  le  signe  de  son  premier  terme). 

1271.  III.  La  même  difficulté  qui  se  présente  pour  l'appli- 
cation du  théorème  de  Fourier  (1262)  peut  se  présenter  pour 
celle  du  théorème  de  Stlrm.  On  la  résout  de  la  même  ma- 
nière. 

Supposons  que  l'une  des  fonctions  intermédiaires  X„  de  la 
suite  (i)  s'annule/>0Mr  la  substitution  extrême  x^a  ou  x^=^. 
h  étant  toujours  une  quantité  positive  aussi  petite  qu'on  vou- 
dra, les  trois  fonctions  consécutives  X„_,,  X„,  X„^-.,  pré- 
senteront toujours  une  seule  variation  pour  x=:y.~h  et 
x-=:  a-\-  h  ou  pour  x  =  ^  —  h  et  x  z=  ^  -i-  h  (  1268).  Si  c'est 
la  première  fonction  X  qui  s'annule  pour  x=:x  ou  x=:^, 
on  sait  de  même  (1268)  qu'une  variation  sera  perdue  entre 
X  et  Xi,  quand  on  passera  de  x  -^cc  —  h  à  x:=--  oc~  h  ou  de 
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.r  =  (3  —  ^  à  X  -—  ^  -\-  h.  On  n'a  donc  qu'à  prendre  pour  nou- 
velles limites,  soil  ah  et  (3,  soit  a  et  [3  +  h,  en  notant  de 
plus  que  X  -  a  ou  a:  —  (3  est  une  racine  réelle  de  l'équation 
donnée. 


Cas  où  l'équation  proposée  a  des  racines  égales. 

1272.  Le  théorème  de  Sturm  s'applique  encore  au  cas  où 
l'équation  /(j:)  =  X  =:  o  admet  des  racines  éi:;ales;  seule- 
ment, le  degré  de  multiplicité  de  ces  racines  demeure  indé- 
Lerminé. 

En  effet,  opérons  comme  précédemment  (1268),  de  ma- 
nière à  former  une  suite  analogue 

(i)       X,     Al,     Xj,      ....     X„_i,     X,.,,      ...,     Xp_i,     X/,. 

Trois  fonctions  consécutives  seront  encore  liées  par  la  rela- 
tion 

{ibis)  X„_i  =  X„Q„— X„+i, 

le  quotient  Q„  étant  une  fonction  entière.  Seulement,  la  der- 
nière fonction  X^  ne  sera  plus  une  quantité  constante.  Ce 
sera  évidemment  le  plus  grand  commun  diviseur  algébrique 
de  X  et  de  Xj,  auquel  on  s'ari-êtera  nécessairement,  le  reste 
correspondant  étant  nul. 

Si  l'on  divise  par  X^,  tous  les  termes  de  la  suite  (i),  on  ob- 
tiendra une  nouvelle  suite 

(2)  >,        Vi,        V2,        ••■,        »«  — 1»        ' /n        ■■■■>        »'/)— 1>        'p^'> 

dans  laquelle  la  dernière  fonction  V^  sera  une  constante,  et  qui 
remplira  absolument  les  mêmes  conditions  que  la  suite  (i) 
[1268]  formée  lorsque  l'équation  donnée  n'a  pas  de  racines 
égales. 
Ainsi,  la  relation  (i  bis)  sera  remplacée  par  la  relation 

{"ibis)  V„_,  =  V„Q„  — V„+i, 

qui  prouve  que  deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  s'an- 
nuler en  même  temps  et  que,  lorsqu'une  fonction  intermé- 
diaire s'annule,  les  deux  fonctions  qui  la  comprennent  sont 
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<le  signes  contraires.  D'ailleurs,  \p  —  i  ne  change  pas  de 
<igne.  Enfin,  l'égalilé 

V         X 

V,  -X. 

montre  que  le  premier  rapport,  comme  le  second  (1268,  1232), 
passe  toujours,  en  s'annulant,  d'une  valeur  négative  à  une 
valeur  positive. 

Les  fonctions  (2)  pouvant  remplacer  identiquement  les 
fonctions  (i)  considérées  au  n"  1268,  on  voit  que  l'équation 
V  =  o  [qui  n'a  plus  de  racines  égales  (1088)]  a  autant  de 
racines  réelles  entre  les  deux  nombres  réels  a  et  (3  >  a,  que 
la  suite  (2)  perd  de  variations  quand  on  passe  de  la  substitu- 
tion .r  =  a  à  la  substitution  ^  —  (3.  En  outre,  comme  on 
(iluient  la  suite  (i)  ci-dessus  en  multipliant  les  termes  de  la 
suite  (2)  par  un  même  polynôme  X,,,  il  est  clair  qu'on  peut 
•  "inployer  directement  la  suite  (i)  sans  prendre  la  peine  de 
l'irmer  la  suite  (2).  Le  résultat  ne  change  pas;  mais  le  degré 
lie  nndtiplicité  des  racines  égales  de  l'équation /(^)  =  X  =  o 
n'apparaît  pas,  ou  chaque  racine  multiple  ne  compte  qu'une 

fais. 


Détermination  du  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation. 

1273.  Four  trouver  le  nombre  total  des  racines  réelles 
d'une  équation  donnée  de  degré  w,  il  suffit,  d'après  ce  qui 
précède,  de  former  pour  cette  équation,  supposée  sans  racines 
ti^ales.  la  suite  des  fonctions  de  Sturm 

Cl  X,     X„     X„      ...,     X,,_„     X„ 

(M  d'y  substituer  une  limite  inférieure  L'  et  une  limite  supé- 
rieure L  des  racines  réelles  de  l'équation.  Comme  on  n'a  à 
tenir  compte  que  des  signes  présentés  par  la  suite  pour  les 
deux  substitutions  extrêmes,  on  peut,  sans  chercher  L'  et  L, 
remplacer  ces  limites  par  —00  et  -i-00,  qui  conduisent  évidem- 
ment à  un  résultat  identique. 

Si  la  suite  (i)  présente  A-,  variations  pour  d7=~oo  et  k^  va- 
nations  pour  .37=: -h  GO,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion/(j?)  ~X:--o  est  k^  —  k,. 

Lorqu'on  substitue  o  à  la  place  de  ./■,  chaque  fonction  se 
réduit  à  son  dernier  terme.  Supposons  que  la  suite  (i)  pré- 
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sente  alors  A  variations.  Il  est  clair  que  réqualion  donnée  a, 
dans  celte  hypothèse,  /.,-/>  racines  négatives  et  A-/.,  ra- 
cines positives. 

Séparation  des  racines  réelles  à  l'aide  du  théorème  de  Sturm. 

127'k  Le  théorème  de  Sturm  fournit  tout  naturellement 
une  méthode  de  séparation  des  racines  réelles  des  équations 

algébriques. 

Le  nombre  de  ces  racines  étant  connu  (1-273),  et  leurs 
limites  inférieure  et  supérieure  V  et  L  ayant  été  déterminées 
comme  on  le  verra  bientôt,  on  n'a  qu'à  substituer  dans  la  suite 
de  Sturm  des  nombres  croissants  allant  de  L'  à  L.  Les  varia- 
tions perdues  d'une  substitution  à  l'autre  indiquant  le  nombre 
des  racines  réelles  comprises  entre  les  nombres  substitués,  il 
peut  se  faire  que  quelques  essais  suffisent  pour  arriver  à  la  sé- 
paration complète  des  racines  réelles  (1209).  Dans  d'autres 
cas,  plusieurs  racines  se  trouvant  très  rapprochées,  le  nombre 
des'substitutions  nécessaires  peut  devenir  très  grand;  mais  la 
longueur  des  calculs  est  rachetée  par  la  certitude  d'atteindre 
le  but,  certitude  que  ne  peut  donner  la  méthode  de  M.  Budan 
ou  le  théorème  de  Fourier. 

On  peut  commencer  par  substituer  entre  L'  et  L  les  nom- 
bres entiers  ou  les  unités  décimales 

—  100,      —  lO,      —I,      o,      lO,      lOO,      looo,       ... 

Les  calculs  sont  faciles,  et  l'on  détermine  ainsi  combien 
l'équation  considérée  a  de  racines  réelles  dans  chacun  de 
ces  intervalles. 

Supposons  qu'on  reconnaisse  de  cette  manière  l'existence 
d'un  certain  nombre  de  racines  entre  i  et  lo.  Pour  avoir  la 
partie  entière  de  chacune  d'elles,  on  n'aura  qu'à  substituer 
dans  la  suite  de  Sturm  les  nombres  2,  3,  . . .,  9.  Admettons 
que  la  suite  perde  une  variation  de  la  substitution  2  à  la  sub- 
stitution 3.  Il  y  aura  une  seule  racine  entre  2  et  3,  sa  partie 
entière  sera  2  et,  pour  avoir  son  chiftre  des  dixièmes,  il 
suffira  de  substituer  les  nombres  intermédiaires  2,1;  2,2; 
2,3;  ...:  2,9.  Admettons  que  la  suite  perde  de  nouveau 
une  variation  de  la  substitution  2,5  à  la  substitution  2,6.  La 
racine  cherchée  tombera  entre   2,5   et  2,6  ou  sera   2,5  à 
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moins  d'un  dixième  et,  pour  avoir  son  chiffre  des  centièmes, 
ou    substituera    les    nombres    intermédiaires    2,5i;    2,52; 

! .  ^3  ;  ...  ;  2 ,  .59.  Et  ainsi  de  suite. 

On  peut  d'ailleurs  simplifier  les  calculs  en  transformant  les 
lonctions  de  Sturm  et  en  suivant  la  même  marche  que  celle 
indiquée  à  propos  de  la  méthode  de  M.  Budan  (1253).  Par 
('\(Mnple,  si  des  racines  sont  comprises  entre  3oo  et  4oo,  il 
tant,  pour  avoir  leurs  chiffres  des  dizaines,  substituer  les 
nombres  3 10,  32o,  33o,  . . .,  Sgo.  Si  l'on  transforme  alors  les 
lonctions  de  Sturm  en  y  remplaçant  œ  par  3oo  +  .2^  [ce  qui 
liaient  (1061)  à  diminuer  de  3oo  les  racines  de  ces  fonctions 
égalées  à  zéro],  il  suffira  de  substituer  dans  les  nouvelles 
lonctions  les  nombres  lo,  20,  3o,  .  . .,  90.  Nous  croyons  inu- 
tile d'insister. 

Exemples. 

1275.   1°  Déterminer  la  nature  des  racines  de  l'écjiiatiun 
X  =  ^i  — .r3-i-2.r2  — 6jr— 5  =  o. 

Le  théorème  de  Descartes  (1214,  1216)  indique  4  racines  positives, 
on  1  racines  positives  et  2  racines  imaginaires,  ou  4  racines  imagi- 
naires. 

On  a  ici 

Xi  =  4  j;3 —  3.r2—  4.r  —  6. 

Les  divisions  indiquées  ci-dessous  donnent  la  suite  de  Sturm  (1269; 

\.L''*—^X^~     %X^—1^X-^10    I    4.r3— 3.Z'2_j_^',^_  Q 

-t-3.r3 —  \x--^    Ç,x 


—    3.r2-f-    4./:—    6 


Il  en  résulte 
On  a  ensuite 


i3.r2—  68. r  -+-  74 
X2  =  — i3./;2-f-68./;  — -4. 


52.7,-:^-   39.r2-i-   52.r-   78  |  -  i3.r2-- 68.r  -  74 

—  1-1X^—         296  J7 


-^  233 .z-2—  244 j:—  78 
^-3o29J:2—  3i72.r—  1014 
-+-  i5844j;-  —  17242 

-I-  12672J;  —  18256 
-f-   792X—  1141 


—  4-^  —233 


Il  en  résulic 
On  a  enfin 


\i.(.  i  lii;  1,   SI  l'i.r. ii-.i  RE. 
X3=--  — jy^^.r  — n',1- 

—  loacjfi.r^-H        53856.r—        3«6o8  i3.r  — SgoaS 

—         i48îî.r 


—        39023.r  586o8 

-h  3o<)o62i6.r  —  46417536 

—  445-25>45 

—  I 892^93 

Il  on  résulte 

Xi  — -^  i89VH)i. 

La  suile  de  Slnrm  est  donc 

X  —  x'^  —  .t^  -»-  2  .r-  —  6 .i-  -H  5 , 
X,--  4.i-— 3.r2-+-  4.'— <i, 
X,^^  — i3.r2— 68.i-  —  7i. 
Xa^  — 79?.x  — n4i, 
Xi -=  —  1892293. 

Comme  elle  présente  deux  variations  aussi  bien  pour  .v=  —  --r-  'P" 
pour  x  =  -^^,  l'équation  X  =  o  n'a  aucune  racine  réelle,  et  ses  qualr. 
racines  sont  imaginaires  (voir  le  n"  1280). 

1276.  2°  Déterminer  la  nature  des  racines  de  l'équation 
X  =  .r^  —  ').c  —  I   =0, 
et  séparer  celles  de  ces  racines  qui  sont  réelles. 

Le  théorème  de  Descaries  indique  l'existence  certaine  d'une  rann. 
négative  (1216),  l'existence  de  deux  racines  imaginaires  au  moins  (12-i(i 
mais  laisse  dans  le  doute  sur  l'existence  des  racines  positives  (  121  i 
Les  substitutions  les  plus  simples,  o  et  i,  prouvent  d'ailleurs  que  l'equa 
lion  donnée  admet  une  racine  positive  entre  o  et  1;  et,  par  consequon 
(  1214),  elle  en  a  deux.  C'est  ce  que  nous  allons  vériGer  en  appliquai 
le  théorème  de  Sturm. 

On  a  ici 

X,=  5.r'— D. 

On  a  donc  à  effectuer  les  divisions  suivantes,  qui  sont  très  simples  : 

.fi—  5.r-i-  I  I  .1'' —  I 

—  ^X  -i-  \ 
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Il  en  résulte 

Xj  =  4-f^  —  '• 

On  a  ensuite 

4.r'*--4         4,r  — I 

_4,r2-_64 

—  4.r  —  256 

-h       1 

—  "25  5 

Il  en  résulte 

X3  =  -H  255. 

La  suite  de  St 

LU- m 

est  donc 

X    —  ./;^  —  5  .r  -f-  1 , 
Xi  -^  5x'*  —  5, 

X3  =  -\-  255. 

Comme  elle  présente  trois  variations  pour  x  —  —  zc  et  qu'elle  n'en  pré- 
sente aucune  pour  x  =  +  oo,  l'équation  proposée  a  exactement  trois  ra- 
cines réelles,  c'est-à-dire  qu'elle  a  deux  racines  positives,  une  racine 
négative  et  deux  racines  imaginaires. 

En  substituant  dans  la  suite  les  nombres  consécutifs  — 2,  — i,  o, 
I,  2,  on  obtient  successivement  trois  variations,  deux  variations,  deux 
variations,  une  variation,  zéro  variation.  La  racine  négative  est  donc 
comprise  entre  —  2  et  —  i;  et,  des  deux  racines  positives,  l'une  tombe 
entre  o  et  i,  et  l'autre  entre  i  et  2.  Les  racines  réelles  de  l'équation 
donnée  sont  ainsi  séparées. 


Conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une  équation 
de  degré  donné. 

1277,  Pour  que  toutes  les  racines  d'une  équation  de  degré  m 
soient  réelles  et  inégales,  il  faut  que  la  suite  (i)  [l'2G8] 

(I)  X,     X„     \„     ....     X^_:,     \„ 

perde  exactement  m  variations,  quand  on  passe  de  la  substi- 
tution .n: —  00  à  la  substitution  a;  ^=  ~r  œ.  Il  faut  donc  que 
cette  suite  comprenne  m -m  fonctions.  Comme  elle  ne  peut 
en  avoir  davantage,  on  a  alors  p  =  /»,  et  les  degrés  des  diffé- 
rentes fonctions  par  rapport  à  j?  sont  /«,  m  —  i,  m  —  2,  .  . ., 
I,  o.  De  plus,  la  suite  (i)  doit  présenter  m  variations  pour 
iî?  =  —  00,  et  m  permanences  pour  ^  =  +  00,  c'est-à-dire  que 


I 
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le  coefficient  du  premier  terme  de  chaque  fonction  doit  être 
positif. 

En  résumé,  pour  qu  une  équation  de  degré  m  ait  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales,  il  faut  et  il  suffit  que  la  suite  de 
Sturm  qui  lui  correspond  soit  complète  ou  comprenne  m  -t-  i 
fonctions,  ayant  toutes  le  coefficient  de  leur  premier  terme 
positif. 

1278.  Au  premier  abord,  il  semble  que  le  nombre  des  con- 
ditions cherchées  soil  égal  à  m-i-i.  Mais  on  peut  toujours 
supposer  positif  le  coefficient  du  premier  terme  du  premier 
membre  de  l'équation  donnée  ou  du  premier  terme  de  la  pre- 
mière fonction  X  de  la  suite  (i)  et,  alors,  il  en  est  de  même 
du  coefficient  du  premier  terme  de  la  deuxième  fonction  Xi. 
Le  maximum  du  nombre  des  conditions  de  réalité  de  toutes 
les  racines  d'une  équation  de  degré  m  (supposées  inégales) 
est  donc  seulement  m  —  i.  Nous  disons  le  ?7iaœimum,  ipavca 
que  quelques-unes  de  ces  conditions  peuvent  rentrer  les  unes 
dans  les  autres. 

/Remarque.  —  Lorsqu'on  se  sert  de  l'équation  aux  carrés 
des  différences  pour  trouver  les  mêmes  conditions,  on  a  vu 
(1228)  que  son  premier  membre  doit  être  complet  et  ne  pré- 
senter que  des  variations.  Or  le  degré  de  l'équation  aux  carrés 

«.                 , ,          ,         .        ,      ,        ,         ,           m  (m  —  I ) 
des  différences  d  une  équation  de  degré  m  étant  

2 

[1151],  cela  fait,  comme  maximum  possible., con- 
ditions. L'emploi  de  Téquation  aux  carrés  des  différences  peut 
donc  conduire  à 

m  (m  —  I  )        ,             ,        m-  —  'im  -\-  i 
{m  —  0  = 

2  2 

conditions  superflues. 


Application  à  l'équation  du  troisième  degré. 

1279.  Soit  l'équation  du  troisième  degré  privée  de  son  se- 
cond terme  [ce  qui  est  permis  dans  la  recherche  poursuivie 

(1245)] 

^^:x^-\-px-\-q^=o. 
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La  dérivée  de  son  premier  membre  étant 

Xj  =^  3  ^2  -î- /7, 

la  série  des  opérations  à  effectuer  pour  obtenir  les  fonctions 
de  Sturm  est  la  suivante.  [Comme  nous  l'avons  déjà  dit  (1269) 
et  appliqué  (1275,  1276),  on  a  le  droit  de  multiplier  ou  de  di- 
viser les  dividendes  et  les  diviseurs  successifs  par  des  facteurs 
positifs,  afm  d'éviter  les  coefficients  fractionnaires.] 


x'^  +  p 

r-  +  q 

X 

—  6px-i-gq 

3jp^+  2>px 

-3ry 

3  a'-  -i-  /? 

—  2  px  —  3q 

—  px 

Xip^X'--^  ^4P* 

—  iSpqx 

ipx  ^Zq 

—  iSpqx  -+-  ^p^ 

^277^ 

\^p'-h2-jq'-  I 

La  seconde  division  exige,  pour  éviter  les  coefficients  frac- 
tionnaires, (ju'on  multiplie  les  dividendes  deux  fois  de  suite 
par  2/?.  Il  est  donc  plus  simple  de  multiplier  immédiatement, 
comme  nous  l'avons  fait,  le  premier  dividende  'àx--\-p  par 
4/^^,  quantité  essentiellement  positive.  D'ailleurs,  le  signe  de  p 
n'étant  pas  encore  déterminé  et  pouvant  être  négatif  (ce  qui 
a  lieu  ici  en  effet),  il  aurait  fallu  dans  tous  les  cas  (1269) 
prendre  celte  précaution.  Ainsi,  lorsque,  dans  la  suite  des 
opérations  dont  il  s'agit^,  on  doit  multiplier  par  un  coejjficient 
dont  le  signe  n'est  pas  encore  déterminé,  il  faut  multiplier 
par  son  carré. 

On  a  finalement,  pour  la  suite  de  Sturm, 

X  ^=^  x'^-\-  px  +  q, 
Xi=:  3j:--  +  /', 

Xj:^: —  ipx  —  "iq, 

X3  =  — 4/^'—  27  r/^ 

Cette  suite  contient  bien  m  4-  i  ou  4  fonctions,  et  il  suffit,  pour 
que  l'équation  du  troisième  degré  privée  de  son  second  terme 
ait  ses  trois  racines  réelles,  que  le  coefficient  du  premier 
terme  de  cbaque  fonclion  soit  positif  (1277);  ce  qui  entraîne 


I 
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seulement  (1278)  les  deux  conditions 

—  /)>-o        ou        p  <io 
et 

—  4/>' —  27^-  >0  ou  4/'' -i-  27^^  <  O. 

La  seconde  condition  comprenant  implicitement  la  pre- 
mière, il  reste,  comme  précédemment  (1229,  12Vo),  la  condi- 
tion unique 


Nombre  des  racines  imaginaires  lorsque  la  suite  de  Sturm 
est  complète. 

1280.  Lorsque  la  suite  des  fonctions  de  Sturm  eii  complète. 
c'est-à-dire  s'il  y  en  a  m  -t-  1  pour  une  équation  de  degré  m 
(1277),  on  peut  indiquer  immédiatement  le  nombre  des  ra- 
cines imaginaires  de  l'équation  proposée,  si  toutes  ses  racines 
(supposées  inégales)  ne  sont  pas  réelles. 

Si  LES  PREMIERS  TERMES  des  lu  —  I  fonctions  présentent  un 
nombre  de  variations  égal  à  k  <Z  m  et,  par  conséquent,  un 
nombre  de  permanences  égal  à  m  —  k,  l'équation  donnée  a 
exactement  2  k  racines  imaginaires  {voir  l'exemple  du  n"  1275). 

En  elTel,  les  k  variations  et  les  Jii  —  k  permanences  suppo- 
sées subsistent  nécessairement  pour  la  substitution  œ  :=T-a;; 
mais  elles  sont  remplacées  par  k  permanences  et  par  m  —  /. 
variations  pour  la  substitution  x  — ^ —  oc,  puisque  les  signes  des 
premiers  termes  des  fonctions  changent  alors  de  deux  en 
deux. 

Il  en  résulte  que,  lorsque  les  premiers  termes  des  m-h\ 
fonctions  présentent  k  variations,  la  suite  complète  des  fonc- 
tions de  Sturm  perd,  de  a?  :=  — 00  à  ^  ^=4- x,  un  nombre  de 
variations  égal  à 

{m  —  k)  —  k     ou  à     m  —  -ik. 

Tel  est  alors  (1273)  le  nombre  total  des  racines  réelles  de  l'é- 
quation donnée  et,  par  conséquent,  le  nombre  de  ses  racines 
imaginaires  est  égal  à  2  A. 
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Conditions  de  substitution  d'autres  fonctions  à  celles  de  Sturm. 

1281.  Pour  pouvoir  substituer  d'autres  fonctions  à  celles 
(le  Sturm,  il  suffit  que  ces  fonctions  remplissent  exactement, 
dans  les  limites  voulues,  les  conditions  imposées  aux  fonc- 
tions de  Sturm.  Or  ces  conditions  sont  (1268)  au  nombre  de 
quatre  : 

1°  La  dernière  fonction  de  la  nouvelle  suite  doit  conserver 
le  même  signe,  lorsque  x  varie  entre  les  deux  substitutions 
extrêmes  a  et  [3  >  y.. 

1"  Deux  fonctions  consécutives  ne  doivent  jamais  s'an- 
nuler simultanément  pour  une  valeur  de  jc  comprise  entre  a 
et  (3. 

3°  Lorsqu'une  fonction  intermédiaire  s'annule  pour  une 
certaine  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  j3,  les  deux  fonctions 
qui  la  comprennent  doivent,  pour  cette  valeur  de  x,  pré- 
senter des  signes  contraires. 

4°  Le  rapport  de  la  première  fonction  Y  de  la  nouvelle  suite 
à  la  deuxième  fonction  Y,  doit,  lorsqu'il  s'annule  pour  une 
valeur  de  x  comprise  entre  a  et  [3>a,  i.oujours  passer  du  né- 
gatif au  positif. 

Ces  quatre  conditions  étant  les  seules  qu'on  ait  invoquées 
dans  la  démonstration  de  Sturm,  il  est  évident  que,  si  l'on 
égale  à  zéro  la  première  fonction  de  la  nouvelle  suite,  le 
nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  correspondante 
Y  =:  G,  comprises  entre  a  et  ^,  sera  exactement  le  nombre 
des  variations  perdues  par  cette  suite  quand  on  passera  de  la 
substitution  ^  =:  a  à  la  substitution  plus  grande  ^  =;  j3. 

1282.  Si  l'on  a  a  >  (3  au  lieu  de  a  <  |3,  il  est  évident  que  la 
quatrième  condition  énoncée  ci-dessus  (1281)  est  remplacée 

Y 

par  la  condition  inverse,  c'est-à-du'e  que  le  rapport  ^  doit, 

11 

lorsqu'il  s'annule  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  [3, 
toujours  passer  du  positif  au  négatif,  puisque  x  va  en  dimi- 
nuant au  lieu  d'aller  en  augmentant  (1232).  Cbacun  de  ces 
passages  fait  donc  gagner  une  variation  au  lieu  de  la  faire 
perdre  (1268). 

Par  conséquent,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
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lion  Y  =  o  comprises  ciilrc  a  et  ,3  est  exaclenicnL  le  nombre 
(les  variations />e/r/«e.ç  ou  gagnées  par  la  suite  considérée,  en 
passant  de  la  substitution  a  à  la  substitution  ^,  suivant  que  :^ 
est  inférieure  on  supérieure  à  ,3. 

1283.  Pour  montrer  l'importance  et  l'extension  de  ces  con- 
sidérations, nous  indiquerons  la  question  suivante  qui  a  trouvé 
place  dans  les  développements  présentés  par  Stm»  au  sujet 
de  son  ibéorème,  et  qui  conduit  à  un  résultat  utile  au  point 
de  vue  de  la  recherche  des  racines  imaginaires. 

Considérons  la  suite 

(')  Y,     V„     Y„     ...,     \V-„     Y,„ 

et  supposons  qu'elle  remplisse  seulement  les  trois  premières 
conditions  énoncées  au  n"  1281,  Yj  étant  choisie  arbitraire- 

Y 

ment,  et  le  rapport  ;^  n'étant  astreint  à  aucune  autre  condi- 

tion  spéciale  que  d'avoir  ses  deux  termes  premiers  entre 
eux. 

a  et  [3  étant  deux  nombres  réels  quelconques,  faisons  varier 
X  dans  le  même  sens,  depuis  a  jusqu'à  ;3,  et  admettons  que  la 
suite  (i)  présente,  d'une  substitution  à  l'autre,  une  perle  ou 
un  gain  de  k  variations  (  1282). 

D'après  ce  qui  précède  (1268,  1281,  1282),  le  nombre  des 
variations  de  la  suite  (i)  ne  peut  changer  que  lorsque  x 
atteint  et  dépasse  une  racine  réelle  de  l'équation  Y=:o.  Le 
gain  ou  la  perte  de  /."  variations  indique  donc  nécessairement 
l'existence  de  k  racines  réelles  de  cette  équation  au  moins, 
entre  les  nombres  a  et  [3. 

Voici  pourquoi  nous  disons  :  au  moitis.  Lorsque  x  atteint 
et  dépasse  ainsi  une  racine  réelle  de  Y  =:;  o,  comme  la  qua- 

Y 

trième  conduion  manque  (1281),  le  rapport  -^  peut  passer  du 

positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif,  ou  conserver  le 
même  signe.  Dans  le  premier  cas,  la  suite  (i)  gagne  une  va- 
riation; dans  le  deuxième  cas,  elle  en  perd  une;  dans  le  troi- 
sième cas,  elle  garde  le  même  nombre  de  variations. 

Si  l'on  représente  par  ô  l'excès  du  nombre  des  passages  du 
positif  au  négatif  sur  celui  des  passages  du  négatif  au  positif, 
pendant  que  x  varie  de  a  à  ^,  on  a  nécessairement,  en  dési- 
gnant par  k  l'excès  du  nombre  de  variations  de  la  suite  (i) 
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pour  X  =■  ^  sur  son  nombre  de  variations  pour  a.-  =:  y., 

0  =r.  k. 

k  est  positif  ou  négatif,  selon  qu'il  y  a  gain  ou  perte  de  va- 
riations, de  j:  =:  a  à  j:  — -  [3. 

128i.  Ce  n'est  donc  que  lorsqu'on  forme  la  suite  de  Sturm 
en  prenant  pour  fonction  Y|  la  dérivée  de  la  fonction  Y,  que 
l'on  peut  affirmer  (1232)  que  le  nombre  des  racines  réelles  de 
l'équation  Y  =;  o,  comprises  entre  a  et  (3,  est  exactement  le 
nombre  des  variations  gagnées  ou  perdues  par  la  suite  (1282), 
de  ^  ^;  a  à  ^  =  ,3. 

Y 

1285.  Considérons  maintenant  le  rapport  inverse  ~- 

Quand  œ,  variant  de  a  à  (3,  atteint  et  dépasse  une  racine 
réelle  de  Y,  =  o,  ce  rapport,  en  s'annulant,  peut  passer  éga- 
lement du  positif  au  négatif,  ou.  du  négatif  au  positif,  ou  con- 
server le  même  signe.  Représentons  par  ô'  l'excès  du  nombre 
de  ses  passages  du  positif  au  négatif  sur  celui  de  ses  pas- 
sages du  négatif  au  positif,  et  par  k'  le  nombre  des  variations 
gagnées  ou  perdues  (1283)  par  la  suite 

(2)  II,      Y  2,      Y  3,      ....       i/)-i,      1/), 

lorsque  x  varie  de  a  à  (3. 

Par  hypothèse,  Y  et  Y2  sont  de  signes  contraires  chaque  fois 
que  Y,   s'annule  [troisième  condition  (1281)].  Il  en  résulte 

Y 

que,  si  le  rapport-^  passe  du  positif  au  négatif,  le  rapport 

Y 

^  passe  du  négatif  au  positif;  et,  inversement.  —  0'  indique 

donc  l'excès  du  nombre  des  passages  de  ce  dernier  rapport 
du  positif  au  négatif  sur  celui  de  ses  passages  du  négatif  au 
positif,  de  X  =r  a  à  j:-  =  S,  et  l'on  a 

-ô'=/r'         ou         Ô'=r-A'. 

Il  s'agit  de  trouver  la  relation  qui  lie  les  deux  nombres  ô 
et  ô'  ou  de  comparer,  au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  la 
suite  (i)  [1283]  et  la  suite  (2). 

Or  la  suite  (i)  ne  diffère  de  la  suite  (2)  que  par  son  premier 
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Y 

terme  Y.  Par  conséquent,  si  le  rapport  ^,-  conserve  le  même 

sis^ne  pour  les  deux  substitutions  a  et  [3,  il  est  clair  qu'on  a 

k~k'  ou  O'  ôrrr—  /.-. 

Si  le  rapport  ^rr  a  le  signe  -f-  pour  x=^y.  et  le  signe  —  pour 
1 1 
.r=:|3,  la  suite  (i)  gagne  une  variation  de  j^liis  que  la  suite  h.) 

dans  le  passage  de  a  à  j3,  et  l'on  a 

A"  =  k'  +  I         ou         0  -         0  -T-  \  ^-  —  /.  +  I . 

Enfin,  si  le  rapport  trr-  a  le  signe  —  pour  x      y.  et  le  signe  + 

pour  ,r  =  (3,  la  suite  (i)  perd  une  variation  de  plus  que  la 
suite  (2)  dans  le  passage  de  a  à  l3,  et  l'on  a 

k  '=.  k'  —  r  ou  ô'  =^  —  ô  —  I  =  —  k  —  i . 


1286.  11  est  important  de  remarquer  que,  si  la  fonction  "\ 
est  du  wî'^™"  degré  et  si  l'on  a  en  valeur  absolue  A==/«,  pour  a 
et  (3  égales  aux  limites  des  racines  réelles  de  l'équation  Y  =  o, 
cette   équation   Y  =  o  <?   toutes  ses  racines  réelles  (1283).  En 

Y 

même  temps,  le  rapport  ;r^  change  forcément  de  signe  chaque 

1 1 

fois  qu'il  s'annule,  en  passant  toujours,  soit  du  négatif  au 
positif,  soit  du  positif  au  négatif,  suivant  que  x  croît  ou  dé- 
croît constamment  de  a  à  [3  (1282).  La  fonction  Y,  joue  alors 
le  même  rôle  que  la  dérivée  de  la  fonction  Y  (1232,  126S, 
1284),  elle  théorème  de  Rolle  (1234)  lui  est  applicable,  de 
sorte  que  deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équation  Y=-o 
comprennent  nécessairement  une  racine  réelle  de  l'équa- 
tion Y,  =;  o.  Cette  dernière  équation  est  donc  de  degré  m  —  1, 
et  ses  racines  séparent  celles  de  l'équation  Y  =  o. 
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CHAPITRE  V. 

SÉPARATION  DES  RACINES  IMAGINAIRES. 


Rappel  du  théorème  de  Cauchy. 

1287.  Nous  avons  démontré  précédemment  le  théorème  de 
Calchy  sur  le  nombre  de  points-racines  (1016)  compris  à  l'in- 
térieur d'un  contour  donné,  sur  lequel  ne  se  trouve  aucun 
point-racine  (1109,  1110,  1111). 

On  considère  une  fond  ion,  entière  et  de  degré  m, 

«  =  9(2)  =P -4-  Oi, 
de  la  variable  imaginaire 

z-^x-v-yi. 

Les  coefficients  de  la  fonction  sont  réels  ou  imaginaires,  et  1* 
et  Q  sont  des  fonctions  réelles  des  variables  réelles  a;  et  y. 

Si,  en  partant  d'un  point  quelconque  du  contour  donné,  on 
décrit  ce  contour  dans  le  sens  direct,  de  manière  à  revenir  au 

p 
point  de  départ  (1111),  le  nombre  de  fois  que  le  rapport  -^ , 

en  s'annulant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du  positif  au 
négatif,  moins  le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport,  en 
s'annulant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du  négatif  au  po- 
sitif, c'est-à-dire  ce  qu'on  appelle  l'e.rcès  A,  est  précisément 
égal  au  double  2fx  du  nombre  [x  de  points-racines  ou  de  ra- 
cines (égales  ou  inégales)  de  l'équation  o{z):=o,  qui  se 
trouvent  à  l'intérieur  du  contour  choisi  (1111). 
Puisqu'on  a 

il  suffit,  pour  trouver  /jl,  de  chercher  l'excès  A  pour  ce  con- 
tour. 
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Règle  de  Sturm. 

1288.  Quel  que  soit  le  conlour  adoplé,  on  peut  diviser  sou 
ensemble  en  plusieurs  arcs,  tels  que  AB,  BC,  CD,  ...  (Jig.  07), 
et  l'excès  total  A  qu'on  doit  calculer  est  évidemment  la  somme 
des  excès  0,  0,,  o,,  ...,  obtenus  pour  les  différentes  parties 
du  contour  ainsi  divisé,  et  parcouru  comme  on  vient  de  le 
rappeler  (1287). 

Fig.  57. 


Admettons  que,  pour  la  portion  AB,  les  coordonnées  x  el  r 
puissent  être  exprimées  rationnellement  en  fonction  d'une 
variable  réelle  t  (950,  9j  D"").  On  pourra  alors  poser 

fit)  -hit) 

/,  F,  -h,  ^1'  représentant  des  fonctions  entières.  Quand  on  par- 
court l'arc  AB  de  A  vers  B,  la  variable  auxiliaire  t  a,  au  point 
A,  la  valeur  initiale  /,  et,  au  point  B,  la  valeur  ûnale  f,. 
Si  l'on  remplace  x  et  y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  /, 

p 

le  rapport  ^  devient  lui-même,  le  long  du  contour  donne, 

une  fonction  rationnelle  de  ^;  et  l'on  peut  toujours  écrire 

Q-v;' 

en  désignant  par  V  et  par  V,  des  fonctions  entières  de  t  qui 
n'ont  aucun  facteur  premier  commun. 

Du  tbéorème  établi  au  n°  1283  et  au  n'  1285,  Sturm  a  pu 
alors  déduire  la  règle  suivante  : 

i"  Si  le  degré  de  \  n'est  pas  inférieur  au  degré  de  ^  ,,  on 
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divise  V  par  V,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  —  V,  de 
degré  inférieur  à  Vj,  et  l'on  poursuit  les  opérations  [en  divi- 
sant Vi  par  V,,  etc.  (1268)]  jusqu'au  reste  —  V^  indépendant 
de  t,  de  manière  à  former  une  suite,  analogue  à  celle  des 
fonctions  de  Sturm,  sauf  la  quatrième  condition  (1283), 

On  compte  combien  cette  suite  présente  respectivement  de 
variations  pour  la  substitution  t^_  et  la  substitution  ^,  et,  si  l'on 
désigne  par  k  l'excès  du  premier  nombre  sur  le  second,  on  a, 
pour  l'excès  positif  ou  négatif  (5  (1283),  qui  répond  au  |)ar- 
cours  de  l'arc  AB, 

3°  Si  le  degré  de  V  est  inférieur  au  degré  de  \ ■^,  on  opère 
de  la  même  manière  en  renversant  l'ordre,  c'est-à-dire  en 
prenant  V,  pour  dividende  et  V  pour  diviseur.  On  obtient 
alors  la  suite 

M»         »  »         '27  ''  3>         •   ■   •  '  '/)-!'         ' 


/'-  1'  '  /'• 


Ou  compte  combien  celte  suite  présente  respectivement  de 
variations  pour  la  substitution  t.^  et  la  substitution  t^  et,  si  l'on 
désigne  encore  par  k  l'excès  du  premier  nombre  sur  le  se- 
cond, on  a,  en  se  reporlanl  au  n"  1285,  l'un  de  ces  trois  résul- 
tats pour  l'excès  positif  ou  négatif  ô  qui  répond  au  parcours 

de  l'arc  AB. 

y 

Si  le  rapport  -^  conserve  le  môme  signe  pour  la  substitu- 
tion ^1  et  la  substitution  t=,_  (ou  si  V,  et  V  forment  toujours  une 

permanence),  on  a 

6  —  -  k. 

y 

Si  le  rapport  ~  passe  du  positif  au  négatif  lorsque  t  passe 

de  ^1  à  ^2  (ou  si  Vi  et  V,  d'abord  de  même  signe,  deviennent 
de  signes  contraires),  on  a 

ô  =  -  A-  +  I . 

Enfin,  si  le  rapport  -^  passe  du  négatif  au  positif  pour  les 

mômes  substitutions  (ou  si  V,  et  V,  d'abord  de  signes  con- 
traires, deviennent  de  môme  signe),  ou  a 


Wa 
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On  opère,  comme  on  vient  de  l'indiquer  (i",  2'»),  relative- 
ment à  toutes  les  parties  du  contour  proposé,  et  il  ne  reste 
plus  (ju'à  ajouter  algébriquement  les  différents  résultats  pour 
obtenir  l'excès  total  A  (1287). 


Cas  où  le  contour  choisi  est  une  circonférence. 

1289.  On  peut  prendre  pour  le  contour  donné  une  circon- 
férence ayant  son  centre  à  l'origine  {_fig.  58). 


/■  étant  le  rayon  de  cette  circonférence,  on  a  (836,  1287), 
pour  l'un  (|uelconque  de  ses  points  M, 

;;  =:  /-(cosa  H-  i  siua), 

l'argument  a  variant  de  o  à  27:  si  l'on  pari  du  point  A,  ou  de 
—  7î  à  +  7r  si  l'on  part  du  point  A'. 

Posons 

a 

tang-  —  /. 

2 

Nous  aurons  {Triton.,  66,  37) 


a. 

cos  - 

2 


d'où  l'on  déduit 


I  H-  cos  a 


I  -+-  tan  g-  - 


C0S3( 


I  —  t- 
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Un  a  ensuile  {Trigon.,  3i-,  63) 

2  lang- 

sin  a  =z  tanga  cos  a  = =^  cos  a, 

I  —  lang-  - 

c'est-à-dire 

sina  =  -• 

La  valeur  de  ::,  en  fonction  de  la  variable  auxiliaire  t,  devient 
ainsi 

-  =  /      7^  +  <  r     =  /■ 

11  restera  à  substituer  cette  valeur  de  :;  dans  le  premier 
membre  9(5)  de  l'équation  considérée  9(^)^:0,  de  manière 
à  en  déduire  (1287,  1288)  les  quantités  P  et  O  et  le  rapport 

P         V 

TT  OU  ^-  en  fonction  de  /■  et  de  t. 

Pour  décrire  alors  la  circonférence  entière  dans  le  sens  di- 
rect, en  partant  du  point  A',  il  suffit  de  faire  varier  t  de  —  x 
à  +  00;  car,  pour  a=  — tt,  on  a 

-=— -  ou  tansr-  =  /  ^  — 00: 


a  croissant  de  —  -  à  o,  -  croît  de  —  ^  à  o,  et  t,  de  —  oo  à  o  ; 

enfin,   y.  croissant  de  o  à  -,  -  croît  de  o  à  -,  et  t,  de  o  ■■ 

2  2 

+  oc. 

Pour  chaque  valeur  donnée  à  /•,  on  formera,  suivant  le  dcTé 

1     ^^ 

cle  ^  par  rapport  a  t,  l'une  des  deux  suites  indiquées  (1288); 

et,  en  estimant  les  variations  de  cette  suite  pour  t  =  +a~j  et 
f  =  — co,  on  déterminera,  eu  appliquant  la  règle  de  Sfurm  et 
celle  de  Cauchy  (1287,  1288),  le  nombre  des  racines  (réelles 
ou  imaginaires)  de  l'équation  o{z)  =  o,  comprises  dans  la 
circonférence  correspondante. 

Eu  considérant  un  nombre  convenable  de  circonférences, 
on  peut  donc,  par  cette  méthode,  séparer  les  racines  imagi- 
naires aussi  bien  que  les  racines  réelles  de  l'équation  donnée. 
Si  les  coefficients  de  cette  équation  sont  réels,  ses  racines 
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imaginaires  seront  conjuguées  et  séparées  par  couples  (1031, 

872). 

Si  l'on  désigne  par  x  et  y  les  coordonnées  du  point  quel- 
conque M  (Jlff-  58),  on  a  [c  =  .r  +  W=: /•  (cosa  + /sinaj] 

T  —  r-  .       _        2  f 

a:  = /■  cosa  3= /• 77'  y — r>\uy.  —  /■  ■^- 

i  -r  l-  1  -1-  i" 

Si  le  centre  de  la  circonférence  choisie  n'était  pas  à  l'ori- 
gine et  si  ses  coordonnées  étaient  x^  et /o»  les  coordonnée- 
ci-dessus  du  point  M  se  trouveraient  augmentées  respecli\  r- 
ment  de  x^  et  de  y^.  On  remplacerait  donc  d'abord  z  p;ir 
a- -i-}/ dans  l'équation  considérée  o(;)=:o,  puis  on  substi- 
tuerait à  .2-  et  à  y  les  valeurs 

I  —  ,'•-  2  t 

-^o^r-^—j,     et      vo-x-/--^-^. 

Les  calculs  sont,  en  général,  pénibles  lorsque  le  contour 
choisi  est  une  circonférence  de  cercle,  et  il  est  préférable  de 
faire  usage  d'un  rectangle.  Avant  d'indiquer  cette  solution, 
nous  donnerons  un  exemple  relatif  à  l'emploi  de  la  circonfé- 
rence. 

Exemple. 

1290.  Séparer  les  racines  de  l'équation 

^{z)  —  z^—'xz  —  i  =  o. 

Cette  équation  n'a  qu'une  racine  réelle,  le  coefficient  de  :;  étant  positif 
(1243),  et  cette  racine  réelle  est  positive  (1010,  1213).  Les  deux  sub- 
stitutions o  et  I  montrent  qu'elle  est  comprise  entre  o  et  i. 
Remplaçons  :;  par  la  valeur  (1289) 

I  —  t--^1ti 

Nous  aurons 

(I  —  i--hy,li)^  i  —  t'^-r-iti 

7-3 —   -4-2/-  , I  =  o. 

En  chassant  les  dénominateurs,  en  effectuant  les  calculs  el  en  simpli- 
fiant, nous  obtiendrons,  d'une  manière  générale,  pour  la  partie  réelle  P 
el  pour  le  coefficient  Q  de  i  dans  le  premier  membre, 

p  =^3(_/6_^  i5/*— i5r--)-  i)-i-2/'(i  —  /-— /'  —  '''.) — (i-(-3f2_3/t_H?«), 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  AQ- 

En  supposant  d'abord  le  rayon  r  égal  «  i,  il  viendra  doQC 
P  =  — 4?6_^  ,o^4_  j6^2__  2^ 

Q=       I0^5—  12/3-^  lO/, 

c'est-à-dire,  en  supprimant  le  facteur  commua  2, 

P  _  —  2/fi^5/^—  8/^ -^  I         V 

Comme  le  degré  de  V  est  supérieur  à  celui  de  V,,  nous  n'aurons  à  ap- 
pliquer que  la  première  partie  de  la  règle  de  Sturm  (128S,  \"). 

En  effectuant  les  divisions  prescrites,  nous  pourrons  former  le  Ta- 
bleau ci-dessous,  qui  indique  les  fonclioas  obtenues  et  les  signes  de  leurs 
valeurs  pour  les  deux  substitutions  ?  =  h-  ^i  et  /  =  —  x.    " 

<  =  -f-  oc.  ^  = X. 

V  =  — 2?G_^  5/i— 8^2-;-r _  _ 

Vi=  5/3  — 6^J-f-5^ _H  — 

V2  =  — iS/^M- 3o/2_  5 

V3  =  —  9  /S  —  5  / _  _ 

V4=  —  6-/2^2- _  _ 

Vs  =  ^  289 1 __  

Vtf  =  —  7803 _  _ 

La  suite  présentant  4  variations  pour  /  =  +  ce  et  2  variations  pour 
t  =  —  =c,  il  en  résulte 

■^  =  2;x  =  2,        d'où        |jL  =  i. 

Le  cercle  de  rayon  i,  décrit  de  l'origine  comme  centre,  renferme  donc 
une  racine  et  une  seule  de  l'équation  donnée.  C'est  la  racine  positive 
comprise  entre  o  et  i. 

Il  faut  maintenant  recommencer  les  calculs  en  donnant  une  autre  valeur 
au  rayon  r.  Nous  considérerons  la  circonférence  de  rayon  2. 

Les  valeurs  générales  de  P  et  de  Q,  indiquées  ci-dessus,  se  transfor- 
meront alors  de  manière  à  donner 

P  ^  — '"^/^^H-iiS/f^— ii9/2_^ii         V 
Q  7/s-,8/3+-;7  =  yy- 

Les  divisions  nécessaires  étant  effectuées,  nous  pourrons  former  ce  se- 
cond Tableau  : 

*'—+^.  t=~OC. 

>      =  —  13/6-1- ji3;4__,ig/2__  j, __  _ 

Vi  =  7/-  — i8/3h- j^ _^  _^ 

V2  =  — i>57/'H- 742/2— j; __  ^ 

V3  =  i5i/2  —  io5/ __  _ 

V4  =  — 765i/2_|_  ,5(3, _  ^ 

V5  =  -)-i7267/ __  

V6  =  — 28680487 _  _ 


/  63  ^1-  '  '  '■'  "  "  '■"■  ^  '^'  •'  '■■  '  '  "  -  ^'  '  '  '^-  • 

La   suilc   prcscnlanl  G  varialions  pour  /  ^  ^  -^^  el  o  variation   pour 
t  —.  —  X.  il  on  résulte 

A  =  ît;jL  =  (■),         tl'où  [J-  =  3. 

La  circonférence  de  rayon  i  [comme  on  pouvait  le  prévoir  en  cherchaii 
en  fonction  de  la  racine  positive  moindre  que  i  la  valeur  limite  du  mo- 
dule comnuindes  racines  imaginaires  conjuguées  (820  )J  comprend  donc 
les  trois  racines  de  l'éciualion  proposée.  Par  suite,  c'est  dans  la  cou- 
ronne déterminée  par  les  deux  circonférences  concentriques  de  rayon  - 
et  de  rayon  i  que  tombent  les  extrémités  [symétriques  par  rapport  :i 
l'axe  0.r( 872)]  des  modules  des  deux  racines  imaginaires  conjuguées  : 
et  l'on  peut  regarder  les  trois  racines  de  l'équation  comme  séparées. 

Cas  où  le  contour  choisi  est  un  rectangle. 

1-291.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  contour  adopté 
est  un  rectangle  dont  les  côtés  son\  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés. On  doit  alors  chercher  séparément  les  excès  partiels 
qui  répondent  à  chaque  cùlé,  el  les  ajouter  algébriquement 
pour  avoir  l'excès  total  A. 

Dans  l'hypothèse  faite,  el  pour  chaque  côté,  l'une  des  deux 

coordonnées  .r  et  /  se  trouve  constante.  Le   rapport  ^  est 
alors   une   fonction  rationnelle  de  l'autre  coordonnée,  qu'on 
peut  considérer,  si  l'on  veut,  comme  se  confondant  avec  la^^ 
variable  auxiliaire  t  introduite  dans  le  cas  d'un  contour  quel- i 
conque  el,  en  particulier,  dans  celui  d'un  contour  circulaire .| 

(1289). 

Soit  le  rectangle  ABCD  (./'>•  ^O),   et  supposons  qu  un  a.l 

I^g.  3ç). 

C     ^ B 


-^a-      \ 


V  ^  xy  et  X  r=  X.,  pour  les  deux  côtés  .\B  et  DC,  parallèles  à 
'axe  des  y  ;  y  -  /,  et  7  =  /.,  pour  les  deux  côtés  D  A  el  CU, 


parallèles  à  l'axe  des  x. 
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Soit  l'équation 

o ( :;  )  =  o{t  -\-  yi)r^  P  -\-  Qi. 

Nous  aurons,  en  désignant  par  /et  par  F  deux  fonctions  en- 
tières, 

V  =  fU,y)        et         Q  =  F(^,  r). 

Pou?-  le  parcours  du  coté  AB,  ^  =:  rj,  c'est-à-dire 
P  ^  f{.r,,r)  ^  V_ 

Q  "    F(-''i,.v)      ^l' 

en  rendant,  s'il  y  a  lieu,  V  et  V,  premiers  entre  eux.  Il  faudra 
donc  former,  à  l'aide  de  V  et  de  V,,  la  suite  indiquée  précé- 
demment (1288),  y  substituer  les  limites /a  et  r,  de  j,  et  en 
déduire  la  valeur  de  l'excès  o  relatif  au  côlé  AB,  valeur  qu'on 
[leut  représenter  par  ô,. 
De  même,  pour  k'  parcours  du  côté  BC,  j'rr=  >',,  c'est-à-dire 

P_/(^,  j,)_  U 
Q  ~F(^,  V,)  ~  Ui' 

en  rendant,  s'il  y  a  lieu,  U  et  U,  premiei's  entre  eux.  On  for- 
mera, à  l'aide  de  U  et  de  Ui,  une  suite  analogue  à  la  précé- 
dente, on  y  substituera  les  limites  x^  et  x^  de  x,  et  l'on  en  dé- 
duira la  valeur  de  l'excès  o^  relatif  au  côté  BC. 
Pour  le  parcours  du  côté  CD,  x  =:  x.2.  On  aura  donc 

P  _  f{-v.,y)  ^  v 

Q        V{x„y)        V',' 

ou  la  môme  suite  que  pour  V  et  V,,  sauf  le  remplacement  de 
.r,  par  ^2  et  le  renversement  des  limites  y^  et  ii.  On  en  dé- 
duira l'excès  Ô3  relatif  au  côté  CD. 

Enlin,  pour  le  parcours  du  côté  DA,  7'  =.>'i,  c'est-à-dire 

P  _  f{x,v,)  _  ir 

Q-F(^,7.)     u;-* 

ou  la  même  suite  que  pour  U  et  Ui,  sauf  le  remplacement  de 
V2  par  j,  et  le  renversement  des  limites  j:"2  et  x^.  On  en  dé- 
duira l'excès  Ô4  relatif  au  côté  DA.  On  aura  finalement 

A  =  9.  ]^  =r:  ^1  -t-  Ô2  -1-  0;,  H-  Ô4. 
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En  considérant  nn  nombre  conYonal)lo  do  rectangles,  on 
pourra,  en  suivant  celle  marche,  séparer  coniplètoment  les 
racines  imaginaires  aussi  bien  que  les  racines  réelles  d'une 
équation. 

Exemple. 

1292.  Reprenons  la  môme  équation 

tp(o)  =  z^-h  1Z  —  \  =  o. 

Nous  aurons,  en  remplaçant  ici  (1291)  :;  par  .r+j  /, 

tp(3)  =  [x  -h-rry-^  9.(.r  -î-ji)  —  1  =  0. 

En  développant  et  en  simplifiant,  nous  trouverons,  pour  la  partie  réelle  P 
et  pour  le  coefficient  Q  de  /  dans  le  premier  membre, 


P  =  x3— 3.r)2-;-2.r— I,         Q 
c'est-à-dire,  d'une  manière  efénérale, 


-j3-^3.r2j+2j, 


ÛJ7J 


0  -J3^3x^j^2r 

Nous  considérerons  d'abord  un  carré  ÀBCï)  (  fig.  60),  ayant  son  centre 


à  l'origine  et  un  côté  égal  à  2,  et  que  nous  supposerons  dccrit  à  partir 
du  sommet  A. 

Pour  le  côté  AB,  nous  aurons  .r  =  i;  pour  le  côté  CB,  j'  =  i:  pour  le 
côté  DC,  .r  =  —  i;  pour  le  côté  DA.  j  =  —  i. 
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P 

Le  rapport  -r  deviendra  donc,  pour  le  côte  AB, 

P  _  -  3>-^^v.  _  y_ 

11  faudra,  par  conséquent,  diviser  Vj  par  V  et  appliquer  la  seconde 
partie  de  la  règle  de  Sturm  (1288,  2°):  y  devant  varier  de  —  i  à  -m, 
les  divisions  effectuées  nous  permettront  de  former  le  Tableau  ci-des- 
sous : 

y  — +  1.         jr  — —  I. 

Vi  =  — .)'^+  5)- -  \  —     4 

V  z^  — 3r2+>. —  I  —     I 

Va-— i3) —  i3  -^    l3 

V3  =  ^).6 —  >6  —  26 

En  comptant  les  variations  dans  chaque  colonne,  on  voit  que  l'excès 
relatif  au  côté  AB  a  pour  valeur 

0,  =  —  (I  —  9.)  ^i  =  2. 

p 
Pour  le  côté  BC,  le  rapport  —  devient 

P  _x^  —  x  —  i  _  U 

Il  faudra,  par  conséquent,  diviser  U  par  Ui.  et  appliquer  la  première 
partie  de  la  règle  de  Sturm  (1288,  i"). 

On  formera  ainsi  le  Tableau  suivant,  les  limites  de  x  étant  -4-  i  et 
—  I. 

x  ;=  —  1 .  .r  =  -I-  I . 

U    =  .r^  —  X  —  [ -      I  —      I 

Ui  =  3x2 -I-  I _     ^  _!_     ^ 

\}i  =  .\x-^'i -     I  -^7 

U3  =  -43 43  -43 


L'excès  relatif  au  côté  BC  aura  donc  pour  valeur 


Oo  ^  2  —  2^0. 


Pour  le  côté  CD,  on  a 


P  ^     3)^-4     ^   V; 


4^2  ALckBiu-:   sxiiM':i!iixni;. 

Les  limites  de  y  ctanl  -f-  i  cl  —  r,  il  on  résulte  le  Tableau 

)  =  —  I .         )■  =  -H  I . 

V',=_r^+5j i  --4 

V'=3,.2-î I                    1 

V  j  =  —  I  ri- -     1 1                    I  I 

V'ï^-i-  44 —  41  +  4-i 

L'excès  relatif  au  côté  CD  est,  par  suite, 

03  =  — (I  —  ■?_)  —  1  =  o. 

Enfin,  ])(>U7^  le  côtéDX,  on  a 

P  _  .r3  —  .r  —  I   _   U' 
Q  ~    —  3.r2  — 1  ~  Û^' 

Les  limites  de  x  étant  —  i  et  -i-  i,  on  trouve 

j-  =  -I-  I .  .r  =  —  I . 

U'  r=.r^— .r  — 1 —      1  -        1 

U;=-3.r^-i -    4  -      4 

U2=4.r-^3 -^7  i 

U'3  =  --43 -  4''  --  43 

L'excès  relatif  au  côté  DA  est  alors 

84  =  I  —  1  =  0, 

et  l'on  a  finalement,  pour  le  contour  total  |)arcouru, 

A  =  2  [x  =  0  i  -I-  0,  -+-  Oa  -!-  o,v  •=  2        ou         [j.  =  I . 

Le  carré  ABCD  renferme  donc  une  seule  racine,  ainsi  séparée,  et  qui 
est  la  racine  réelle  et  positive  de  l'équation  donnée. 

Nous  recommencerons  les  calculs,  en  considérant  un  carré  A'BT.'D', 
(le  côté  égal  à  4,  ayant  toujours  son  centre  à  l'origine,  et  que  nous 
décrirons  en  partant  du  sommet  A'  (/?i,'.  60).  Pour  le  côté  A'B',  on 
aura  .r  =  2;  pour  le  côté  C'B',  j  =2;  pour  le  côté  D'C,  ,r=— 2: 
pour  le  côté  D'A',  j  =  —  2. 

En  partant  toujours  de  la  même  \aleur  générale 

P    _  .r^  —  3  .r )•-  -1-  2  X  —  I 
Q         — y^  -t-  3  .r-j  -4-  2  r 
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nous  aurons  successivement  :  poiw  le  côte  A'B'.  et  avec  les  limites 
y  éz  —  2  et  j-  =  -!-  2, 

P  _  —6)^-^11  _  ^ 

Q  "  -j^^-14.-  ~  T7' 

r  =  -4-  2.  )■  =  —  2. 

Vi  =  — .)  ^-h  I  'I  )■ — 

V     =  —  6j-2  H-Il ~-  — 

V2=-   73r -  -^ 

V3=r      8o3 -  — 

Oj  =  —  (  I  —  2 )  -i-  I  =  i: 

pour  le  côie  B'C,  et  avec  les  limites  .r  =  —  a  et  .r  =  —  2. 

P         .r^ —  lo.r  —  I  U 

Q  ^       6.r2— 4        ""  ÏÏ^' 

.r=  —  2.  a"=  +  2 

U  =  .r^ — lo.r  —  I -f-  — 

U,  =  6.r2— 4 -f-  ^ 

U,^  28,r^3 —  H- 

U;,=--+-i^îi -+-  + 

02  =  a  —  1  =  1: 
poftr  Ir  col  'CD',  et  avec  les  limites j)'  —-^1  et  )'  =  —  2. 

P  _   6i2— 13    _  _r 
g  ~  — ,)3^i4j-  ^  Vi  ' 

r  =  —  2.      .V  =  +  2. 

V'i=-J^-+-i4'- -  + 

V'  =  6)2— 13 -+■  -^ 

v;  =  -7'.r -- 

V3  =  +  9'^3 ^  - 

03  =  — (i  —  2)-i-i  =  2: 

pour  le  côté  D'A',  et  avec  les  limites  x  =  —  x  et  j:  =  -i-  2, 

P        .r^  —  lo.r  —  1         U' 
Q  ""     -6.r2+4     ""  ÛV' 

.r  =  -f-  2.  j-  =  —  2. 

U'  =  .r' —  10  .r  —  I —  -^ 

U'i  =  — 6.r2-H4 —  — 

U',  =  28.r-+-3 -h  — 

U'3  =  -i54r -  - 

Oi  =  2  —  1  =  1. 
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On  a  donc  finalcmont,  pour  le  contour  total  parcouru, 

A  =  ■>.  [x  —  oi  -i-  02    -  03   -  0.,  —  6       -ou         'X  —  3. 

Les  trois  racines  de  l'équation  proposée  sont  donc  renfermées  dans 
second  carré  A'B'C'D',  et  l'intervalle  entre  ce  carré  et  le  premier  ABC!) 
renferme  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  ou  les  extrémités  de 
leurs  modules.  Comme  ces  extrémités  sont  symétriques  par  rapport  à 
l'axe  O.r,  on  peut  regarder  les  trois  racines  comme  complètement  sépa- 
rées. 

On  pourrait  facilement  isoler  respectivement  les  deux  racines  ima- 
ginaires conjuguées  dans  un  rectangle  très  réduit;  mais,  dans  les 
exemples  précédents,  notre  seul  but  a  été  de  préciser  la  marche  à 
suivre  pour  appliquer  convenablement  dans  chaque  cas  le  théorème  de 
Cauchy  et  la  règle  de  Sturm. 


Il 
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CHAPITRE  VI. 

RECHERCHE  DES  LDHTES  DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION. 


Observations  préliminaires. 

1293.  Après  nous  être  occupé  surtout,  dans  les  Chapitres 
précédents,  de  la  séparation  des  racines,  nous  allons  passera 
leur  calcul  proprement  dit. 

La  question  des  limites  des  racines,  dans  chaque  cas  par- 
ticulier, doit  être  traitée  en  premier  lieu. 

Nous  indiquerons  plus  loin  comment  on  peut  trouver  une 
limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  des  modules  des 
racines  réelles  ou  imaginaires  d'une  équation  quelconque. 
Mais  nous  considérerons  d'abord  les  racines  réelles  des  équa- 
tions à  coefficients  réels,  pour  lesquelles  on  peut  obtenir  di- 
rectement des  limites  souvent  plus  favorables. 

129i.  Quand  il  s'agit  de  compter  seulement  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation,  il  suffit,  comme  nous  l'avons 
fait  jusqu'à  présent,  de  regarder  —  oo  comme  la  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  et  —  oo  comme  la  limite  inférieure 
des  racines  négatives.  Lorsqu'on  en  vient  au  calcul  de  ces 
racines,  il  en  est  tout  autrement. 

On  comprend,  par  ce  qui  précède,  le  grand  intérêt  qu'on  a 
à  renfermer,  préalablement,  les  racines  réelles  cherchées 
entre  des  nombres  aussi  voisins  que  possible,  afin  de  pouvoir 
se  borner  aux  substitutions  et  aux  opérations  nécessaires  et 
de  n'en  pas  faire  d'inutiles.  Au  point  de  vue  pratique,  la  dé- 
termination de  limites  convenablement  resserrées  devient 
alors  très  importante. 


4"6  ALOÈBUi:  SLrûiîiF.rpr.. 

129:i.   Soit 

/(. r  )-:  Ao.r'" -r- A,. /•"'-•-...    h- A  „.r"-    ..         \,„_,ar--\„„ 

une  fonction  entière  de  j:^  à  coefficients  réels. 

Quand  on  saura  trouver  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  de  l'équation  /(.r)  =  o,  il  sera  facile,  par  cela 
même,  d'obtenir  une  limite  inférieure  des  racines  négatives. 
On  pourra  ensuite,  par  de  simples  transformations,  arriver  à 
une  limite  inférieure  des  racines  positives  et  à  une  limite  su- 
l)érieure  des  racines  négatives.  On  parviendra  de  la  sorte  à 
indiquer,  dans  la  région  même  oij  les  racines  réelles  sont 
renfermées,  deux  autres  régions  contenant,  l'une  toutes  les 
l'acines  positives,  l'autre  toutes  les  racines  négatives  de 
l'équation.  La  recherche  d'une  limite  supérieiwe  des  racines 
positives  de  l'équation /(j:-)  i^  o  est  donc  la  question  princi- 
pale à  résoudre.  Avant  d'exposer  les  procédés  plus  ou  moins 
avantageux  qui  peuvent  conduire  au  but,  nous  démontrerons 
un  principe  fondamental,  qui  se  résume  dans  les  considéra- 
tions suivantes. 

Principe  fondamental. 

1296.  Soit  l'équation  donnée  ci-dessus,  /(j-)  1=0.  [Nous 
supposerons  toujours  que  son  premier  terme  a  été  rendu  po- 
sitif, et  alors,  pour  œ  =  -+-  oc,  on  aura  /(  a-)  >  c] 

Si  un  certain  nombre  positif  L,  mis  à  la  place  de  jc,  doi'.ne 

/(I^)>o, 

et  si  cette  condition  est  remplie  par  toutes  les  valeurs  de  .r 
supérieures  à  L,  jusqu'à  cc=z^oo,  il  est  évident  que  L  est 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 
f{j:)  =  o,  puisque  son  premier  membre  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  de  ,r  supérieure  à  L. 

Héciproquement ,  toute  limite  supérieure  L  des  racines 
positives  d'une  équation  f{a:)  =  o  fait  acquérir  à  son  jire-' 
mier  membre  un  signe  (positif,  lorsque  A^  est  positif)  rpii 
demeure  constant  pour  toute  valeur  supérieure  donnée  à  .?•; 
car,  s'il  y  avait  changement  de  signe  pour  une  autre  substi- 
tution L,  >  L,  l'équation /(a?)  =:  o  admettrait  au  moins  une 
racine   positive   entre  L  et  L,    (1027),  et  L  ne  serait   pas. 
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(oatre  l'hypollièse,  une  limite  supérieure  de  ses  racines  po- 
sitives. 

1297.  Lorsque/(^-)  a  tous  ses  termes  positifs,  toute  valeur 
positive,  quelle  quelle  soit,  mise  à  la  place  de  x,  donne 
f{x)'>o.  L'équation  correspondante  n'admet  donc  aucune 
racine  positive,  ce  qui  concorde  avec  le  théorème  de  Des- 
caries (12U). 

1298.  Lorsque /(.r)  présente  une  seule  variation,  l'équa- 
liony(j?)  =o  n'a  qu'une  seule  racine  positive  (1215). 

//  est  facile,  dans  ce  cas,  fie  trouve/-  une  /imite  supérieure 
de  cette  racine  et  de  prouver  que,  à  partir  de  j?  =z  o,  le 
premier  membre  de  l'équation  va  constamment  en  croissant 
avec  X. 

En  effet, /(.c)  se  compose  alors  d'un  ou  de  plusieurs  termes 
positifs  suivis  de  termes  tous  négatifs.  On  a,  par  exemple, 

JU)  =  (A„.r"  -:-...  -A,.^"')  ^-  (A„_,.r"-'       .  .  .    :-  \,„); 

ce  qu'on  peut  écrire 


f{x)^x^ 


(V.»-"-....+A.,^-(-^....-.-Ml 


Pour  X  croissant  à  partir  de  o,  la  première  parenthèse 
entre  crochets  va  constamment  en  augmentant,  tandis  que  la 
seconde  parenthèse  va  constamment  en  diminuant  :  la  ditîe- 
rencedeces  deux  parenthèses  va  donc  constamment  en  crois- 
sant. Comme  il  en  est  de  môme  du  facteur  x"',  dès  qu'une 
valeur  positive  de  x  rend  f^x)  >  o,  toute  valeur  supérieui'e 
de  X  remplit  la  même  condition,  et  l'on  voit  en  même  temps 
que/(j")  va  constamment  en  croissant  à  partir  de  x  =r  o. 

On  n'a  donc  qu'à  substituer  dans/(j:.),  à  partir  de  o,  des 
nombres  croissants  à  la  place  de  x\  le  premier,  L,  pour  le- 
quel on  obtient /(L)  >  o,  surpasse  l'unique  racine  positive 
de  l'équation /(x)  :::3  o. 

1299.  Si,  aux  premiers  termes,  supposés  |)ositifs,  du  pre- 
mier membre  d'une  équation  /(x)=o  (et  dont  le  nombre 
peut  se  réduire  à  un),  on  adjoint  tous  ses  termes  négatifs  en 
laissant  de  côté  ses  autres  termes  positifs,  on  forme  un  poly- 
nôme o{x)  qui  remplit  les  conditions  que  nous  venons  d'in- 
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(ii(liier;  et,  en  désignant  par  •]^(^)  l'ensemble  des  termes  po- 
sitifs (\e/{^)  qui  n'entrent  pas  dans  o{.v),  on  a 

/(j:)r=9(.r)4-'|(x). 

Toute  valeur  positive  L  de  >r  qui  donne  o(L)  >  o  est  alors 
évidemment  (1298,  1297,  1296)  une  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives  de  l'équation  /(^)  =;  o  et,  à  partir  de  .r  =  o, 
/(.c)  va  constamment  en  croissant. 

1300.  Après  ces  indications  générales,  nous  allons  faire 
connaître  les  différentes  règles  qu'on  peut  employer  pour 
trouver  une  limite  supérieure  des  racines  positives  d'une 
é(iuation.  Les  deux  premières  sont  d'une  application  immé- 
diate; les  autres  procédés  exigent  des  calculs  spéciaux  plus 
ou  moins  longs,  mais  conduisent  à  des  limites  ordinairement 
beaucoup  plus  avantageuses. 


RECHERCHE    d'lNE    LIMITE    SUPÉIUELRE    DES    RACINES    POSITIVES 
d'une    ÉQUATION. 

Limites  immédiates. 

1301.   I"  Soit  l'équation 

/(.-r)=AoJ:"'^A,j:-"'-'-t-Ao.r'«--  — .  .  .— A,„_iJ:-  ^A,„=^o. 

Ao  étant  toujours  supposé  positif,  soit  A„  la  valeur  absolue 
du  plus  grand  coefficient  négatif  de  l'équation.  La  valeur  de 
f{cc)  sera,  pour  toute  valeur  positive  de  x,  égale  ou  supé- 
rieure à  celle  du  polynôme 

Ao^'"— A„(j?'"-'-r  a-"'---i-..  .-h  X^l). 

Par  conséquent,  si  une  valeur  positive  de  x  rend  cette  ex- 
pression positive,  elle  satisfera  a  fortiori  à  la  condition 
/(•37)>o. 

Or  la  parenthèse  qui  multiplie  A„  n'est  autre  chose  (i^) 
que  le  quotient 


Il  suffit  donc  de  déterminer  une  valeur  positive  de  .r  à 
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partir  de  laquelle  on  ait  (1298) 

.r'"  —  I 


Ao-î?    ^A„ 


a'  —  I 

En  supposant  a  priori  j:->  i,  il  en  sera  ainsi  évidemment 
(à  cause  de  ce'"  >  jc'" —  i)  si  l'on  a 


c'est-à-dire 

-     .    A„ 

Par  suite,  on  obtient  une  limite  supérieure  des  racines  po- 
sitives d'une  équation,  en  ajoutant  l'unité  au  quotient  de  la 
valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient  négatif  de  Inéqua- 
tion par  le  coefficient  du  premier  terme. 

L'indication  de  cette  limite  très  simple  est  attribuée  à 
Maclaijrin. 

1302.  2"  On  arrive  à  une  limite  plus  resserrée  en  tenant 
compte  du  rang  du  premier  terme  négatif  de  l'équation,  si 
ce  rang-  est  au  delà  du  second. 

Désignons  toujours  par  A„  la  valeur  absolue  du  plus  grand 
coefficient  négatif  (Xe  l'équation,  et  supposons  que  le  premier 
terme  négatif  covUxenne.  la  variable  œ  à  la  puissance  m — p. 

La  valeur  du  premier  membre/(j:)  sera  évidemment,  pour 
toute  valeur  positive  de  x,  égale  ou  supérieure  à  celle  du  po- 
lynôme 

A,^.r'"-HAi.r"'-'-f-.  .  .  — A,(.r'«-/'-f-^"-/'-'-i-.  .  .-f-^-M). 

Par  conséquent,  si  une  valeur  positive  de  .r  rend  cette  ex- 
pression  positive  ,   elle   satisfera   a  fortiori  à    la  condition 

f[X}>0. 

Or.  la  parenthèse  qui  multiplie  A„  n'est  autre  chose  que  le 
quotient 


il  suffit  donc  de  déterminer  une  valeur  positive  de  .r  à 
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partir  de  Ia(|iiclle  on  ail  (1298,  1299)  ^ 

j.in~p-+-l , 

Ao^-'"  —  A„  ■ >  o. 

JC  —  I 

En  supposant  a  priori  x'^  \ ,  on  peut  multiplier  les  deux 
membres  de  celle  inégalité  par  x  —  i  {Alg.  c/tv/i.,  213),  el 
l'on  en  déduit 

AoJ?"'(j"  —  i)  —  A„x"'-/'+'  +  A„  >  o. 

Cette  dernière  relation  sera  satisfaite  a  fortiori,  si  l'on  a 

KaX"'{x  —  i)  —  A„.f'"'-/'+'^o 
ou 

r  \ 

k^x"'-i'^^     ,r/'-  '  (.r  —  I)  —  — î 

L  -  f 

Comme  toute  valeur  positive  de  x  rend  positif  le  premier 
facteur  Aq^p'""^'"^',  on  peut  diviser  les  deux  membres  de  l'iné- 
galité par  ce  facteur.  On  peut  remarquer  ensuite  que  le  pro- 
duit xP-^{x  —  i)  est,  pour  x  plus  grand  que  i,  supérieur  au 
produit  {x — i)i'-\x  —  i)  ou  à  {x  —  i)^.  Finalement,  la  va- 
leur positive  donnée  à  x  doit  simplement  satisfaire  à  la  rela- 
tion 

(^jc-i)P—  :^'>o, 
Ao 


et  l'on  en  lire 


A^ 


Par  suite,  p  étant  la  dilf'érence  (jai  existe  entre  le  dei^ré  de 
l'équation  donnée  et  celai  de  son  premier  ternie  négatif,  on 
obtient  une  limite  supérieure  de  ses  racines  positives  en  ajou- 
tant l'unité  à  la  racine  p"^"^*^  du  quotient  de  la  valeur  ab- 
solue du  plus  grand  coefficient  négatif  de  l'équation  par  le 
coefficient  du  premier  ternie. 

Si  le  premier  terme  négatif  est  le  second  terme  de  l'équa- 
tion, on  a  p^^i,  et  l'on  retombe  sur  la  limite  de  Maclaurin 
(1301). 

1303.  Si  l'on  applique  les  deux  règles  précédentes  à  l'équa- 
tion 

2x^-h  'Sx-'  -\-  lO.r* —  -x^ —  rî.r--f-  .r  —  4  :=:  o. 
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1 1 

l;i  rèsle  de  Maclauriii  donne  i  h ou  ■:  comme  une  limite 

2 

supérieure  des  racines  positives,  et  la  seconde  règle  conduit 

3  /  r  2  %i— 

à   la   limite   {)lus  resserrée    i  +  1/  —  ou    i  H-  yti,    quantité 

moindre  que  3. 

Méthode  des  groupements. 

130V,  Cette  méthode  n'est  que  la  mise  en  œuvre  répétée  du 
principe  démontré  au  n"  1298;  elle  peut  donc  être  regardée 
comme  une  conséquence  du  théorème  de  Descartes.  Le  ré- 
sultat dépend  ici  de  la  manière  dont  on  applique  le  procédé. 

Supposons  qu'on  partage  le  premier  membre  de  l'équation 
donnée  en  groupes  de  termes,  disposés  de  telle  sorte  que 
chaque  groupe  commence  par  un  terme  positif  et  présente 
dans  son  ensemble  une  seule  variation.  Chacun  de  ces 
groupes,  égalé  à  zéro,  constituerait  une  équation  n'ayant 
qu'une  seule  racine  positive.  Par  conséquent,  dès  qu'on  aura 
trouvé,  pour  chaque  groupe,  une  valeur  positive  de  x  qui  le 
rende  positif,  toutes  les  valeurs  plus  grandes  rempliront  la 
même  condition,  en  imposant  au  groupe  des  valeurs  crois- 
santes (1298). 

Il  suffira  donc  de  substituer  à  x,  dans  l'équation  ainsi  par- 
tagée, des  nombres  positifs  croissants.  On  s'arrêtera  au  pre- 
mier qui  donnera  à  tous  les  groupes  des  valeurs  positives,  et 
ce  nombre  sera  évidemment  une  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives  de  l'équation  proposée  (1296). 

1305.    i"  Soit,  par  exemple,  l'équation 

2X^''  -+-  3^* -h  lOx'*  —  7^^  —  I2X-H-  ^  —  4  ^^  o> 

déjà  considérée  au  n"  1303. 

Nous  partagerons  son  premier  membre  en  trois  groupes, 
que  nous  écrirons  comme  il  suit  : 

(  2  X*"'  4-  3  X-'  )  -H  X-  (ioj:.-  —  ']  x  —  i2)-f-(^  —  4)  =  0. 

En  substituant  successivement  à  la  place  de  x  les  nombres 
positifs  croissants  i,  2,  3,  .  .  .,  on  voit  que  le  premier  groupe 
est  toujours  positif,  que  2  suffit  pour  imposer  cette  condition 

De  C.  —  Cours.  IV.  3i 
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au  deuxième  groupe  et  que,  pour  le  troisième,  il  faut  aller 
jusqu'à  4.  On  peut  donc  regarder  4  comme  une  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  Téqualion  donnée. 

Mais  on  peut  faire  mieux  en  adoptant  un  autre  groupe- 
ment, et  cette  élasticité  rend  la  méthode  l'égale  de  toutes  les 
autres. 

Ajoutons  et  reli'anchons  r  au  premier  membre  de  l'équa- 
lion.  Elle  prend  alors  la  forme 

{■20;^ -i-  3 ./■•' )  -h  X (  1  o x"^  —  7 .c-  —  1 2 .r  —  i)  —  (i.v  —  4 )  =  o, 

et  Ton  voit  immédiatement  que  2  est  une  limite  supérieure 
de  ses  racines  positives. 

2"  Soit,  encore,  V équation 

X^  —  2  x''  -\-  I  OX"  —  -ix'^  —  I  2  J?'  -i-  3  JP-  —   I  OO.C  H-  I  000  =:  O. 

On  peut,  en  groupant  directement  les  termes  du  premier 
membre,  la  mettre  sous  la  forme 

x''  {x  —  2  )  H-  2.Î7*(  OcC- —  X  —  6)  -h  (3  J7-  —  lOOX  -+-•  1000  )  -=^  O. 

Les  deux  premiers  groupes  sont  positifs  pour  a:  =  2.  Quant 
au  troisième  groupe  [qui  ne  satisfait  pas  à  la  règle  posée 
(130i),  puisqu'il  présente  deux  variations'],  on  obtient,  en 
l'égalant  à  zéro,  une  équation  du  second  degré  dont  les  ra- 
cines sont  évidemment  imaginaires,  de  sorte  que  ce  groupe 
conserve  une  valeur  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  X  (  Alg.  éléni..  237,  252).  Le  nombre  2  représente  donc 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 
donnée.  [La  règle  de  Maclaurin  (1301)  conduirait  à  une  li- 
mite égale  à  101.] 

Méthode  de  Newton. 

1306.  Le  procédé  indiqué  par  Newton  (')  repose  sur  une 
remarque  presque  évidente. 

L'équation  proposée /(a?)  =  o  étant  de  degré  ni,  considé- 


(')  Dans  son  Ailtlimetique  unn'erseUe. 
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I oiis  son  premier  membre  avec  ses  m  dérivées,  c'est-à-dire  la 
-aile 

U^       /(•^')'    /'i-^-),    /"(-r),      ...,     /'"-•(^),     /'"(^). 

Si  une  valeur  posilue  a  substituée  à  x  rend  positives  toutes 
ces  fonctions  ou  positifs  tous  les  termes  de  cette  suite^  a  est 
une    limite    supérieure   des    racines  positives    de    l'équation 

f{x)  =  o. 

En  effet,  la  formule  de  Taylor  (324)  donne 

Il  II-  h"' 

Tous  les  termes  du  second  membre  étant  positifs,  par  li,\- 
pothèse,  il  en  résulte 

/{a  -—  li)~^  o, 

f/uel  que  soit  h  (positif),  ce  qui  justifie  l'énoncé  (1296).  On 
voit  en  même  temps  que  J\jc),  à  partir  de  la  substitution 
X  =  ff,  va  constamment  en  croissant. 

La  marche  à  suivre  pour  déterminer  a  est  très  simple.  On 
ne  substitue,  en  général,  que  dos  nombres  entiers. 

On  forme  la  suite  (i),  et  on  la  parcourt  en  sens  inverse.  Le 
premier  terme  de/(^)  étant  toujours  supposé  positif, /"*( a;) 
est  une  constante  positive.  f"^~^{x)  étant  du  premier  degré 
et  son  premier  terme  étant  alors  positif  ,  on  trouve  immédia- 
tement une  valeur  positive  de  x  {xq  par  exemple)  qui  rend 
celte  fonction  positive.  On  passe  à  la  fonction  précédente 
/"'--(^),  qui  est  du  second  degré,  et  l'on  vérifie  si  la  va- 
leur Xq  suffit  pour  la  rendre  positive;  sinon,  on  augmente  x^ 
jusqu'à  une  valeurs-,  telle,  qu'on  ait  /'"'-- (j;,)  >  o.  On  con- 
tinue ainsi  en  remontant  et  en  conservant  la  dernière  valeur 
donnée  à  x  tant  qu'elle  rend  les  différentes  fonctions  posi- 
tives, mais  en  l'augmentant  dès  qu'elle  impose  une  valeur 
négative  à  l'une  des  fonctions  rencontrées.  On  ari'ive  ainsi 
nécessairement  à  une  valeur  a  de  x  pour  lacjuelle  f{x)  et 
toutes  ses  dérivées  sont  positives,  et  a  est  alors  la  limite 
que  peut  fournir  la  méthode. 

Par  la  manière  môme  dont  elle  est  obtenue  en  opérant  de 
proche  en  proche,  celte  limite  est  t'orcémentla  plus  resserrée 
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possiljlo.  I.a  mrlliodo  dos  pjroupemcnls,  convenaljlcment  ap- 
plicjLiée,  peut  d'ailleuis  conduire  au  même  insultât. 

1307.  Appliquons,  pour  le  constater,  la  métliode  de  Newton 
à  la  dernière  équation  traitée  (1305,  2"), 

Nous  aurons  successivement 

f{x)  =:  X^ —  2  J?^4-  JO^'' —  2^^ —  12^*4-  3^'^ —  lOO.r  -^  I  OOO, 

f  {x)  ■=■  8j?'' —  i{\x^ -\-  60^^ —  lo.r* —  [\èx^ -\-  6.r  —  loo. 
f"{x)  nz  66x^ —  84^'+  3oo^* —  ^ox^  —  iWx-~-  6, 
f"{x)  =  336.r^ —  /420>ic*  +  1200  a;' —  120^:-^ —  288^, 
/'^'(j?)  =:  i68o.r^ —  i68oj?3+  3600^-- —  24o.r  —  288, 

f^ix)  =  6720^:^ —  OO^OX'^-h  7200  J7  —  2/10, 

f^^{x)  =:  20160 J7-—  ioo80cr  H-  7200, 

y^"  (x)  :=  40320  J^'  —  10080, 
/^''"(j;)  =1  40320. 

Nous  commencerons  par  essayer,  en  remontant,  la  substi- 
tution x=:i.  Elle  donne  des  résultats  positifs  pour  les  diffé- 
rentes fonctions,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  hf'ix).  Pour 
.r  =:  1,  on  a/'(i)  <  o,  et  il  faut  prendre  x  =^2,  qui  rend  posi- 
tives les  deux  dernières  fonctions /'(j?)  et/(.r),  et  est,  par 
conséquent,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  (1305,  2°),  une  li- 
mite supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  f{x)  =  o. 

Il  n'est  pas  douteux  que  la  méthode  des  groupements  (  130i) 
ne  conduise,  en  général,  beaucoup  plus  rapidement  au  ré- 
sultat que  la  méthode  de  Newton. 

Méthode  de  M.  Laguerre. 

1308.  M.  Laguerre  a  indiqué  ('),  poui-  trouver  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  d'une  é(]uation,  une  méthode 
élégante,  analogue  à  celle  de  Newton,  mais  d'une  application 
ordinairement  plus  facile,  parce  que,  pour  une  substitution 
donnée,  les  termes  de  la  suite  qu'on  doit  employer  se  dé- 
duisent les  uns  des  autres  suivant  une  loi  simple  et  dé/à 
connue. 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  2'  série,  t.  \I\,  1880. 
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Élant  donnée  l'équation /(^)  =  o,  de  degré  m,  considérons 
la  suite 

l/m       (j")=Ao, 

I  fm-i{jc)  —  AqJ?  4- a,, 

(i)  (f'"-^^-^)  =Ao^--|-A,.r +A,,, 

f/i(^")      =Ao.c'"-'+A,a:'"--+A,^'«-3^       H-\ 

^f{.x)       =Aoa:"'+A.^-'+A,^— ^  +  ...+A„,_,^+A.„, 

dont  le  dernier  terme  est  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée. 

Quand  on  veut  essayer  si  le  nombre  a  est  racine  de  l'équa- 
[■umJ\x)  =  o,  on  a  précisément  (102i)  à  effectuer  la  division 
de/(^)  par  j:-  — a,  et  les  différents  coefficients  du  quotient 
nr  sont  autre  chose  (13,  2<-D-)  que  les  termes  de  la  suite 
précédente  (moins  le  dernier),  où  a  est  substitué  à  x.  Quant 
au  reste  (qui  doit  être  nul  si  a  est  racine),  c'est  le  dernier 
lerme/(a). 

Par  conséquent,  les  termes  de  la  suite  (i)  [x  étant  rem- 
placé par  a]  se  déduisent  les  uns  des  autres  par  l'algorithme 
bi<'n  connu  (13,  1024),  qui  consiste  à  multiplier  par  a  le 
k'ime  précédent,  en  ajoutant  au  produit  obtenu  le  coefficient 
<iii  terme  ùq  f{x)  qui  est  de  même  rang  que  le  terme  de  la 
suite  qu'on  veut  calculer. 

Or,  puisqu'on  a  identiquement,  d'après  la  division  sup- 
posée effectuée,  /(^)  =  (^_  a)Q  +  r,  c'est-à-dire 

'    '^  =  G^-«)[/,„(«)^"-'+/,„_,(«)^—^+...+/,(a)] +/(«), 

'•n  voit  que,  si  un  nombre  positif  a  substitué  à  x  rend  posi- 
i ils  tous  les  termes  de  la  suite  (i),  f{x)  prend  une  valeur 
positive  et  croissante  pour  a  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
■supérieures  à  a  et  croissantes;  a  est  donc  alors  (1296,  1298) 
'HIC  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 

/(•^)  =  o. 

On  applique  la  méthode  comme  celle  de  Newton.  On  com- 
ix'nce  par  essayer  la  racine  de  l'équation  du  premier  degré 

f„i-i{x)  =  AqJ?  -h  A,=:0, 


'|00  Ai.r.r.RiîE  sui'KiîiKuni:. 

ou  le  nombre  enliei-  immédiatement  supérieur  jt^.  On  cal- 
cule de  proche  en  proche  les  valeurs  des  fonctions  suivantes 
/,n-2{j^o),  fm-zi-^o),  ■  ■  -,  d'après  l'algorithme  rappelé.  Si  tous 
les  résultais,  jusqu'à /(.Xu),  sont  positifs,  ./o  répond  à  la  ques- 
tion. Sinon,  en  essaye  le  nombre  entier  consécutif,  et  l'on 
continue  de  la  même  manière  jusqu'à  ce  que  la  dernière  sub- 
stitution conduise  à  des  résultats  tous  positifs. 

1309.  Reprenons  l'équation  déjà  traitée  deux  fois  par  la 
méthode  de  Newton  (1307)  et  par  la  méthode  des  groupe- 
ments (1305,  2°),  et  pour  laquelle  on  a 

f{jc):=zx^  —  2j;' -]-  lo.r®—  2a'"'  —  12  j:-'*+  3.r-  —  iooj:  -h  lOOO. 

En  égalant  à  o  la  fonction  du  premier  degré,  il  vient  ici 

/„,_,(  j:-)  =  X  —  2=o. 

On  commencera  donc  par  essayer  2.  On  obtient  alors  suc- 
cessivement [pour  les  termes  de  la  suite  (0]  les  nombres 

I,     o,     10,     18,     24,     48,     09,     98,     1196. 

Tous  ces  résultats  étant  positifs,  2  est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation  donnée.  Cet  exemple 
montre  l'avantage  de  la  méthode  de  M.  Laguerre  sur  celle 
de  Newton. 

Limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  dérivée 

1310.  Les  démonstrations  précédentes  prouvent  que,  a 
étant  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion/(^)  =:  o,  trouvée  par  une  méthode  quelconque,  la  fonc- 
tion/(j?)  (plus  grande  que  zéro  pour  jr-=ia)  va  constamment 
en  croissant,  depuis  cc^=  a  jusqu'à  a-  =:  -t-  oc. 

Il  en  résulte  que,  dans  le  même  intervalle,  la  dérivée /'(-a?) 
est  constamment  positive  (1105),  c'est-à-dire  qu'elle  ne  peut 
jamais  s'annuler. 

a  est  donc  en  même  temps  une  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  l'équation  f{jc)  =  0  et  de  l'équation 
dérivée  f{x)  -=i  o. 
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Recherche  d'une  limite  inférieure  des  racines  positives 
d'une  équation. 

1311.  Pour  trouver  une  limile  inférieure  des  racines  posi- 
tives de  l'équation  /{•r)  =  o,  il  suffit  de  poser  x  =z  —  ou  de 

former  (1067)   la  transformée  en    -    de  l'équation  donnée, 

c'est-à-dire  l'équation  aux  inverses  de  ses  racines. 

On  sait  que,  pour  obtenir  celte  dernière  équation,  il  suffit 
d'échanger  dans  l'équation  donnée  les  coefficients  des  termes 
également  éloignés  des  extrêmes. 

Si  X  est  alors  une  limite  supérieure  des  racines  positives 

de  l'équation  /(  —  j  ^  o,  il  est  clair  que    -   est  une  limite 

inférieure  des  racines  positives  de  l'équation   f(x)^o;  car, 
à  la  [dus  grande  racine  positive  de  la  transformée,  correspond 
la  plus  petite  racine  positive  de  la  proposée. 
Dans  les  applications,  on  doit  cherclier  à  parvenir  pour  ). 

à  la  plus  petite  valeur  possible,  afin  d'avoir  pour  -  la  plus 

grande  valeur  possible. 

1312.  Lorscju'on  veut  déterminer  immédiatement,  c'est- 
à-dire  sans  calculs,  une  limite  inférieure  des  racines  posi- 
tives d'une  équation,  on  peu!  opérer  comme  il  suit. 

Soit  Téqualiou 

f{x)  =  A„  r'"  +  Ai.r'"-'  -I-  A.,.r'"-^  + .  .  .  +  A,„_i^  -t-  A„,  =  o. 

La  transformée  /(  — J=:o  sera  (en  rendani  son  premier 
terme  positif,  s'il  ne  l'est  pas  déjà) 

/f-|-)=:A„,^"'  +  A„,_,^'«-'  +  A,„_2.r'«-2^...+  A,^4-Ao  =  o. 

En  désignant  alors  par  A„  la  valeur  absolue  du  plus  grand 
coefficient  qui,  dans  l'équation  proposée,  soit  de  signe  con- 
traire à  A,„,  ce  coefficient  deviendra  le  plus  grand  coefficient 
négatif  de  la  transformée.  On  pourra  donc,  en  appliquant  la 
règle  de  Maclaurin  (1301),  regarder  comme  une  limite  supé- 
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rieurc  des  racines  positives  de  ia  transformée  la  (|uanlilé 

A„ 


'='^.V 


La  ([uantité  inverse 

I 


X       A,„  -i-  A 


m     1^  -^/i 


représentera  donc  à  son  tour  une  limite  inférieure  des  racines 
positives  de  la  proposée. 

On  peut,  par  suite,  énoncer  celle  règle,  qui  est  le  pendant 
de  la  limite  de  Maclaurin  :  On  obtient  immédiatement  une 
limite  i/iférieure  des  racines  positives  d'une  équation  donnée, 
en  formant  le  quotient  de  son  terme  indépendant  pris  en 
valeur  absolue  par  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ce  même 
terme  et  du  plus  grand  coefficient  de  signe  contraire. 

Recherche  d'une  limite  inférieure  et  d'une  limite  supérieure 
des  racines  négatives. 

1313.  Étant  donnée  l'équation /(j:)t=  o,  il  n'y  a  qu'à  cher- 
cher une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  des  racines 
positives  de  sa  transformée  en  —  r  (1059),  pour  obtenir,  inver- 
sement et  en  changeant  les  signes  des  nombres  trouvés,  une 
limite  inférieure  et  une  limite  supérieure  de  ses  racines  néga- 
tives. En  effet,  les  racines  positives  de  la  transformée  en  —  x 
deviennent,  changées  de  signe,  les  racines  négatives  de  la 
proposée. 

Remarques. 

131i.  I"  Quand  tous  les  termes  d'une  équation  sont  de 
même  signe,  cette  équation  n'admet  aucune  racine  positive 
(1297).  Il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  chercher  les  limites  de  ses 
racines  positives. 

1315.  2»  Quand  tous  les  termes  de  degré  pair  d'une  équa- 
tion ont  un  même  signe,  tandis  que  tous  les  termes  de  degré 
impair  ont  le  signe  contraire,  aucun  nombre  négatif  substitué 
à  X  no  peut  annuler  son  premier  membre,  un  pareil  nombre 
imposant  nécessairement  lo  même  signe  à  tous  ses  termes. 
Une  pareille  équation  n'admet  donc  aucune  racine  négative, 
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et  il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  pour  elle  les  limiles  des 
racines  de  cette  espèce. 

Exemple. 

1316.  Proposons-nous  de  trouver  des  limites  supérieure  et  inférieure 
pour  les  racines  positives  et  pour  les  racines  négatives  de  Téquation 

/(  j' )  =  ./-G -T-  3 .r=  —  36 .r+  —  4  j ./•*  -+-  gS .r- -r-  i '}■>.  f  ^  1 4o  =  o. 

On  peut  l'écrire  d'abord  comme  il  suit,  en  groupant  ses  termes 
(1304): 

y(.r)  =  .r*(,r- —  36  )  -f-  '].r^(.r- —  1 3  )  —  (  gS.r^-i-  i3'2.r  -^  i4o  )  =  o. 

Le  troisième  groupe  est  positif  pour  toute  valeur  positive  de  x  et  crois- 
sant avec  cette  valeur.  Pour  remplir  les  mêmes  conditions,  le  deuxième 
groupe  exige  qu'on  fasse  x  =  \  et,  le  premier,  qu'on  fasse  x  =  6.  On 
peut  donc  regarder 

L  =  G 

comme  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  Tcquation  donnée. 
La  transformée  en  -  de  cette  équation  est  (  1311  ) 


J  (  -  )  ~  iio.r'''-h  i3-2.r5-h  93a.-* —  4^-'^'—  36.r-- 


Il  est  visible,  sans  avoir  besoin  d'aucun  calcul,  que  X  =  i  est  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  cette  transformée.  Par  conséquent, 

Y  =  I  sera  une  limite  inférieure   des  racines   positives   de   l'équation 

donnée,  qui  aura  toutes  ses  racines  positives  comprises  entre  i  et  G. 

Prenons  maintenant  la  transformée  en  —  x  de  cette  équation.  11 
viendra 

/( —  X)  =  x"  —  3x^  —  36.f'' -i-  :\5x'' -+-  93./-  —  1  3i.r  -h  1 40  =  o. 

ou,  en  groupant  les  termes, 

/(  —  X)  =  ,r^(.r-—  3.r  —  36  )  -f-  4  j»./-'-^  x(()'ix  —  [3'>.  )  -^  i4o  =  o. 

Le  quatrième  groupe  est  un  nombre  positif  constant.  Le  troisième 
groupe  est  positif  pour  la  valeur  x  =  2  et  croit  avec  cette  valeur.  Le 
deuxième  groupe  est  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  positive  de  j:,  et 
croît  avec  cette  valeur.  Quant  au  premier  groupe,  si  l'on  considère 
l'équation  du  second  degré 

x- —  3x  —  j6  =  o. 
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dont  les  racines  sont  réelles  et  de  signes  contraires  ^  Alg.  clém.,  2ii  i. 
on  voit  que  sa  racine  positive, 

3  -!-  \U)  -•-  I  i/|        3  -h  v/iâ3 

est  inférieure  à  S.  On  peut  donc  regarder  8  comme  une  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  l'équation  /(— .r)  =  o  et,  par  suite 

(1313), 

L'  =  —  8 

comme  une  limite  inférieure  des  racines  négatives  de  l'équation  f(x)  =  o. 
Enfin,  l'équation  aux  inverses  des  racines  de  la  transformée  en  —  .r 
est  évidemment 


/( )  =  i^o./'' — i3>,r';  —  ()3.r* -!- 45. 


36x2— 3. r-- 


En  groupant  les  termes,  on  obtient 
/( 1  =  .r^dioo.-  —  \3i  )  -+-  g3.r4-t-  .r{^5.i'^ —  36,r  —  3)  -i-  i  =  o. 


et  l'on  voit  que,  pour  ^  =  i,  tous  les  groupes  sont  positifs  et  croissent 
avec  ^.  Donc."  i  pouvant  être  regardé  comme  une  limite  supérieure  des 

racines  positives  de  l'équation  f( j  =  o,  -  ou  i  peut  être  regardé 

comme  une  limite  inférieure  des  l'acines  positives  de  l'équation/i — .r)  =  o. 
Par  conséquent  (1313),  —  i  est  à  son  tour  une  limite  supérieure  des 
racines  négatives  de  l'équation  proposée  f(.r)  =  o.  dont  toutes  les  ra- 
cines négatives  sont  comprises  alors  entre  —  i  et  —  8. 

En  résumé,  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  donnée  /(.r)  =  o 
sont  comprises  entre  —  8  et  -1-6.  et  ii  n'y  en  a  aucune  entre  —  i 
et  -f- 1. 

Recherche  des  limites  des  modules  des  racines 
d'une  équation  quelconque. 

1317.  Pour  trouver  les  limites  des  modules  de  toutes  les 
racines,  réelles  et  imaginaires,  d'une  équation  quelconque^ 
nous  appliquerons  à  cette  équation 

'  +A,„_iG-t-A,„z=P  +  Q/  =  o, 

une  transformation  analogue  à  celle  employée  au  n"  1110. 
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Soient 

;  =:  r(cosa -h /siiia)         et         \,ji  =:  Z.j.  (coswji  + /sinoja). 

A[A  étant  un  coefficient  quelconque  de  l'équation  donnée  et  ,a 
pouvant  varier  de  o  à  ni. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (i)  prendra  la  forme  (8il, 

SÏ3) 

Zo  /•'"       [  cos  (  /«  a  —  oj^  )~  i  ^\n{m  y.  ~T-  WiO] 
-  Zi /•'"-'   ;cos[(m  —  i)c(.  -i-  0),]  -f-  fsin  [(/?«  —  i  )a  -i-  wj  j  — .  .  . 
y^iir'"-"  ]cos[{ ni  — «)a-i-co„]  +  /sin  [(/?«  —  «)a4-  a)„]  J  — .". . 
-Z„,  (coso),,,  +  ?  sino)„, ). 

On  aura  donc 

:  Zu'""cos(ma  -h  Wo)  —  .  .    —  Z„ /•'"-" cos [(  m  —  «}a  +-aj,,]H-  - . .  — Z,„cosw, 
:  Zor"'sin(ni7.  -H  too  )  -    .  .  .  —Z„r"'-"s\n  [(  w  —  //(a  -^  w„]—  .  .  .  — Z,„siQW/ 


Le  module  R  de  9(^)  ayant  pour  expression  (820)  \'P-  —  Q-, 
on  peut  évidemment  poser 

R-2=  [P  cos  {ni  y.  +  oj^,)  —  Q  sin(ma  -h  ojo)]" 
-i-  [P  sin  {iny.-^  03o)  —  Q  cos(«ia-^  '^h)V- 

On  a  donc 

(i)  R->  [Pcos(wa  -T-  'jOo)  h- q  sin  (/«a  -F  ^.jo)]'- 

Toutes  les  racines  de  l'équation  o(s)  =o  donnent  à  la  fois 
P  =  o  et  Q  =  o,  c'est-à-dire  R  =  o.  Il  s'agit  de  trouver  entre 
quelles  limites  doit  tomber  la  valeur  du  module  /■  de  :;,  pour 
qu'on  n'ait  jamais  en  même  temps  P=o  et  Q  =  o,  c'est- 
à-dire  pour  que  R  reste  constamment  supérieur  à  zéro. 

Or,  on  a  [en  se  rappelant  que  cos5  :=  cos(—  9)] 

P  cos {niy.-\-  ojo )  -'-  Q  sin  ( m  a  -i-  cop  ) 

=  Zo  /•'"  -^  .  . .  -  Z„/-'"-"  cos  (  /i  a  —  (Oo  —  w«  )  -i- .  •  • 
—  Z,„  cos  (  m  y  -i-  w„  —  a)„,  ). 

Désignons  par  Z  le  plus  grand  des  modules  Zi,  Z,,  Z3,  . . ., 

Z,„...,Z,„,  et  ajoutons  au  second  membre  de  l'expression 
précédente  la  quantité  identiquement  nulle 

/•'"  —  I 

Z(/-"'-'  —  /•'"-- -T-. . .  —  /•  -f-i)  —  Z 

^  /•  —  I 


Uyi  Ai.Gi;nr,E  .sii'kiukukf.. 

Si  l'on  roinai(|ue  (lu'oii  peut  ('criie 

,-_,  Zo/-'"(/--.-^)-r-Z 

Z,r"'-Z  '- =z  ^ : ^^- , 

/•  —  I  /•  —  I 

on  aura,  après  l'addition  indiquoo, 

P  CCS  (  /«  5c  +  fJ)^,  )  -i-  Q  sin  (  m  y.  -i-  (,)„  ) 

(2)    '     -  ;-r, 

j  1  [Z -r- ZiCOs(a -i- ojo  —  (.Ji)] /•'"-'  i 

f  +1       — [Z  +  Z2C0s(p.a  + ojo— «2)]/""~--H.-.    • 

(       -H  [Z -i- Z„, cos( /«a  4- o)„ — r,),„)  \ 

La  parenthèse  entre  crochets  du  second  memhre  de  l'éga- 
lité (2)  restant  évidemment  positive  d'après  le  choix  de  Z,  il 
suffit  que  le  premier  terme  de  ce  second  memhre  soit  positif, 
pour  qu'on  puisse  affirmer  qu'il  en  est  de  même  du  premier 
memhre  de  cette  ésalité.  On  est  ainsi  conduit  à  la  condition 


r>\ 


Z 
Zo 


La  quantité 


Z  Zq  +  Z 

ou      — -. — - 


Z 


est  donc  une  limite  supérieure  des  modules  des  racines  de 
l'équation  proposée,  puisque,  pour  toute  valeur  de  la  va- 
riahle  z  ayant  ce  module  ou  un  module  supérieur,  le  premier 
membre  de  l'égalité  (2)  est  positif,  de  sorte  que,  en  raison  de 
l'inégalité  (j),  le  module  R  de  9(-)  est,  a  fortiori,  une  quan- 
tité supérieure  à  zéro. 

Si  l'on  forme  maintenant  la  transformée  en  -  de  l'équation 

'<i{z)=i  o,  et  si  l'on  cherche  une  limite  supérieure  des  modules 
des  racines  de  cette  transformée,  on  obtiendra,  en  prenant 
l'inverse  de  cette  limite,  une  limite  inférieure  des  modules  des 
racines  de  la  proposée  (842). 
D'après  cela,  représentons  par  Z'  le  plus  grand  des  modules 

des  coefficients  de  la  transformée  en  -•  En  se  reportant  à  ce 

qui  précède  et  à  la  règle  de  formation  de  la  transformée 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  ^q3 

(1067),  l'expression  —^ — ^  sera  une  limite  supérieure  des 
modules  des  racines  de  la  transformée.  L'expression  inverse 

Z„, 
Z,„-f-Z' 

est  donc,  à  son  tour,  une  limite  inférieure  des  modules  des 
racines  de  l'équation  proposée. 

On  peut  rapprocher  ces  résultais  de  la  limite  de  Maclaurin 
(1301)  et  de  la  règle  indiquée  au  n''  1312. 
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CHAPITRE  VIÏ. 


DÉTERMINATION    DES    RACINES   COMMENSUR ABLES 
DES  ÉQUATIONS  A  COEFFICIENTS  RATIONNELS. 


Observations  préliminaires. 

1318.  Nous  supposons  (lue  les  coelficients  de  léqualion 
donnée, /(^)  =o,  sont  des  nombres  rationnels.  On  peut, 
dans  ce  cas,  chasser  les  dénominateurs  présentés  par  le  pre- 
mier membre  de  l'équation,  et  les  coefficients  de  tous  ses 
termes  deviendront  ainsi  des  nombres  entiers. 

Si  l'équation  proposée  admet  alors  des  racines  commensu- 
rables,  il  est  facile  de  les  obtenir  par  une  méthode  régulière 
et  très  simple,  dont  l'application,  théoriquement  parlant,  doit 
précéder  toute  autre  recherche.  En  effet,  si  l'équation  consi- 
dérée n'a  que  des  racines  commensurables,  elle  se  trouvera 
complètement  résolue.  Si  elle  a  des  racines  commensurables 
en  nombre  inférieur  à  son  degré,  on  pourra  supprimer  par 
voie  de  division  les  facteurs  correspondants  { 1018),  et  abaisser 
de  cette  manière  le  degré  de  l'équation,  c'est-à-dire  diminuer 
la  difficulté  de  sa  résolution  complète. 

Les  racines  commensuraides  peuvent  être  entières  ou  frac- 
tionnaires. Nous  indiquerons  d'abord  la  marche  à  suivre  pour 
trouver  les  racines  entières. 

Détermination  des  racines  entières. 

1319.   Soit  l'équation 

J\.r)  HT  \qJc"'  -4-  A ,  X'"-^  -t-  A."—-  -^  .  .  .  -î-  A„._i  a-  -H  A,„  —  O, 
dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers. 
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Soit  a  un  nombre  entier.  Pour  essayer  si  a  est  racine  de 
[équation  proposée  (lOiV),  on  doit  diviser/(.r)  par  le  binôme 
r  — -  a.  On  obtient  alors  un  quotient 

0=  Ao./—'-  B,.r"'-^+  B,^— ^'-H.  . .  -,-  B,„_^^  _^_  B,,_,, 

dont  les  coefficients  se  forment  d'après  une  loi  comiue,  et  un 
reste  R  soumis  à  la  même  loi.  En  vertu  de  cette  loi,  on  a 
(1024)  les  égalités  suivantes,  où  toutes  les  lettres  représentent 
des  nombres  entiers  : 

B,  — A„a-i-Ai,         P._,~  l},./ +  Ao,         B,,=  !%«-hA„ 
R,„_2  =  \^,n-,fi  +  A,„^,,         B„,_i  -I-  B„,_.«  H-  A,„^,, 
Il  =--  B,„^,c/  +  V,„. 

.!5/  a  est  racine,  on  a  R  —  o,  et  la  dernière  égalité  donne 


a 


B,„_i. 


On  déduit  ensuite  des  autres  égalités,  en  remontant, 

A,„_,— B„,_,  A,„_.—  B„,_, 

a  ~  "'--'  a ——Km- 3,      ... 

^i^i»  =  -  li.,       Ai:^'  =  _  B,        i^-i:^  -  _  V 


Les  relations  précédentes  renferment  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes,  pour  qu'un  nombre  entier,  positif  ou  né- 
gatif, soit  racine  d'une  équation  donnée  à  coefficients  entiers- 
Nous  allons  les  énoncer  sous  forme  de  i-èf^le. 

Pour  que  le  nombre  entier  a  soit  racine,  il  faut  d'abord 
qu'ilsoit  un  diviseur  exact  du  dernier  ternie  A,„  de  l'équation. 
(On  ne  dkvra  donc  chercher  les  racines  entières  de  l'équation  pro- 
posée QUE  PARMI  LES  DIVISEURS  DE  SON  DERNIER  TERMî;.)  Il  faut  ensuite 

que  la  somme  du  quotient  obtenu  —  B,„_,  et  de  V avant-dernier 
coefficient  A„j_,  de  l'équation  soit  exactement  divisible  para; 
qu'il  en  soit  de  même  de  la  somme  du  nouveau  quotient  obtenu 
—  B,„_2  et  du  coefficient  A,„_2  de  l'équation  qui  est  de  même 
indice;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  à  diviser  par  a 
la  somme  du  quotient  —  V»i  de  la  {m—  i )"'""-  division  et  du 
second  coefficient  A,  de  l'équation.  On  doit  alors  trouver  pour 


-{qO  ai.gf.bre  supérieure. 

flernier  rjuotU-nt  —  A^,  cesl-à-dire  le  coejficiml  du  premier 
terme  de  l'équation^  changé  de  dgne . 

On  e?l  donc  averti  que  a  n'est  pas  racine,  lorsqu'on  par- 
vient dans  la  série  des  opérations  à  un  quotient  fractionnaire 
ou  lorsque  la  dernière  division  donne  un  quotient  dilTérenl 
de  —  Ao. 

Il  faut  remarquer  avec  soin,  lorsque  a  est  racine,  que  les 
quotients  obtenus  successivement 

IJ//i  — 1>     \iiii—2i     t>/«  -3>     •  •  -5  "'i'  '^1»  Aq, 

sont  précisément,  mais  en  ordre  inverse,  les  coefficients 
changés  de  signe  du  quotient  du  premier  membre /(j:)  de 
l'équation  considérée  par  le  facteur  x —  a. 

La  règle  indiquée  montre  donc  si  a  est  racine  et,  dans 
l'affirmative,  conduit  d'elle-même  à  la  nouvelle  forme  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  débarrassée  de  cette  racine  a, 
c'est-à-dire  tout  préparé  pour  l'essai  d'une  nouvelle  racine 
entière. 

Avant  de  chercher  les  autres  racines  entières  d'une  équa- 
tion, on  doit  toujours,  à  cause  de  la  facilité  de  cette  vérifica- 
tion, essayer  si  -^- 1  et  ^ —  i  sont  racines. 

1320.  Ainsi  qu'on  vient  de  le  voir,  on  ne  doit  regarder 
comme  pouvant  être  racines  entières  que  les  diviseurs  du 
dernier  terme  \,n,  pris  positivement  ou  négativement. 

Pour  ne  pas  faire  d'essais  inutiles,  on  cherchera  préalable- 
ment les  limites  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée, 
d'après  les  règles  développées  dans  le  Chapitre  précédent,  et 
l'on  aura  soin  de  rejeter  tous  les  diviseurs  de  A,„  qui  tombe- 
ront en  dehors  de  ces  limites. 

On  peut  encore  diminuer  le  nombre  des  essais,  à  l'aide  d'un 
théorème  très  simple  à  appliquer  et  qui  est  le  suivant. 

1321.  Lorsque  a  est  une  racine entièrede  Véquation  f{x)=:o, 
le  résultat  /{Y.)  de  la  substitution  d'un  entier  quelconque  E 
à  la  place  de  .r  est  exactement  divisible  par  la  différence 
Y.  — a. 

En  elTet,  si  a  est  racine,  on  en  conclut  l'identité 

/(x)=(.r-a)Q, 
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(.ù  Q  est  ua  polynùnie  de  mèine  forme  que  /(^O,  tic  degré 
m  —  \.  Puisqu'il  s'agit  d'une  idenlilé,  on  peut  substituer  à  x 
un  eiilier  quelconque  E,  et  l'on  a  alors,  en  désignant  par  Q,E) 
le  résultat  de  la  substitution  de  E  dans  O,  la  relation 

(|iii  Justilie  l'énoncé. 

l'uisr|u'on  doit  commencer  (1319)  jiar  essayer  +j  et — i, 
on  connaît  d'avance  ./"(i)et/( —  i),  et  l'on  a  intérêt  à  se  ser- 
vir des  deux  expressions 

a  —  I 

ou      /b-_L)^_o,_,. 

On  rejettera  donc  encore,  parmi  les  diviseuis  positifs  et 
négatifs  du  dernier  ternie  .\„j  qui  tombent  entre  les  limites 
des  racines  réelles  de  l'équation  f{x)  =  o,  tous  ceux  qui.  di- 
minués de  I ,  ne  divisent  pas  exactement /{i).,  et  tous  ceux  (/ui, 
augmentés  de  i,  ne  divisent  pas  exactement  f{ —  i). 

On  peut  ajouter  que  l'équation  proposée  n'admet  aucune 
racine  entière  lorsque,  des  trois  résultats  /(l'i,  /(o),  /( —  i), 
aucun  n  'est  divisible  par  3, 

■Ml  effet,  reprenons  l'égalité  (i)  sous  la  l'orme 

{^bis)  -^-— ,.---:- 0,E,. 

a  —  L 

On  en  déduit  les  trois  identités 

/^i)=z-(a  — i)Q(,:, 

/(-l)=-(..-M)0(_„. 

Des  trois  nombres  entiers  consécutifs  a  —  i,  a,  a  -.-  i,  l'un 
lest  nécessairement  divisible  par  3;  il  en  sera  donc  de  même 
Ides  trois  premiers  membres  J'{\),  /(o),  /( — i),  si  l'équation 
ladmet  une  racine  entière  a. 

La  réciproque  n'est  pas  \raie.  L'un  des  trois  nombres/(i), 
'(o)>/(— 0»  pt^ut  être  divisible  par  3,  sans  que  ré(|ualion 
admette  aucune  racine  entière. 

Di;  C.  -  Coun:.  IV.  32 
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0.)    11  es»  commode,  une  fois  toutes  ces  éliminations  a<  - 
plTes,  (l'efleclucr  l'essai  des  seuls  diviseurs  «le  A,„  qm 
puissent  'être  racines,  de  la  manière  suivante. 

On  écrit  sur  une  même  li^ne  horizontale  tous  les  coefl.- 
cients  du  premier  membre  de  l'équation  donnée: 


Al 

A, 

A,      .  . . 

A„i  — 2 
B,„_3 

A„i_i 

B,„_2 

A,„     1 

Âo 

B, 

B,      •    • 

on  pose  à  la  suite  le  premier  diviseur  a  à  essayei-,  et  1  on  tire, 
au-dessous  de  cette  première  ligne,  un  premier  trait  hori- 
zontal. On  effectue  les  divisions  prescrites  par  la  règle  du 
no  1319,  et  l'on  place  les  quotients  obtenus  au-dessous  de  la 
première  ligne,  en  remontant  et  en  ayant  soui  de  chan^^c 

'' rnslfd'après  la  règle,  ou  divise  A„,  par  «,  on  obtient  un 
quotient  -B.._„  et  Ton  écrit  B„,_.  au-dessous  de  A,„.  On 
ajoute  A_.  et  -  B_.,  on  divise  cette  somme  par  a,  on  ob- 
tient un  quotient  -B„,_..  et  l'on  écrit  B„._2  au-dessous  de 
\  •  etc  Si  l'on  rencontre  un  quotient  fractionnaire,  on 
s'^n-ôle,  ei  a  n'est  pas  racine.  Si  tous  les  quotients  obtenus 
sont  entiers  et  si  l'on  arrive,  en  dernier  lieu,  a  poser  Ao  au- 
dessous  de  Â„  a  est  racine.  La  seconde  ligne  horizontale  ren- 
ferme alors  les  nouveaux  coefficients  du  premier  membre  de 
l'équation  f{œ)=o  débarrassée  de  la  racine  a,  ^  esl-a-diio 
les  coefficients  sur  lesquels  on  doit  opérer  pour  l  essaid  un 
nouveau  diviseur  b.  On  tire  un  second  trait  horizontal,  et  1  on 
continue  jusqu'à  l'essai  du  dernier  diviseur  s'U  y  a  lieu. 

11  est  clair  que,  si  «  divise  le  dernier  terme  B,„_.  cle  a  nou- 
velle équation  obtenue  en  débarrassant  une  première  lois  1  e- 
quation  /(^■)=o  de  la  racine  a,  on  doit  encore  essayer  c 
relativement  à  celte  nouvelle  équation. 

Exemple. 
1323.  Soit  à  détermwer  les  racines  cutiires  de  i'équatiou 

On  a,  i)our  le  dernier  terme  de  réquation. 
i4o  =  -2-. 5. 7, 
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et  les  diviseurs  de  I40  sont,  en  valeur  absolue,  renfenués  dans  le  Ta- 
bleau ci-dessous  {Aràlnn.,  IM) 

I      2       4 
'>  I  10     20 

7  I  14     28  I  35  1  70     i.-Jo. 

Or  nous  avons  vuri3l6jque  les  racines  ncgalivcs  de  l'équation  pro- 
posée tombent  entre  —  8  et  —  i,  tandis  que  ses  racines  positives  sont 
comprises  entre  -^-  j  et  —  6,  de  sorte  que  —  i  et  -^  i  ne  sont  pas  ra- 
cines. 

D'après  ces  limites,  nous  ne  devons  essayer  que  les  diviseurs 

2;       4:       ^:       —  '2.       —  \.       —  5,       _  -  ; 

mais  on  peut  encore  diminuer  leur  nombre.  On  a  ici 
/(  1)^288.         /■(— n  =  (o8. 

En  appliquant  alors  le  théorème  du  n°  1321,  on  voit  que  l'on  doit  re- 
jeter le  diviseur  —  4  qui,  diminué  de  i,  ne  divise  pas  f{i),  et  le  divi- 
seur 4  qui,  augmenté  de  i,  ne  divise  pas/(— i). 

Finalement,  il  ne  reste  donc  à  essayer  que  les  diviseurs 


Les  opérations  et  les  résultats  sont  résumés  dans  le  Tableau  ci-dessous, 
établi  d'après  l'algorithme  du  n"  132:2.  On  écrit  les  quotients  successifs 
en  changeant  leur  signe;  mais  on  a  soin,  dans  la  série  des  opérations, 
de  leur  rendre  par  la  pensée  leur  véritable  signe. 


36 


'P 


93 


l32 


i4o  'I  2  est  racine. 


26     —97 


ICI         —     70 


2  n'est  plus  racine. 


-^    I 


1 

» 

- 

68 

^ 

35 

1    —26 

i 

—  97 

ICI 

— 

70 

5  est  racine. 

-f-  10 

-t-24 

-^ 

23 

— 

14 

—  2  est  racine. 

-i-    I 

+    8 

H- 

8 

-H 

7 

—  7  est  racine. 

-f-       I          -H          I 

-f- 

I 

^  Ainsi,  pour  essayer  2,  on  dit  :  140  divisé  j)ar  2  donne  70,  et  l'on 
écrit  —70;  la  somme  i32-4-  70  divisée  par  2  donne  loi,  et  l'on  écrit 
—  ICI  :  la  somme  93  —  ici  divisée  par  2  donne  97,  et  l'on  écrit  —  97: 
la  somme  -45-1-97  divisée  par  2  donne  26,  et  l'on  écrit  —26:  la 
somme  —  36-r-26  divisée  par  2  donne  —5,  et  l'on  écrit  -t- 5  :  la 
somme  +3  —  5  divisée  par  2  donne  —  i,  on  écrit  -t-  i,  et  2  est  racine. 
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Après  avoir  vérifié  que  >.  est  racine,  il  faut  l'essayer  de  nouveau, 
parce  que  le  dernier  terme  —  70  de  la  nouvelle  équation  admet  le  divi- 
seur -2.  (>omme  on  rencontre  alors  un  (|uoticnl  fraftioimaire,  2  n'es! 
plus  racine.  5  est  rr.cine  une  seule  fois,  parce  que  le  dernier  terme  —  i  \ 
(ic  la  nouvelle  équation  n'admet  plus  le  diviseur  5.  Après  avoir  vérifié 
([ue  —2  est  racine,  il  est  inutile  d'essayer  —  5  qui  ne  divise  pas  le 
dernier  terme  -^  7  de  la  nouvelle  équation.  Enfin  —  7  est  racine  une 
seule  fois,  parce  que  le  dernier  terme  —  1  de  la  nouvelle  éciuy.lion  n'est 
|)lus  divisible  j)ar  —  7. 

L'écpiation  donnée  admet  donc  les  racines  entières 


et,  lorsqu'on  la  débarrasse  de  ces  quatre  racines,  on  \ abaisse  au  second 
degré.  Cette  équation  dn  second  degré  est  immédiatement,  d'après  le 
tableau, 

Elle  adaiet  les  deux  mciaes  iniaginaires  conjuguées 


et   ces   racines,  qui  sont  les  deux  racines  cubiques    Imaginaires  de 
l'unité'^ SSI^j'ëômpîèterit  '  lè^'  ràciné's'  de  réquation  proposée. 


Théorème  fondamental  relatif  aux  racines  fractionnaires. 
1324.  Soit  l'écjualioii,  à  coetlîcieiits  ODliers, 

Supposons  i|u'elle  adaiellc  une  racine  fractionnaire  (|uon 
pourra  toujours  représenter  par  uwi"  fraction  irréductible  - 
Substituons  celte  valeur  à  la  place  de  .r.  Nous  aui'ons 

a->'  a'"-^  a'"--  a  _ 

Ce  résultat  peut  être  écrit  de  deu\  manières  diirérentes, . 
On  peut  d'abord  multiplier  les  deu\  membres  de  l'éfiualion 
par  (&'"-',  et  isçilpi]  ensuite  le  premier  terme  dans  le  premief 
membre.  On  peut  également  multiplier  les  deux  membres  de 
,l'é(|ualion  par  b'",  les  diviser  par  a,  et  isoler  au  contraire  \t 
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(leriiior  terme  dans  le  premier  membre.  Ou  a  ainsi  les  deux 
iilenlilés 

\    Cl  '" 

j)„  .,  — ^—  —  —  (  A,^'"-'  -t-  Aor/"'--  0-^...  -^A,„_,  a/r"-^  + A,„  b'"  )>, 

2)     1^—  =:—  (  A, «■"-'— A, «■"--/> -^A, «'"--•' A^^.  ..M-A,„_.i^>'"-' 

Les  seconds  membres  tle  ees  identités  étant  entiers,  la 
relation  (i)  prouve  que  ù,  premier  avec  a'"  {Arithm.,  i\\), 
doit  diviser  exactement  Au,*  la  relation  (a)  [jrouve  que  a, 
premier  avec  b'",  doit  diviser  exactement  A,„. 

On  peut  donc  énoncer  celte  proposition  :  Les  numérateurs 
des  racines  fractionnaires  d'une  équation  à  coefficients  entiers 
sont  des  diviseurs  de  son  dernier  ternie  X,„  ;  les  dénoniinateura 
de  ces  racines  fractionnaires  sont  des  diviseurs  du  coeffi- 
cient Ao  du  premier  terme  de  V équation . 

1325.  Cette  pioposilion  conduit  immédiatement  à  une  re- 
marque importante. 

Si  le  coefficient  Ay  est  égal  à  l'unité,  les  dénominateurs  des 
racines  fractionnaires  sont  eux-mêmes  égaux  à  l'unité,  c'est- 
à-dire  que  ces  racines  fractionnaires  deviennent  entières. 

Ainsi,  toute  équation  à  coefficients  entiers,  qui  a  l'unité 
pour  coefficient  de  son  premier  terme,  lie  pèuî  admettre, 
comme  racines  commensurahles.  que  des  racines  entières. 


Détermination  indirecte  des  racines  fractionnaires. 

1326.  D'après  la  remarque  précédente,  d  est  facile  de  ra- 
mener la  recherche  des  racines  fractionnaires  à  celle  des 
racines  entières  (1319  et  suiv.  i. 

Supposons,  en  elïel,  rpie  i'é(|uation 

(0   /(•rj=Ao.r"'^A,.r"'-'-^A2.r';;---h...+A„,_,.i-^A,„  =  o 

ait  été  débarrassée  de  ses  racines  entières  et  qu'elle  ait 
d'autres  racines  commensurables  fractionnaiies.  Il  suffira  de 
ramener  le  coefficient  de  son  premier  terme  à  l'unité,  par  la 
transformation  connue  (lOGO),  pour  n'avoir  plus  à  chercher 
que  les  racines  entières  de  la  transformée,  afin  d'en  déduire 
ensuite  les  racines  fractionnaires  de  la  |)roposée. 
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Miilliplioiis  les  racines  »ie  l'équation  (i)  par  la  quanlil"- 
in  Icicriiiiiu'e  /.  La  nniivelle  (''qnation  sera 

A'"//  -  j=Ao.r"' 4- A-A, ./•'"-' +  /.-A. ./;'"--+. ..-^K'"   'A„,^,./-  ^  K"'A„ 

on,  en  divisaiil  les  deux  nieinhi-es  de  récinaiion  par  \o, 
,    ,  /.A,  ,       A^\.,  ,  A"'-'A„,_,  /.'"A,,, 

Ao  A;,  Aq  *() 

Le  (  oelficienl  du  premier  terme  est  ainsi  ramené  à  l'nnilé: 
mais,  ponr  que  les  antres  coefficients  de  l'équation  restent 
entiers,  il  faut  qu'ils  soient  tous  exactement  divisibles  par  A,,. 
Pour  ((ue  cette  condition  soit  remplie,  il  suffil  évidemment 
de  prendre  A- =  An-  La  transformée  devient  alors 


+  A 1  .c'"-'  +  Ai  Ao  J-'"--  -r-  A.3  A  l  j£"'-^  -i- . 


On  cherchera  ses  racines  entières  et,  en  les  divisant  par  A^, 
on  obtiendra  les  racines  fractionnaires  de  l'équation  donnée. 

J327.  On  n'est  pas  obligé  de  débarrasser  préalablement 
l'équation  proposée  de  ses  racines  entières;  On  trouvera 
alors,  par  la  marche  indiquée,  toutes  ses  racines  cammensu- 
rables,  entières  et  fractionnaires. 

En  prenant  A':=  Aq,  l'opération  réussit  toujours,  et  ce  choix 
est  justifié  d'avance;  car,  les  dénominateurs  des  racines 
fractionnaires  étant  des  diviseurs  de  Ao  (  132i),  on  est  certain, 
en  multipliant  par  Ao  les  racines  de  Téqualion  (i)  [13-26],  que 
l'équation  (3)  n'aura  plus  que  des  racines  commensurables 
entières. 

Comme  la  plus  grande  racine  fractionnaire  de  l'équation  (i) 
a  pour  limite  supérieure  (1324)  le  dernier  terme  A,„  divisé 
par  le  plus  petit  diviseur  de  Ao,  il  est  clair  que  la  plus  grande 
racine  entière  de  l'équation  transformée  (3)  a  pour  limite 
supérieure  le  produit  de  la  limite  précédente  par  Ao.  Lors- 
qu'on cherchera  les  racines  entières  de  l'équation  (3),  on 
pourra  donc,  s'il  y  a  lieu,  regarder  ce  produit  (atïecté  d'un 
double  signe)  comme  une  limite  supérieure  et  comme  une 
limite  inférieure  des  racines  réelles  entières  de  l'équation  (3). 

L'é(piation  (2)  [132(»]  montre  qu'on  peut,  dans  la  pratique, 
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5o3 


employer  un  muUiplicateur  k  infé'i'ieur  à  Aq-  On  doit  simple- 
ment prendre  pour  ce  multiplicateur  le  plus  petit  nombre 
entier  qui  puisse  i-endre  entiers  tous  les  coefficients  de  cette 
équation  (2). 

Détermination  directe  des  racines  fractionnaires. 


1328.  On  peut  éditer  la  foiniation  de  la  transfonm'e  en 
Ao'^  ou  en  l< X  et  applujuer  directement  à  la  détermination 
des  racines  fractionnai/ es  la  méthode  de  recherche  des  racines 
entières  (1319  et  suiv.). 

Soit  l'équation  à  coefficients  entiers 

/(.r)r=Ao.r"'^-A,.r'«-'4-  U,r'"-2  +  .  .  .^A„,_ix+ A,„=:o. 
Supposons  que  cette  équation  admette  la  racine  fraction- 
naire y  (rendue  irréductible),  et  divisons  son  premier  membre 

par  le  binôme  jc  — .-•  La  division  sera  exacte  et  la  loi  de  for- 
b 

mation  du  quotient  restera  évidemment  la  même  (1319).  On 
aura  donc  pour  les  coefficients  du  quotient  à  partir  du  second 
(le  premier  étant  Ao) 


B,  =  A„ 


V„ 


B,  =  B,  y  +A„         1Î3=B,  y-f-\3, 


Ou  voit  par  là  que,  si  les  coeflicienls  du  quotient  ne  sont  j)as 
entiers,  ils  ne  peuvent  contenir  en  dénominateur  que  des 
facteurs  premiers  de  b. 

Mais,  puisque  la  division  est  exacte,  on  peut  ordonner  le 
dividende  et  le  diviseur  en  sens  inverse,  c'est-à-dire  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x  :  le  quotient  restera  le  même. 
et  l'ordre  de  ses  termes  sera  seulement  renversé  (9).  La  divi- 
sion se  présente  alors  de  celte  manière  : 


-V/i(-i  .1'  -i-  A,,,  — 2''-  • 


-i-Ai-/;' 


Ao.r'' 


^A     ^ 


b 


h 


^in      .,  ~i~  A/H— 1 


-'■■'-a 
a 

-'^'.^ 

+  A,„_ 

h 

-(A- S 

"i"  •"'  m  — 

— 

5o4  ALr.KBUK    SUPKRIKLT.i:. 

Il  résulte  de  celle  seconde  division  que,  si  les  coelTicieiil- 
du  quolienl  ne  sonl  pas  entieis,  ils  ne  peuvent  contenir  en 
dênoniinatcur  que  des  facteurs  premiers  de  a.  Comme  a  el  /> 
sont  premiers  enlre  eux  el  que  le  quotient  reste  identique 
à  lui-même,  la  double  condition  trouvée  montre  que  les 
coefficienls  du  quolienl  ne  peuvenl  contenir  que  l'unité  en 
dénominateur,  c'est-à-dire  qu'ils  sont  entiers. 

Toutes  les  relations  trouvées  dans  le  cas  des  racines  en- 
tières (1319)  se  reproduisant  sous  forme  entière  dans  le  ca- 
des  racines  l'ractionnaires,  on  peut  essayer  les  racines  Irai  - 
tionnaires  en  suivant  absolument  la  même  niarcbe  que  pour 
les  racines  entières  (1322).  Pour  limiter  le  nombre  des  essais, 
on  s'aidera  du  théorème  fondamental  du  n"  132'i-. 

Exemple. 
1329.  L'cquation 
(  1  )  G  ./'^  —  7  x^  -I-  8 ./  2  —  7  .i-  -T-  li  =  o 

//  'a  pas  de  racines  entières,  et  nous  nous  proposons  de  déterminer  ses 
racines  fractionnaires. 

Première  méthode.  —  lùi  appliquant  lu  première  méthode  (132(!  ). 
nous  aurons  d'abord  à  considérer  la  transformée  sénérale 


7/^-    ,       8/'-     , 

7/rî 

7/,' 

.r^  - 

b                () 

G 

G 

Pour  rendre  tous  les  coelEcieuls  entiers,  on  ne  peut  ))as  donner  a  A- une 
valeur  plus  simple  que  G.  On  a  donc,  en  faisant  h  =  6,  c"esl-à-dire  on 
multipliant  par  6  les  racines  de  la  proposée. 

(  X  )  .r'»  —  7 .v^  -h  4 8  ,r -  —  2 r^ .r  -+-  \iA  =  o. 

(Connue  celte  éciualion  est  complète  el  que  ses  termes  sonl  alternati\e- 
ment  positifs  el  négatifs,  elle  n'a  pas  de  racines  négatives  (131o  ). 
Do  plus,  l'équalion  (i)  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

.r^{6.i-  —  7 )  H-  .r( S.r  —  7  )  -h  2  =  o, 

on  voit,  que  2  est  une  limite  suj)érieure  de  ses  racines  positives.  En     I 
prenanl  la  transformée  en  -  de  la  même  équation,  on  trouve  (1007) 

•2r'*  —  7  x'-  -+-  8  .r-  —  7  .'■  -r  G  =  o. 
el  celle  é(|ualion  peul  se  mettre  sous  la  forme 

.^^(•À.i-  —  7)  -t-  .r(  8.''  —  7  )  -T-  (i  -—  o. 
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4  est  (Jonc  une  limite  supérieure  de  ses  racines  positives,  et  Ton  peut 

alors  regarder  y  comme  une  limite  inférieure  des  racines  positives  de 

l'équation  (i). 

Comme  l'équation  (2)  a  pour  racines  celles  de  l'équation  (i)  multi- 
[)lices  par  6,  on  peut  dire  que  2x6  ou  12  est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation  (2).  et  que  |- x  6  ou  |  est  une 
limite  inférieure  des  racines  positives  de  la  même  équation.  Par  con- 
séquent, pour  trouver  les  racines  entières  de  l'équation  (2),  nous  nt^ 
devons  essayer  que  les  diviseurs  positifs  de  482  compris  entre  |  et  12. 
'■  Cst-è-dire 

2,      \.     8,     3.     y.     6. 

D'ailleurs,  en  substituant  i  et  —  1  a  la  place  de  jc  dans  l'équation  (2). 
on  obtient  les  nombres  222  et  740  ;  et,  en  appliquant  le  théorème  du 
n"  1321,  on  reconnaît  que  4  et  3  peuvent  seuls  être  racines.  Dès  lors- 
le  Tableau  ci-dessous  résume  les  opérations  nécessaires  suivant  la  règle 
du  n°  13-22. 


1  '  —7 

-48 

—  252 

—  36 

-f-432  : 

4  est  racine. 

-—  I 

-    3 

—  108  Ij  4  n'est  plus  racine. 

» 

—    27  ' 

-r-   I 

—    3 

—    36 

—  108 

3  est  racine. 

1 
j 

-    • 

0 

-    36 

3  n'est  plus  racine. 

—     4 

—    12 

L'équation  (  2)  admet  donc  les  racines  entières  3  et  4  et,  débarrassée 
de  ces  racines,  elle  devient  l'équation  du  second  degré 


,r-'-^36  =  o. 


Pour  avoir  les  racines  de  l'équation  (  1  ),  il  faut  diviser  par  6  celles  de 
l'équation  (2),  de  sorte  que  l'équation  (i)  a  pour  racines 


3  I 

^  ou  - 

D  2 


6 


et  qu'elle  est  coinplèteuient  résolue. 

Seconde  méthode.  —  Re[)renons  l'équation  (1) 

6.i''  —  ~.i-"'  -1-  S.r- —  -.r  -^  •?.  —  (), 

et  appliquons-lui  la  seconde  méthode  (1328j. 

Les  dénominateurs  des  racines  fractionnaires  ne  peuvent  être  (  \3ii 
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(|iic  (les  (livisciii's  (Je  Ao,  c  osL-à-diro  ici  i  cl  3  :  les  numérateurs  ne 
peuvent  ôtre  que  dos  diviseurs  de  A„,,  c'est-à-dire  ici  i  et  ■'.  On  n'a 
donc  à  essayer,  comme  racines  fractionnaires,  que  les  combinaisons 


on  oprrant  absolument   conimc   pour  l'essai  des  racines  entières.  On 
l'orme  ainsi  le  Tableau  ci-dessous  : 


G 

/ 

-4-     8 

—    7 

-r-       ■'. 

-  est  racine. 

2 

-h(i 

—    i 

-+-    G 

-   4  j 

-  n'est  plus  racine. 

2 

-H  r6 

-+-    4 

+    8 

+  6 

-    4 

-1-    G 

—   4 

-  n'est  pas  racine. 

^-66 

-+-  i8 

-^..| 

+  (î 

-    4 

—   4 

2 

-  est  racine. 

-\-    6 

o 

-^    6 

. 

On  retombe  donc,  comme  cela  doit  ôtre,  sur  les  racines  données  par 
la  première  méthode,  et  l'avantage  reste  de  beaucoup,  au  moins  dans 
l'exemple  traité,  à  la  seconde  métliode. 


La  méthode  des  racines  égales  ne  doit  être  appliquée  aux  équations 
à  coefficients  commensurables  qu'au  delà  du  cinquième  degré. 

1330.  Nous  avons  montré  (1092)  coiniiicnt  le  premier 
membre  d'une  équation  o(;)  =  o  admettant  des  racines 
égales  peut  être  remplacé  par  un  produit,  l(d  (pie  -i-i;-^;!  •  • 
le  polynôme  ;,  répondant  aux  fadeurs  simples,  le  poly- 
nôme .^2  ai^i^  fadeurs  doubles  pris  seulemeni  une  fois,  le  po- 
lynôme ^:,  aux  fadeurs  triples  pris  seulement  une  fois,  .. 
La  résolution  de  l'équation  donnée  est  alors  ramenée  à  celle 
des  équations  de  degrés  moindres. 


o, 


-:)=0, 
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Si  l'éciiiation  9(5)  =  o  a  ses  coefficients  comniensui'ables, 
il  en  est  de  même  ries  équations  subordonnées,  puisque  les 
polynômes  z■^,  z,,  ^3,  . .  .  s'obliennenl  seulement  par  voie  de 
division. 

Il  en  résulte,  comme  nous  lavons  déjà  remarqué  (  109i), 
(|ue,  lorsr/ue  l'équation  0(^3)  =ro  n'a  qiiune  seule  racine 
d'un  certain  ordre  de  multiplicité,  cette  racine  est  nécessai- 
rement commensurahle.  puisqu'elle  est  alors  fournie  par  une 
équation  du  premier  degré  à  coefficients  commensurables. 

1331.  (]ela  posé,  considérons  successivement  les  ditférenls 
degrés. 

Au  point  de  vue  des  racines  égales  : 

L'équation  du  second  degré  peut  avoir  une  racine  double, 
et  son  premier  membre  est  alors  un  carré  parfait. 

L'équation  du  troisième  degré  peut  avoir  une  racine  double 
et  une  racine  simple,  ou  une  racine  triple. 

L'équation  du  quatrième  degré  peut  avoir  une  racine  double 
et  deux  racines  simples,  ou  deux  racines  doubles  (mais  alors 
son  premier  membre  est  un  carré  parfait,  et  elle  s'abaisse  au 
second  degré),  ou  une  racine  triple  et  une  racine  simple,  ou 
une  racine  fjuadruple. 

L'équation  du  cinquième  degré  peut  avoir  une  racine  double 
et  trois  racines  simples,  ou  deux  racines  doubles  et  une  ra- 
cine simple,  ou  une  racine  triple  et  deux  racines  simples,  ou 
une  racine  triple  et  une  racine  double,  ou  une  racine  qua- 
druple et  une  racine  simple,  ou  une  racine  quintuple. 

Dans  tous  les  cas  examinés,  sauf  un  seul,  on  voit  que  l'é- 
quation considérée,  si  elle  a  des  racines  égales,  a  nécessai- 
rement une  seule  racine  d'un  certain  ordre  de  multiplicité, 
et  cette  racine  est  alors  commensurahle  (1330). 

Il  n'en  est  plus  de  même  lorsqu'on  s'élève  au  sixième 
degré.  Une  équation  du  sixième  degré  qui  a  des  racines  égales 
peut  avoir,  entre  autres,  deux  racines  doubles  et  deux  ra- 
cines simples,  ou  deux  racines  triples.  Ces  racines  seront  alors 
données  par  des  équations  du  second  degré  et  pourront  être 
incommensurables. 

En  résumé.  Jusqu'au  cinfjuiènie  degré  inclusivement,  toute 
équation  ci  coefficients  commensurables  qui  a  des  racines 
égales  a  nécessairement  des  racines  commensurables  (sauf  le 
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cas  où  rcMiiialinii  esl  du  (|iiatrièini'  do^-^rr  ol   a   |>oiii'  pieiiiir, 
memhro  nii  carré  parfait). 

Il  est  donc  inutile  d'appliquer  à  une  pareille  é<|ualion  l<' 
mode  de  décomposition  ou  d'abaissement,  toujours  pénihie, 
lounii  par  la  théorie  des  racines  égales;  et  il  y  a  tout  avan- 
tage à  procéder  immédiatement  à  la  recherche  des  racines 
commensurables,  qui  existent  d'une  manière  certaine  préci- 
sément dans  le  cas  des  racines  éjrales,  et  dont  le  calcul  conduit 
alors  à  la  résolution  complète  de  l'équation. 
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CHAPITRE   VllI, 


RECHERCHE  DES  RACINES  LNCOALMENSUUABLES.  -   :\!ÉTHODE 
DES  PARTIES  PROPORTIONNELLES. 


Indications  générales. 

133:2.  Poi.ir  l'ésoudie  coiii|ilèleiiienl  une  équation  algé- 
l)i'if|ue,  on  commence  par  la  ramener  à  la  forme  ordinaire 

oii/{a:)  est  un  polynôme  entier  à  coeflîcienls  réels,  commen- 
surables  on  incommensurables. 

Lorsque  le  degré  de  l'équalion  surpassée///'/  i  1331),  il  peut 
être  utile  de  lui  appliquer  d'abord  la  théorie  des  racines 
égales  (  1092).  Si  l'équation  donnée  a  de  pareilles  racines,  on 
ramène  ainsi  sa  résolution  à  celle  d'équations  de  degrés  plus 
siiiiples  et  qui  n'ont  que  des  racines  inégales. 

En  opérant  sur  chacune  de  ces  équations,  d'après  la  régie 
connue  (  1322),  ou  sur  l'équation  (i)  elle-même  quand  elle 
n'a  pas  de  racines  égales,  on  détermine  alors  les  racines  com- 
mensurables  qu'elle  peut  admettre,  et  l'on  débarrasse,  par  di 
vision, /(j:-)  des  facteurs  correspondants. 

Il  ne  reste  plus  ensuite  qu'à  chercher  les  racines  incom- 
mensurables et  les  racines  imaginaires  de  l'équalion  simpli- 
fiée. Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  des  premières. 

1333.  Pour  calculer  les  racines  uicominensurables  du  ne 
équation  ramenée  préalablement,  comme  on  vient  de  le  dire, 
à  la  forme  la  plus  simple  possible,  on  fixe  (Chap.  VI j  une 
limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  des  racines  réelles 
de  cette  équation.  (Jn  effectue  ensuite  la  séparation  des  ra- 
cines incommensurables  compi-ises  entre  ces  limites,  soil  cm 
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appliquaiil  la  Méthode  de  La(;uan(;k  (  1265),  soil,  ce  cjiii  est 
liabiluellcmeiil  bien  préférable,  à  l'aide  du  lltroirnie  de  Stubm. 

Les  calculs  exigés  par  l'applicalion  de  ces  deux  métliodes 
certaines  de  séparation  étant  le  jjIus  souvent  très  pénibles, 
on  s'efforce  de  les  éviter  ou  de  les  alléger  dans  la  pratique. 
Pour  cela,  on  substitue  directement,  dans  le  premier  membre 
de  l'équaiion  considérée  et  entre  les  limites  des  racines 
réelles,  des  nombres  équidistants.  En  examinant  les  varia- 
tions de  signes  que  peuvent  présenter  les  résultats  des  sub- 
stitutions (10*27),  en  s'aidant  du  théorème  de  Descartes  (1214- 
et  suiv.)  et  du  théorème  de  Rolle  (123i  et  suiv.),  c'est-à-dire 
de  l'étude  de  l'équation  dérivée,  on  parvient  souvent  à  effec- 
tuer complètement  la  séparation  des  racines  incommensu- 
rables. Si  cette  séparation  demeure  incomplète,  on  fait,  en 
dernière  analyse,  intervenir  le  tliéorème  de  Sturm,  qui  ré- 
sout toujours  la  question. 

Une  fois  les  racines  incommensurables  séparées,  de  nou- 
velles substitutions  intermédiaires  permettent  d'en  approcher 
davantage.  Pour  abréger  le  nombre  de  ces  substitutions,  on 
peut  avoir  recours  à  la  règle  des  parties  propoitionnelles 
(701),  qui  constitue  dans  ce  cas  une  méthode  spéciale  d'ap- 
proximation. 

Pour  préciser  ces  indications,  nous  allons  parcourir  quel- 
ques exemples  choisis.  Nous  exposerons  ensuite  la  méthode 
des  parties  proportionnelles. 


Première  recherche  des  racines  incommensurables, 
exemples  choisis. 

133i.   I.  Soit  V équation 

j\x)  —x'~-x^~^o, 

à  laquelle  Lagrange  a  appliqué  sa  méthode  dans  son  Traité 

de  la  résolution  des  équations  numériques  (Chap.  IV),  et  qui 

n'a  aucune  racine  comniensurable. 

On  a  ici 

4/»^-i- 277-<  o. 

Par  conséquent,  l'équation  proposée  a  ses  trois  racines 
réelles  (12i-o).  En  consultant  le  théorème  de  Descartes  (1214-, 
1216),  on  voit  que,  son  premier  membre  présentant  deux 
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variations  el  le  premier  membre  de  sa  transformée  en  — x 
n'en  présentant  qu'une  seule,  eile  a  nécessairement  deux  ra- 
cines positives  el  une  racine  négative.  Il  s'agit  maintenant 
(le  séparer  ces  racines. 

L'équation  donnée  et  sa  transformée  en  —  x  pouvant 
-écrire 

f{jc)—-x\x''—  7)  +  7  =  0, 

j\—x)^x{x-—(^)^{-xx  —  -])  —  o, 

les  nombres  —  4  et  h-  3  représentent  des  limites  des  racines 
réelles  de  la  proposée. 

En  substituant  dans  /Xr),  à  la  place  de  x,  les  nombres  en- 
tiers consécutifs  compris  entre  ces  limites  et  ces  limites 
elles-mêmes,  on  forme  le  Tableau  suivant  des  valeurs  corres- 
pondantes de  X  et  de/(^)  : 

X     I  f{x) 


-4 



—  29 

-3 

H-     I 

—  2 

+  i3 

-I 

-r-   l3 

0 

-^      I 

-t-2 

4-     I 

+  3  , 

4-i3 

1,3  — ^0,I23 


D'après  le  seul  cbangemeut  de  signe  de  la  fonction,  la  ra- 
cine négative  de  l'équation  J\x)  =0  est  comprise  entre  —4 
et— 3(1027).  Quant  aux  deux  racines  positives,  l'absence 
d'un  autre  changement  de  signe  montre  qu'elles  tombent 
toutes  deux  entre  deux  entiers  positifs  consécutifs  (1027). 

On  peut  s'aider  alors  du  théorème  de  Rolle  (1234).  Puisque 
la  racine  positive  de  l'équation  dérivée 

f'{x)z=iZx-—-—o 
est 

c'est-à-dire  comprise  entre  i  et  3,  el  qu'elle  doit  aussi  être 


A  1  .r;  K  B  1\  F,    SITE  i;  1  F.  L  r.  F, . 


rciircniu'c  ciitro  les  deux  racines  |iositivc'.s  de  la  proposée, 
c'est  entre  ces  mènies  snbstiliitions  i  et  ■>.  (\\\c  ces  racines 
positives  doivent  se  irotiver. 

On  essaye  alors  dans/(r)  la  substitution  interniédiairc 
.v^=\,o,  et  l'on  obtient  pour  résultat  /'r)  r=  —  o,i5>5.  (]omme 
il  y  a  chan;j:ement  de  sigrne,  l'une  des  racines  positives  es! 
entre  i  et  i,.>  et,  l'autre,  entre  i,'j  et  r>. 

Les  trois  racines  réelles  de  réijuatiou  sont  donc  séparées. 
Pour  approcher  davantage  de  chacune  d'elles,  il  faut  faire  de 
nouvelles  substitutions  intermédiaires  ou  avfur  recours  à  la 
méthode  des  parties  proportionnelles. 

Par  exemple,  pour  les  racines  positives  comprises  entre  i 
et  2,  on  est  naturellement  conduit  à  essayer  des  substitutions 
intermédiaires  variant  d'un  dixième.  On  loime  ainsi  ce  se- 
cond Tableau  : 


./■(.r) 

—  I 

— -  I 

—  1,1 

—  o,63i 

—  1,2 

-r-  0,328 

■> 
—  1  ,  J 

^0,097 

—  o,o56 

—  1,5 

—  0, 120 

—  1,6 

—  o,io4 

'i-i,7 

—  o,oi3 

D'après  les  changements  de  signe  qui  apparaissent,  la  pre- 
mière racine  tombe  entre  i,3  et  i, /;  ou  est  égale  à  i,3  à  0,1 
près  par  défaut;  et  la  seconde  racine  tombe  entre  1,6  et  1,7 
ou  est  égale  à  1,6  à  0,1  près  par  défaut. 

Quant  à  la  racine  négative  comprise  entre  —  \  et  —  3,  on 
prendra  la  transformée  en  — x  de  léquaiion 

/"( —  x)  z— JP?^-  r^.r  —  -  ;_::  u. 


et  l'on  elH'rchera  à  approcher,  aussi  à  0,1  près,  de  sa  racine 
positive  comprise  entre  3  et  4-  En  substituant,  à  la  place 
de  X,  les  nombres  3  et  3,i,  on  trouve  pour/( — x)  les  deux 
valeurs  de  signes  contraires  —  i  et  -h  1,091.  La  racine  posi- 
tive de  la  transformée  en  —x  tombant  entre  3  et3,i,  la  ra- 
cine négative  de  la  proposée  tombe  entre  —  3,i  et  —  3.  Elle 
est  donc  égale  à  —  3, 1  à  0,1  près  par  défaut. 
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1335.   II.   Soit  l'équation 

/{.r)=:  ./•■'  H-  2  J'-  —  1 3 .r  -t-  4  —  o. 

Elle  présente  deux  variations  :  elle  a  donc  deux  racines 
positives  ou  elle  n'en  a  aucune. 
La  transformée  on  — .r, 


/'-■^ 


2  j:- —  lo.r  —  ^  =^o. 


présentant  une  seule  variation,  l'équation  proposée  admet 
une  racine  négative  et  une  seule. 
En  niellant  les  deux  équations  sous  la  forme 


/[JC)  ^=  X{j,-'- —  l3)  -i-  {2JC-  -h  4)  ^=  O, 


J\- 


J?  (  j:-- 


i4)  -'-{.r^  4)  =  o, 


on  constate  que  4  est  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives de  la  proposée  et,  —  5,  une  limite  inférieure  de  ses  ra- 
cines négatives.  En  substituant  à  la  place  de  jc  dans/(x)  les. 
nombres  entiers  compris  entre  ces  limites,  on  forme  le  Ta- 
bleau suivant  : 


a: 

/(•^) 

—  ') 

—    G 

—  4 

4-24 

o 

+  4 

-i-  I 

-    6 

H-  9. 

-    6 

Il  faut  toujours  avoir  soin  de  laisser  de  côté  les  substitutions 
inutiles.  Ainsi,  ayant  obtenu  immédiatement  l'unique  racine 
négative  entre  —  5  et  —  4,  on  n'a  pas  à  substituer  les  autres 
nombres  négatifs.  Outre  cette  racine  négative,  on  voit  que 
l'équation  proposée  admet  deux  racines  positives,  l'une  entre 
o  et  I,  l'autre  entre  2  et  3.  Elle  a  donc  toutes  ses  racines 
réelles  (ce  dont  on  pourrait  s'assurer  d'avance  par  la  formule 
du  n"  1247),  elles  sont  séparées,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  en 
approcher  davantage  à  l'aide  de  substitutions  intermédiaires 
ou  autrement. 

De  C.  —  Cours.  IV.  3'î 
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]33().   III.  —  Soit  l'éq nation 

f{jc)  r=  20.r* —  \-X--{-  !\X  —  2  =:  O. 

Son  premier  membre  présente  trois  variations  :  elle  admet 
donc  trois  racines  positives  ou  une  seule  (121i),  mais  elle  ne 
peut  avoir  aucune  racine  négative  (1315).  En  la  mettant  sous 

la  forme 

.r- ( 20,r  —  \-)  -+-  9. ( 2 .r  —  i )  =:  o, 

on  voit  que  i  est  une  limite  supérieure  de  ses  racines  posi- 
tives. On  a  alors 

X    \/{x) 

o       j    —  2 

et  la  riueslion  est  de  savoir  s'il  y  a  dans  cet  intervalle  une  ou 
trois  racines  positives.  Or  l'équation  dérivée 

J''{x)  =  Go.r-  —  ?^\x  +  4  =  0 
donne,  après  qu'on  a  ilivisé  son  premier  membre  par  2, 

17  ±  V^2^9— '-^^o        17  ±7 

X  —  -^ ^— —  -^. •  • 

DO  bo 

Les  deu\  racines  positives  de  l'équation  dérivée,  qui  se  ré- 
duisent à  ^  et  |,  sont  donc  comprises  dans  le  même  intervalle 
(o,  4- 0-  I'  6n  résulte  immédiatement  (123'i.)  que,  si  l'équa- 
tion proposée  a  trois  racines  positives,  une  de  ces  racines 
tombe  nécessairement  entre  o  et  ^j.  Comme  la  substitution  c 
conduit  à  un  résultat  négatif,  il  faudrait  alors  (1027)  obtenir 
un  résultat  positif  pour  J'='|.  On  trouve,  au  contraire 
/'(i)  zrr —  '^'  L'équation  /(^):=o  a  donc  une  seule  racine 
réelle  positive  comprise  entre  o  et  i,  et  l'on  en  approcbera 
davantage  sans  difficulté. 

1337.  IV.  —  Soit  l'é(j nation 

f{x)  ^=  X^  —  3  X'^  —  5 X-  +  (J .c  +  7  :=  o, 

<loMl  la  transformée  en  —  x  est 

y ( —  x)  ^  x'*-+  ox^  —  5x'-  —  9  J-  +  7  ^  o. 
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La  proposée  présente  deux  variations,  et  il  en  est  de  même 
de  la  transformée  en  —  .r.  L'équation  donnée  peut  donc  avoir 
(121i,  1216)  quatre  racines  réelles,  deux  racines  réelles  et 
deux  racines  imaginaires,  ou  quatre  racines  imaginaires. 
En  mettant  les  deux  équations  sous  la  forme 

/(.r)  =  .v^x'-—ox  —  o)  —  ^g.r +  7)  — o, 

on  voit  que  0  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  la  première,  et  3  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives de  la  seconde.  Les  racines  réelles  de  la  proposée,  si  elle 
en  a,  sont  donc  comprises  entre  —  3  et  -f-  5.  En  substituant 
dans/(j")  les  nombres  entiers  compris  entre  ces  deux  limites, 
on  forme  le  Tableau  ci-après  : 


X 

/(^) 

—  3 

-^97 

•2 

-^   9 

—  I 

-    3 

0 

-^    7 

-h  I 

-    9 

-T-  2 

—    3 

—  3 

—  1 1 

+  4 

-r-27 

L'équation  considérée  a  donc  deux  racines  négatives  com- 
srises  respectivement  entre  — 2  et  — i  et  entre  — 1  et  o,  et 
ieux  racines  positives  comprises  respectivement  entre  i  et  2 
ît  entre  3  et  4.  Si  l'on  veut  approcher  davantage  de  la  pre- 
nière  racine  positive,  on  forme  ce  second  Tableau,  en  pas- 
sant aux  dixièmes, 


X 

A^r) 

-T-    l 

-^9 

+    1,7 

-  i,463i 

-1,8 

H-  0,0016 

--i>9 

—  I , 4949 

-7-  2 

—  3 

a  racine  cherchée  tombe  donc  entre  1,8  et  1,9;  mais,  beau- 
oup  plus  près  de  1,8,  qui  est  sa  valeur  à  0,1  près  par  défaut. 
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1338.  V.  —  Soil  l'équation 

f{  jc)  =^  j.'-'  —  0  jc'^  ^  ^x"  ~  ôa-  —  -j  =^  o, 
dont  la  transformée  en —a- est 

f{ —  X-)  ^=  X-' —  5.r''—  4-r' —  6a-  4-  7  =  0 

f{x)  présente  trois  variations  et/(— ^)  en  présente  deux;  l'é- 
qualion  donnée  peut  donc  avoir  (1*214,  1216)  trois  racines  po- 
sitives ou  une  seule,  et  deux  racines  négatives  ou  aucune. 
On  peut  écrire,  en  groupant  les  termes, 

f{x)=x\x''-—o)-\-{\a--  —  e>x—  7)  =  o, 
f{  —  a:)  =  x'^{x^—  5a'  —  6)  +  X{2J.  —  6)  H-7  :=  o, 

et  le  nombre  3  est,  pour  chacune  des  deux  équations,  une  li- 
mite supérieure    '  '  ''  "' 
raci 


st,  pour  chacune  des  deux  équations,  un( 
des  racines  positives.  Par  conséquent, 
le  la  proposée  sont  comprises  entre  — 

, . ^ant  dans/(.r)  les 

entre  ces  deux  limites,  on  trouve 


les 
3  et 


nés  réelles  de  la  proposée  sont  comprises  

3.  En  substituant  dans/(.r)  les  nombres  entiers  renfermés 


/(^) 


—  o 

—  6i 

2 

—   29 

-' 

+     7 

0 

—     7 

+   J 

-    i3 

+  2 

—    II 

4-3 

+  119 

Ces  substitutions  séparent  les  deux  racines  négatives  entre 
_  3  et  —  2  et  entre  —  i  et  o;  mais,  quant  aux  racines  posi- 
tives, il  n'apparaît  qu'un  seul  changement  de  signe  de  2  à  3 

Trois  cas  sont  alors  possibles.  Si  l'équation  admet  trois  ra 
cines  positives,  il  peut  y  en  avoir  trois  entre  2  et  3,  ou  biei 
une  seule  entre  2  et  3,  en  même  temps  que  deux  autres  entn 
o  et  I  ou  entre  i  et  2,  qui  donnent  des  résultats  de  mèm< 
signe  (1027).  Si  l'équation  admet  une  seule  racine  positivé 
elle  est  nécessairement  entre  2  et  3. 

Consultons  l'équation  dérivée 


/'  (  j:'  )  =r:  5  ùt'  —  I  5  x"  —  8. 


t>  =  O. 
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nii  la  inettanl  sons  la  forme 

/'(.r)  =  :,.r'-{jc'-—  3)  +  2(4.r  —  3)  =  o, 

iiii  voit  que  2  est  une  limite  supérieure  de  ses  racines  posi- 
tives. Il  en  résulte  que  la  proposée  ne  peut  pas  avoir  trois 
racines  positives  entre  2  et  3,  sans  quoi  (123i)  l'équation  dé- 
rivée admettrait  deux  racines  positives  entre  ces  mêmes  li- 
ites,  c'est-à-dire  au  delà  de  2.  Pour  décider  maintenant  si 
qualion  proposée  a  deux  racines  positives  entre  o  et  i  ou 
lire  I  et  2,  il  faut  lui  appliquer  le  théorème  de  Sturm(1268) 
'     compter  les  variations  de  la  suite  correspondante  pour  les 
Irais  substitutions  o,  i,  2. 

Le  quatrième  polynôme  X3  ne  pouvant  changer  de  signe 
tant  qu'on  donne  à  j-  une  valeur  positive,  on  peut  s'arrêter  à 
ce  polynôme  (1270)  et  former  le  Tableau  ci-dessous  : 


0 

I    1 

-+-  j 

-+-  ! 

2 


X    =:  :V^ —  5x^-t-^J"- —  6j"  —  7---- 

X,=:  ."ijT* —  \ojr-  -^  Sj:  —  6 

X2=  tox^ —  i2a;--t-  24  J"  -r-  35.  .  .  . 
Xj^:  \gS.r-  -V-  23g  J?  -+-  2-0 

Le  nombre  ûei  variations  restant  le  même  pour  chaque  sub- 
stitution, l'équation  proposée  n'admet  aucune  racine  positive 
entre  o  et  2.  Par  suite,  elle  a  finalement  deux  racines  néga- 
tives entre  —  3  et  —  2  et  entre  —  i  et  o;  une  racine  positive 
entre  2  et  3;  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées.  Les  ra- 
cines réelles  sont  donc  coinplètement  séparées,  et  il  restera 
à  en  approcher  davantage. 

Méthode  des  parties  proportionnelles. 

1339.  Pour  approcher  plus  rapidement  des  racines  réelles 
séparées,  on  peut  d'abord  employer  la  méthode  des  parties 
proportionnelles. 

Supposons  que  l'on  construise  la  courbe  représentative, 
y^f{x),  de  l'équation  algébrique  considérée /(.a?)  =  o,  par 
rapport  aux  axes  rectangulaires  Ox  e\,  0/,  comme  on  l'a  in- 
diqué précédemment  (1030).  Examinons  celte  courbe  dans 
l'intervalle  de  deux  substitutions  consécutives  comprenant 
une  racine  réelle  et  une  seule  de  l'équation  donnée. 
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Les  (Jeu\  subsUlulioiis  faites  à  la  place  de  r  élaiil  {fig.  6)) 
p  =^  OV  cl  Y  =  OQ,  les  valeurs  correspoiidanles  de  la  fonction, 
nécessairement  de  signes  contraires  (1027),/(/7)  et /(7),  se- 
ront leprésenlées  par  les  ordonnées  PA  et  QIÎ. 

On  admet  d'ailleurs  que  les  deux  nombres  p  et  -y  sont  assez 
rapprochés,  pour  que  les  deux  équations  dérivées/'(^)  =  o 
et  /"{-r)  =zo  n'aient  aucune  racine  réelle  entre />  et  7.  Alors, 
.r  variant  d'une  substitution  à  l'autre, /'(r)  et/'(j7)  ne  chan- 
geront pas  de  signe  (1027).  La  valeur  (Xa  f{œ)  sera  donc,  dans 
l'intervalle  dont  il  s'agit,  constamment  croissante  ou  décrois- 
sante (llOo).  Il  en  sera  de  même  de  la  valeur  de/'(.r),  qui  est 
la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  foi"mé  avec  l'axe  0.r 
par  la  tangente  en  chaque  point  de  la  combe  représentative 
AB  (535). 

Par  suite,  dans  les  conditions  posées,  l'ordonnée  de  la 
courbe  AB  va  constamment  en  augmenlant  ou  en  diminuant 
du  point  A  au  point  B;  et,  entre  ces  deux  points,  la  tangente 
trigonométrique  de  l'angle  formé  avec  l'axe  0^  par  la  tan- 
gente en  chaque  point  de  la  courbe,  allant  aussi  constamment 
en  augmentant  ou  en  diminuant,  la  courbe  AB  elle-même 
tourne  toujours  sa  convexité  dans  un  même  sens. 

Il  n'y  a,  d'après  cela,  pour  la  courbe  AB,  que  ijuatre  dispo- 
sitions possibles,  représentées  par  les  fi  g.  61,  62,  63,  64,  où 
nous  conservons  les  mêmes  notations. 

Les  différentes  fonctions  sont  liées  dans  ces  quatre  ligures 
(le  la  manière  suivante. 

Fig.  (ji  :/(a)  décroît,  en  passant  du  positif  au  négatif. 
La  valeur  négative  de  /'(-r)  croît  en  tendant  vers  zéro;  par 
suite,  la  valeur  de/"(jr)  est  constamment  positive. 

Fig.  62  :  /{r)  décroît  en  passant  du  positif  au  négatif.  La 
valeur  négative  de /'{j^-)  décroît  en  tendant  vers— x;  par 
suite,  la  valeur  de /"(a)  est  constamment  négative. 

Fig.  63  : /{-r)  croît  en  passant  du  négatif  au  positif.  La  va- 
leur positive  de/'(jr)  croît  en  tendant  vers  -hoc;  par  suite,  la 
valeur  de /"{a:)  est  constamment  positive. 

Fig.  64  :  /{x)  croît  en  passant  du  négatif  au  positif.  La  va- 
leur positive  de/'(^)  décroît  en  tendant  vers  zéro;  par  suite, 
la  valeur  def"{cc)  est  constamment  négative. 

^'oyons  mainteiiant  en  quoi  consiste  la  méthode  des  parties 
proportionnelles. 

P(iis(iu"ii  y  a  une  racine  réelle  et  une  seule  de  l'équation 
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ri  /(x)i=o  entre  OP  =  p  el  00  =  7,  la  courbe  représenlative  AB 
coupe  nécessairement  l'axe  Oa-  une  seule  fois  entre  les 
points  P  el  Q.  Si  l'on  désigne  par  R  ce  point  d'intersection, 
la  valeur  exacte  de  la  racine  comprise  entre  p  et  q  est  repré- 
sentée par  OR. 


Fi(T.  62. 


Fig.  Gi. 
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Menons  alors  la  corde  AB  qui  coupe  à  son  tour  l'axe  (}x  au 
point  S.  Si  la  courbe  AB  se  confondait  avec  sa  corde,  c'est  OS 
qui  représenterait  la  racine  comprise  entre  p  et  7.  La  mé- 
thode des  parties  proportionnelles  revient  à  rem|)lacer  la 
valeur  exacte  OR  de  la  racine  en  question  par  la  valeur  ap- 
prochée OS,  facile  à  calculer  à  l'aide  des  données. 

En  effet,  les  notations  restan.t  les  mêmes  sur  les  quatre 
ligures  ci-dessus,  on  a,  en  vertu  des  triangles  semblables  PAS, 
QBS,  el  en  valeur  absolue, 

PS        PA 
SQ  ~  QB' 

On  en  déduit  successivement,  en  remarquant  que 

PS  +  SO  =  PO  =v— /s 
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et  en  prenant  les  deux  résultats  f{p)  et  /(y)  en  valeur  ab- 
solue. 

7(7) 
J\P)^J\'I)' 


r>s 

1»A 

l*S  -h  SQ 

SQ 

~  PA  +  QB 

PS  ^  so 

PA  ^  OH 

ou         SQ  =  (/i  —  />) 


On  obtiendra  donc  la  valeur  approchée  OS  de  la  racine  OR, 
en  ajoutant  à  la  plus  petite  substitution  p  la  quantité 


J\P)-^J\'/) 


ou  en  retranchant  de  la  plus  grande  substitution  q  la   rpian- 
tité 


{'/-P) 


fiP)  +./Xy) 


13i0.  La  valeur  OS  est  approchée />«/•  eacès  dans  le  cas  des 
//,ir.  6i  et  64;  elle  est  approchée  par  défaut  dans  le  cas  des 
/ig^.  62  et  63. 

En  se  reportant  à  ce  qui  précède  (I339j,  on  peut  donc  poser 
cette  règle  : 

La  valeur  donnée  par  la  méthode  des  parties  proportion- 
nelles est  approchée  par  excès,  lorsque /{jt)  et /"{jc)  sont  de 
même  signe  pour  la  première  substitution  œ  ^=  p  (et,  par  con- 
séquent, de  signes  contraires  pour  la  seconde  subslilulion 
x^q);  inversement,  cette  valeur  est  approchée  par  défaut, 
lorsque  f{x)  et  f"{x)  sont  de  signes  contraires  pour  la  pre- 
mière substitution  x  =:  p  (cl,  par  conséquent,  rie  même  signe 
pour  la  seconde  substitution  x  =  q). 

13U.  On  peut  évidemment,  en  calculant,  à  l'aide  de/(j), 
l'ordonnée  SM  qui  répond  à  la  première  valeur  approchée  OS, 
reproduire  de  nouveau  le  calcul  qu'on  vient  d'indiquer,  et 
approcher  davantage  de  la  racine  OR.  Seulement,  pour  opérer 
avec  certitude,  il  faut  que  Papproximation  ait  toujours  lieu 
dans  le  même  sens,  et  une  précaution  est  alors  nécessaire. 

Si  la  première  valeur  OS  est  approchée  par  excès  (Jig.  61 
et  64),  on  doit  mener  la  corde  AM,  dont  le  point  d'intersec- 
tion S'  avec  l'axe  Ox  est  entre  R  et  S,  et  considérer  la  por- 
tion de  courbe  AM.  L'abscisse  OS  étant  représentée  par  s  et 


ALGÈBKE    SUPÉRIEURE.  02  1 

l'ordonnée  SM  étant /(y),  on  obtient  la  seconde  valeur  appro- 
chée de  la  racine  OR,  en  ajoutant  (1339)  à  la  première  substi- 
iiilion  p  la  quantité 

fin) 


i-^—p) 


./ip)^./\-') 


où/(^)doit  être  pris  en  valeur  aijsolue.  Cette  seconde  valeur 
approchée  OS'  est  toujours  par  excès,  mais  plus  resserrée. 

Si  la  première  valeur  OS  est,  au  contraire,  approchée  pa/- 
défaut  {Jig.  62  et  63),  on  doit,  pour  la  même  raison,  mener 
la  corde  BM,  et  considérer  la  portion  de  courbe  MB.  Il  faut 
alors  ajouter  à  la  première  substitution  s  la  cjuantilé 


fK-<)+J{q) 


et  l'on  obtient  ainsi  une  seconde  valeur  approchée  OS'  de  la 
racine  OB,  toujours  par  défaut,  mais  plus  resserrée  /(.9)doit 
être  pris  en  valeur  absolue. 

Application. 

J3i2.  Appliquons  ces  considérations  si  simples  à  l'exemple 
traité  au  n"  133V. 
D'après  les  premiers  calculs,  l'équation 

a  sa  plus  petite  racine  positive  comprise  entre  i,3=/>  et 
(  ,4  =  '/.  On  a  trouvé  en  même  temps 

fip)  =./'U,3)  =  -^'>>«97' 
.A^)=/(''4)=  — o,o56. 

En  ne  considérant  que  les  valeurs  aitsolues,  on  aura  une  pre- 
mière valeur  approchée  de  la  racine,  d'après  la  règle  des  par- 
ties proportionnelles  (1339;,  en  augmentant  i,3=/?  de  la 
quantité 

f{p)  o,oq7  „„ 

(7  —  /^      ,v      \  r, =  0,1  "^ —  =  0,063.... 

J{P)+JK9)  o,o.j7-ho,oob 

On  peut  donc  prendre  pour  cette  première  valeur  approchée 

.y  ^  I  ,  36. 
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Pour  rccomiaître  si  elle  esl  approchée  par  défaut  ou  pai' 
excès,  on  n'a  (13i0)  qu'à  comparer  le  sig;ne  de/"(j")  =r  G.r  à 
celui  (le /(j?),  pour  la  même  subslilulion  .rr=i,3=:y>.  Ce 
signe  élanl  le  même,  la  valeur  exacte  de  v  esl  approchée 
par  excès,  ainsi  que  sa  valeur  i,36  à  un  centième  près;  car 
on  trouve 

f{]  ,3o  1  --:  —  o,oo45.'i'). 

Pour  obtenir  {\ne  seconde  valeur  plus  l'esserrée,  il  suffit 
(13V1)  d'ajouter  encore  à  la  plus  |)etile  sul)stitulioii  /^  m  i ,  3  la 
(luanlilé 

f(p)  .  O.OQ7 

{s  —  p)  ,.     ■'    '  \..      =  o,oO -^^     ,.,,  =0,007  .... 

JKI>)^JK'^)  O,097-H0,004;j,-! 

On  a  donc,  comme  nouvelle  valeur  appiochée  de  la  racine 
cherchée,  toujours  par  excès, 

.'  =  .,357. 
Comme  on  trouve 

/(i  ,356  i  -=  -t-  0,001 32601  G, 
j\\  ,357)  --  —  0,0001.53707, 

la  racine  qu'on  veut  calculer  tombe  entre  i,356  et  1,357, 
mais  beaucoup  plus  près  de  cette  dernière  valeur.  On  la  con- 
naît donc  à  o,ooi  près  par  défaut  ou  par  excès. 
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CHAPITRE  IX. 


HECHERCHE  DES  RACINES  INCOMMENSURABLES.  -  MÉTHODE 
D'APPROXIMATION  DE  NEWTON  ET  DE  FOURIER. 


Méthode  d'approximation  de  Newton. 

13V3.  Quand  on  a  déterminé  deux  nombres  comprenant 
une  racine  réelle  et  une  seule  d'une  équalion  donnée,  on  peut 
en  approcher  davantage  par  de  nouvelles  substitutions  ou  en 
employant  la  méthode  des  parties  proportionnelles,  comme 
on  vient  de  le  voir.  Mais  les  calculs  deviennent  plus  pénibles 
à  mesure  que  la  racine  cherchée  doit  être  obtenue  avec  un 
plus  grand  nombre  de  chiffres  décimaux.  Aussi,  dès  qu'on  a 
trouvé  les  deux  ou  trois  premiers  chiffres  exacts  de  cette  ra- 
cine par  les  procédés  indiqués,  convient-il  d'avoir  recours  à 
d'autres  méthodes,  dont  le  caractère  principal  est  d'accroître 
rapidement  l'approximation  atteinte.  Pai^mi  ces  méthodes, 
celle  qui  semble  préférable  est  celle  de  Newton,  améliorée 
par  FoLRUcR,  et  nous  allons  l'exposer  d'abord  en  nous  écartant 
peu  de  la  marche  suivie  par  Newtox  (^). 

13i'î.  Soit  l'équation  donnée 

Supposons  qu'elle  admette  une  racine  réelle  et  une  seule 
entre  deux  nombres  donnés  p  et  7  >/>,  et  que  />  -h  A  repré- 
sente la  valeur  exacte  de  cette  racine.  On  aura  alors 

Développuns  le  premier  membre  de  celte  relation  par  la  for- 
(')  Méthode  des  fluxions. 
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nuilo  de  T;iylor,  réduite  à  ses  liois  premiers  lermes  (680). 
Nous  aurons 

fin  +  /O  =  f{p)  +  -f'iP)  +  ^  /"(/>  +  '^'0  =  «. 

6  étant  un  nombre  positif  compris  entre  o  el  i.  r)ii  en  déduit 

/\P)  2  J'ip) 

Au  lieu  de  représenter  par/>  4-  /<  la  valeur  exacte  de  la  racine 
comprise  entre  p  et  q,  en  partant  de  sa  valeur  par  défaut,  on 
peut  représenter  celte  valeur  exacte  par  q—k,  en  partant  de 
la  valeur  de  la  racine  approchée  par  excès.  On  a  alors 

ou,  d'après  la  formule  de  Taylor  (676), 

/(r/  -  k)=f{q)  -  -^  f\q)  +  -^  /"(r/  -  r/r)  _^  o, 

en  désignant  par  6'  un  autre  nombre  positif  toujours  compris 
entre  o  et  i.  On  en  déduit 

(.)  ,^/(v)^^.n^-^'^). 

/(V)  2  j\q) 

Les  formules  (i)  et  (2)  ne  font  pas  connaître  directement  h 
et  k,  puisque  ces  quantités  restent  engagées  respectivement 
dans  les  seconds  membres  de  ces  formules.  Mais,  si  les  quan- 
tités h  et  k  (nécessairement  inférieures  à  7  —  p)  sont  suffi- 
samment petites,  on  peut  négliger  les  termes  où  entrent 
leurs  carrés,  et  adopter  les  valeurs  approchées 


i^ihis)  h  — 


J'\P) 


{.b.s)  k=      §^. 

^       '  f\q) 

La  première  valeur  approchée,/?  ou  <[,  de  la  racine  cherchée 
sera  ainsi  remplacée  par  une  seconde  valeur  approchée 

ou 

(S)  .-■/'i'?'. 
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A  l'aide  de  la  seconde  valeur  approchée  et  en  opérant  de 
même,  on  en  obtiendra  une  troisièm-o;  à  l'aide  de  la  troi- 
sième, une  quatrième;  et  ainsi  de  suite. 

Telle  est  la  méthode  indiquée  succinctement  par  Newton. 
Elle  donne,  en  général,  une  approximation  rapide.  Mais  elle 
peut  se  trouver  en  défaut,  et  tout  dépend  de  la  véritable  va- 
leur des  termes  négligés. 

Si  l'on  se  bornait  à  ces  premières  notions,  il  faudrait  donc 
examiner  dans  chaque  cas  les  résultats  trouvés,  afin  de  ne  pas 
courir  le  risque  de  s'éloigner  de  la  valeur  exacte  de  la  racine 
cherchée  au  lieu  de  s'en  rapprocher,  et  la  rapidité  de  la  mé- 
thode deviendrait  illusoire. 

Il  est  par  suite  indispensable  de  découvrir  des  caractères 
qui  permettent  de  l'employer  toujours  avec  certitude,  et  c'est 
là  le  but  du  complément  apporté  par  FouRiEn(')  à  la  règle 
donnée  par  Newtox.  Nous  présenterons  ce  complément  de  la 
manière  suivante 


Perfectionnement  de  Fourier. 

1345.  Pour  qu'on  soit  sur  d'approcher  davantage  de  la  ra- 
cine cherchée,  comprise  entre  p  et  q,  à  l'aide  du  terme  de 

—  y,   \     applicable  à  p,  ou  du  terme  de  correc- 


orrection 

fin 


lion 


L/'(7) 


applicable  à  q,  deux  conditions  doivent  être  rem- 


plies. 

Il  faut  d' abord  que  ces  tcimes  soient  positifs.  Alors,  la  nou- 
velle valeur  approchée  (a)  (13i4) 

'    ru') 

sera  supérieure  à  p;  et   la   nouvelle  valeur  approchée  (jS) 
( 13ii) 

7-4^ 

^    y'(7) 

sera  inférieure  à  q. 

Il  faut  ensuite,   en  se  reportant  aux  formules  (i)  et  (2) 


(  '  )  Analyse  des  équations. 
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(134-4),  que  les  rjuanlités  négligées  dans  chaque  hypothèse 
soient  elles-mêmes  positives.  S'il  en  est  ainsi,  les  nouvelles  va- 
leurs approchées  resteront  respeclivement  comprises  entre 
les  premières  valeurs  approchées  et  les  valeurs  exactes,  puis- 
([u'on  n'ajoutera  pas  assez  à  p  pour  avoir  p -\-  h  et  qu'on  ne 
retranchera  pas  assez  à  q  pour  avoir  q  —  /.-. 

De  cette  manière,  les  nouvelles  valeurs  ap[>rocIieronl  da- 
vantajre  de  la  valeur  exacte,  le  sens  de  l'approximation  étant 
conservé.  En  poursuivant  l'opération  et  les  mêmes  conditions 
étant  toujours  satisfaites,  les  valeurs  par  défaut  formeront 
une  série  convergente  croissante,  les  valeurs  par  excès  une 
série  convergente  décroissante,  et  la  valeur  exacte  de  la  ra- 
cine sera  la  limite  commune  des  deux  séries. 

Cela  posé,  il  reste  à  examiner  dans  quels  cas  les  deux  con- 
ditions énoncées  sont  sûrement  remplies  à  la  fois. 

Admettons  que  l'équation  donnée /(a)  ^  o  n'ait  pas  de  ra- 
cines égales.  D'après  la  théorie  des  racines  égales  (1089),  les 
èqualions/'(j?)^o  et/"(j:-)  =  o  n'auront  aucune  racine  réelle 
dans  l'intervalle  {p,  q)  qu'on  considère,  si  les  limites  p  et  q 
sont  assez  resserrées.  Et  c'est  ce  que  nous  supposerons.  Dans 
cet  intervalle  (/?,  q),  les  deux  dérivées /'(j?)  et/"(j")  ne  pour- 
ront donc  pas  changer  de  signe,  f{jc)  ne  passera  par  aucun 
maximum  ou  minimum,  ^Xf\-x)  variera  également  toujours 
dans  le  même  sens  (T^i,  7*27). 

La  première  condition  imposée  se  trouve  alors  nécessaire- 
ment remplie,  et  les  quotients 

Ap)        /(7) 

J\P)'    7V/)' 

sont  tous  deux  positifs. 

En  effet,  l'équation /(j:)  ;=  o  ayant  une  racine  réelle  et  une 
seule  entre />  et  q,  J\p)  et  f{q)  sont  toujours  de  signes  con- 
traires (1027). 

Si  l'on  •àf{p)>o  ei  f{q)<.o,J{x)  décroit  de  .v=:p  à  jr^q, 
/■'(j)  est  constamment  négative  dans  l'intervalle  (/>,  q),  et  l'on 
a  à  la  fo\s  f{p)<o,/'iq)<o. 

Si  l'on  a  /{p)<o  et  f{q)>  o,  /(r)  croit  de  x=ip  à  x^q, 
f\x)  est  constamment  positive  dans  l'intervalle  {p,  7),  et  l'on 
aàlafois/'(/?)>o, /'(7)>o. 

Quant  à  la  seconde  condition  imposée,  une  distinction  est 
nécessaire. 
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f  {jc)  et  /  "(r)  ne  pouvant  respectivement  changer  de  signe 
i\Qxz^p  à  j:  =  7, /'(/?)  et/'(7)  conservent  le  même  signe  dans 
cet  intervalle,  aussi  bien  que/"(/»-r-  9h)  e{/"{q—  y k).  Il  en 
résulte  que,  des  deux  quantités 

•^       f'ip)     '     '-^       /V/)      ' 

(/  V  <?/2  «  toujours  une  qui  est  positii'e.  mais  une  seule.  La  pre- 
mière quantité  est  positive,  si  f'{jc)  et  /"{-r)  sont  de  signes 
contraires  dans  l'intervalle  (/?,  7);  mais,  alors,  la  seconde 
quantité  est  négative.  La  seconde  quantité  est  positive,  si 
f'{x)  et  f"{-r)  ont  le  même  signe  dans  l'intervalle  {p,  q)\ 
mais  alors  la  première  quantité  est  négative. 

Ainsi,  l'un  des  deux  termes  de  correction  (i  bis),  (2  bis) 
(I3i4),  est  toujours  admissible,   l'autre  ne  l'étant  pas.  Celui 

qu'il  Caut  appliquer  est  — -^  si  f'{x)  el/"{x)  sont  de  si- 
gnes contraires,  ou  •          ;   si /'{x)  e\  f"{x)  sont  de  même 

signe. 

Mais  nous  avons  établi  que  les  deux  quotients 

j'ipy  /'(7) 

sont  toujours  positifs.  Par  suite,  pour  xzzzp,  /{x)  et  f'{j^') 
sont  toujours  de  signes  contraires,  tandis  qu'ils  sont  toujours 
de  même  signe  pour  x  z=  q. 

Il  en  résulte  que,  lorsqu'un  doit  employer  le  terme  de  cor- 
rection —  •  ;  f'ip)  et  /"(/»)  sont  de   signes    contraires 

comme  f'ip)  et  /{p),  de  sorte  que  f{p)  et  f\p)  sont  forcé- 
ment de  même  signe;  tandis  que, /'(y)  eif"{q)  étant  aussi  de 
signes  contraires, /(7)  et  f'\q)  sont  forcément  de  signes  con- 
traires, puisque /'(7)  ei  f{q)  sont  de  même  signe. 
Egalement,  lorsqu'on  doit  employer  le  terme  de  correction 

fi'(    ^*  f'i^)  et  f'iq)  sont   de    même   signe   comme  f'{q) 

et/(7)>  de  sorte  que  f{q)  et  f"{q)  sont  forcément  de  même 
signe;  tandis  que  f'{p)  et  f"{p)  étant  aussi  de  même  signe, 
/(/?)  et  f'ip)  sont  forcément  de  signes  contraires .  puisque 
f'ip)  et/(^)  sont  de  signes  contraires. 
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Finalemeiil,  le  terme  de  correclion  à  appliquer  est  celui  qui 
répond  à  la  substitution  {p  ou  q)  pour  laquelle  f{x)  et  f"  {x). 
c'est-à-clire  le  |)remiei"  membre  de  l'équation  donnée  et  s.t 
seconde  dérivée,  sont  de  même  signe. 

C'est  dans  celte  remarque  très  simple,  dont  on  comprendi.i 
mieux  l'importance  un  peu  plus  loin,  que  consiste  le  perlée 
tionnement  apporté  par  Foluier  à  la  méthode  de  Xkwto>. 

Nous  résumerons  ce  qui  précède  dans  la  règle  suivante, 
qui  suppose  l'équation  donnée  débarrassée  de  ses  racine- 
égales  : 

Les  deux  nombres  p  et  q  >- /»  coniprenant  une  seule  racine 
réelle  de  l'équation  f{x)^=o,  et  la  dijférence  q — p  étant 
assez  petite  pour  que,  dans  rintervalle  {p,  q),  f'{-x)  et  /"  {-r) 
ne  changent  pas  de  signe,  on  obtient  une  valeur  plus  appro- 
chée de  la  racine  considérée,  et  dans  le  même  sens  que  le 
limite  employée,  en  substituant  à  x,  dans  l'expression 

celui  des  deux  nombres  p  et  q  qui,  mis  à  la  place  de  x,  kend 
f{x)  ET  f"{x)  DE  MÊME  SIGNE.  E/i  Substituant  à  X  daus  {K)  la 
valeur  ainsi  calculée,  on  obtient  une  nouvelle  valeur  plus  ap- 
prochée de  la  racine,  toujours  dans  le  même  sens.  Cette  nou- 
i'elle  valeur  permet  d'en  trouver  une  troisième  encore  plu.i 
resserrée,  etc. 

Limite  de  l'erreur  commise. 

13i6.  Pour  avoir  une  liniilo  supérieure  de  l'erreur  c  com- 
mise en  employaiit  le  premier  terme  de  correclion,  il  sulTil 
de  considérer  le  terme  complémentaire 

~^'  f'ip).     *""   ^    /('/)""' 

En  remplaçant  h  ou  k  par  la  quantité  plus  grande  q  —  p, 
/"{p  -h  9h)  ou  /"{q  —  O'k)  par  la  valeur  maximum  M  prise 
par /"(jc)  entre  x:=zp  et  x^-q,  i/'{p)  ou  i/'iq)  par  le 
nombre  entier  m  immédiatement  inférieur,  on  a  évidem- 
ment, en  valeur  absolue, 
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Par  conséqueiil,  si  le  nuotienl  —  se  trouve  être  inférieur  à 

m 

l'unité,  on  peut  écrire  plus  simplement 

Or,  7  —  p  représente  une  limite  supérieure  du  degré  d'ap- 
proximation déjà  obtenu  au  moment  où  l'on  applique  la  mé- 
thode de  Newton,  soit  pour  la  première  fois,  soit  de  nouveau 
en  poursuivant  l'opération  de  la  même  manière  (13i5).  11  en 

résulte   que,    si  l'on  a  —  <i,   l'applicatiou   de    la  méthode 

double  chaque  fois  le  nombre  des  décimales  précédemment 
calculées. 

Si  l'on  part,  par  exemple,  de  q  —p  =  o,r,  la  première 
opération  donne,  dans  l'hypothèse  admise,  la  valeur  de  la 
racine  cherchée  à  o,oi  près;  la  seconde  opération,  à  o,oooi 
près;  etc.  En  général,  en  partant  de  q — p:=o,\,  l'approxi- 
mation obtenue  en  appliquant  /i  fois  la  méthode  (en  suppo- 
sant toujours  —  <  i)  sera  représentée  par  (o,  i  )-". 


Interprétation  géométrique  de  la  méthode  de  Newton. 

I3i7.  On  peut  interpréter  géométriquement  la  méthode  de 
Newton,  et  il  est  très  utile  de  le  faire  pour  l'éclaircir  com- 
■  plètementet  pour  montrer  à  quoi  est  dû  son  manque  de  certi- 
tude, lorsqu'on  l'applique  sans  tenir  compte  du  perfectionne- 
ment de  Fourier  (13i5). 

En  nous  reportant  aux  explications  déjà  données  au  sujet 
de  la  méthode  des  parties  proportionnelles  (1339),  construi- 
sons la  courbe  représentative  /  z^f{x)  de  l'équation /(.r)  =:  o, 
dans  l'intervalle  {p,  q). 

Il  est  entendu  que,  entre  les  limites  p  et  q,  l'équation 
f{x)  i=o  admet  une  racine  réelle  et  une  seule,  ainsi  séparée. 
Il  est  entendu  également  que,  dans  le  même  intervalle,  les 
deux  équations  dérivées  /'(^)  =  o,  f"{x)  =  o,  n'ont  aucune 
racine  réelle.  Cela  revient  à  dire  que,  dans  les  mêmes  li- 
mites, l'arc  de  la  courbe  représentative  coupe  une  seule  fois 
l'axe  Ojc,  que  son  ordonnée  varie  toujours  dans  le  même 
sens  ou  ne  présente  aucun  maximum  ou  miiiimum,  que  son 
allure  reste  toujours  la  même,  puisiiue  y '(  c)  varie  aussi 
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constamment  dans  le  même  sens,  ou  que  cet  arc  ne  présente 
aucun  point  d'inflexion  (*)  dans  l'intervalle  considéré. 

En  conservant  les  mômes  notations  qu'au  n"  1339,  l'arc 
dont  il  s'agit  ne  pourra  présenter  que  quatre  dispositions,  in- 
diquées par  \QsJig.  65,  dÇ^,  67,  68. 


l'ig.  65. 


Fig.  6G. 


\  T, 


Fig.  67. 

y 

B 

I 

^yk// 

Q     T 

0 

y  y  ^',-'-''' 

X 

A 

Fig.  68. 


r]  //R/S  Q         s 


Sur  ces  figures,  que  nous  faisons  correspondre  exactement 
d^xxxfig.  61,  62,  63,  64,  on  a 

Les  notations  restant  partout  les  mêmes,  menons  la  tan- 


(')  Oa  appelle  point  d'inflexion  d'une  courbe,  comme  on  le  sait,  un 
point  où  cette  courbe  change  d'allure,  c'est-à-dire  devient  concave  vers 
l'axe  des  y,  par  exemple,  après  avoir  été  convexe,  ou  réciproquement.  Il 
en  résulte  évidemment  que,  à  partir  d'un  point  d'inflexion,  l'axe  Oa;  étant 
toujours  parcouru  de  — 00  à  -hoc,f'{^x)  diminue  après  avoir  augmenté- 
ou  augmente  après  avoir  diminué. /"(j;)  passe  donc  alors  du  positif  au 
négatif  ou  inversement,  de  sorte  que /(a:)  et  ses  deux  premières  dérivées 
étant  supposées  continues,  les  points  d'inflexion  correspondent  k  /"  (x)  =  o, 
comme  les  maximums  et  minimums  à  /'{x)  —  o.  Nous  retrouverons  ceS 
détails  en  Géométrie  analytique,  t.  V. 
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génie  AT  {dans  le  cas  de  la  Jig.  65)  et  la  tangente  BTi  {dans 
le  cas  de  la  fig.  67  ) . 
On  a  alors  (533) 

/'(/^)  =  tangATa^        /'(v)  =  tangBT.a-. 

Le  triangle  rectangle  ATP  {Jig.  65)  et  le  triangle  rectangle 
BT,Q  {fig-  67)  donnant  respectivement 

APr=TP    tangATP    =  -  TP    langATo^, 
BQ  ^  T,  Q  tang  B T,  Q  =      T,  Q  tang  BT,  x, 

il  en  résulte  immédiatement 

ÏP=_/|4        et        l^)-^--^-- 

f'ip)  y  (7) 

Ce  sont  précisément  les  deux  corrections  indiquées  par  la 
méthode  de  Newton  (13ii),  suivant  qu'on  part  de  la  pre- 
mière substitution  p  ou  de  la  seconde  substitution  7. 

Or,  TP  et  TiQ  sont  les  sous-tangentes  {Géoju.,  Toi)  qui 
répondent  aux  points  A  et  B.  Par  suite,  la  méthode  de 
Newton  consiste  à  augmenter  la  valeur  par  défaut  ou  à  di- 
minuer la  valeur  par  excès  de  la  racine  déjà  séparée,  de  la 
sous-tangente  qui,  sur  la  courbe  représentative  de  f{x),  ré- 
pond à  l'une  ou  à  l'autre  limite. 

D'après  la  définition  de  la  dérivée  et  sa  représentation  géo- 
métrique (533),  \njig-  68  conduit  d'ailleurs  au-méme  résultat 
([ue  lay?^-.  65,  et  la  fig.  66  au  même  résultat  que  la  fig.  67. 
On  a,  en  elfet,  respectivement,  pour  ces  deux  figures, 

/'(/?)=-  tangAT.r,        /'{q)  =-  tangBT,.r. 

Le  triangle  rectangle  ATP  {/ïg.  68)  et  le  triangle  rectangle 
BT,Q  i/ig.  66)  donnent  ensuite,  en  valeur  absolue, 

AP=TP    tangATP    r=-TP    tangATr, 
BQ  -^  TiQ  tangBTiQ  =      T,Q  langBT,^, 

c'e^t-à-diie  encore,  puisque /(/j)  =  — AP  et /(y)  =:—  BQ, 
Tl^— ^         et         T.Q=/^. 
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13V8.  On  voil  en  même  temps  que,  si  l'on  mène  la  Uuif^enle 
en  B  dans  les  //^.  65  et  68,  on  obtient  une  sous-tangenle  QT, 
dont  loxlrémité  T,  tombe  nécessairement  de  l'autre  côté 
de  n  par  rapport  au  point  Q,  et  peut  même  n'ètie  plus  com- 
[irise  dans  l'intervalle  PQ.  La  correction  relative  à  «7  ne  donne 
donc  plus,  dans  ces  deux  cas,  une  valeur  approcbée  par  excès, 
et  elle  peut  môme  conduire  à  une  valeur  (—  OT,  ou  OT,)  de 
la  racine  beaucoup  moins  approcbée  que  les  limites  p  et  q. 
Au  contraire,  dans  les  mômes  figures,  la  sous-tangente  TP 
donne  nécessairement  une  valeur  par  défaut  de  la  racine  011 
l)lus  approcbée  que  p. 

Si  l'on  mène  maintenant  la  tangente  en  A  dans  les  y?,:,'.  66 
et  67,  on  obtient  une  sous-tangente  TP  dont  l'extréniité  T 
tombe  forcément  de  l'autre  côté  de  R  par  rapport  au  point  P, 
et  peut  même  n'être  plus  comprise  dans  l'intervalle  PQ.  La 
correction  relative  à  p  ne  donne  donc  plus,  dans  ces  deux 
cas,  une  valeur  approcbée  par  défaut,  et  elle  peut  même 
conduire  à  une  valeur  (OT)  de  la  racine  beaucoup  moins  ap- 
procbée que  les  limites/;  et  </.  Au  contraire,  dans  les  mêmes 
figures,  la  sous-langente  QT,  donne  forcément  une  valeur 
par  excès  de  la  racine  OR  plus  approcbée  que  rj. 

13V9.  L'interprétation  géométrique  qu'on  vient  de  pré- 
senter montre  bien  pourquoi  la  mélbode  de  Newton  peut 
être  en  défaut,  et  elle  justifie  la  règle  de  Fourier  (13io), 
qu'il  est  facile  de  retrouver  en  considérant  les  figures  précé- 
dentes. 

En  etïet,  pour  les  Jîg.  65  et  68,  où  l'on  doit  [irendre  le 
terme  de  correction 

_  J\P) 
f'iP)' 
on  voit  immédiatement  que, /(/>)  étant  positif  (ou  négatif), 
f'{jc)  croît  (ou  décroit)  constamment  en  tendant  vers  zéro. 
f" {x)  est  donc  constamment  positif  (ou  négatif);  et,  pour 
X  =zp,  f{x)  etf"{x)  sont  de  même  sii^ne.  tandis  que  ces  tleux 
fonctions  sont  de  signes  contraires  pour  x=^q. 

Pour  \es/ig.  66  et  67,  où  l'on  doit  prendre  le  terme  de  cor- 
rection 

on  constate  é>galemenl  ([ue,  /[</)  étant  négatif  (ou  ()ositil  ), 
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f  i-r)  décroîl  (ou  croîlj  conslammenl  en  s'éloignaiil  de  zéro. 
f" {oc)  est  donc  constamment  négatif  (ou  positif);  et,  pour 
X  ^q,  f{x)  etf"{x)  sont  de  même  signe,  tandis  que  ces  deu\ 
fonctions  sont  de  signes  contraires  pour  x^=ip. 

13o0.  Il  est  clair  (13io)  que,  lorsqu'une  correction  a  été 
etlectuée,  on  peut  géométriquement  en  obtenir  une  nouvelle, 
absolument  dans  les  mêmes  conditions,  en  partant  de  la  nou- 
velle valeur  admise 

Oï  =/>  -   '^r^  —  t     [  fis.  65  et  68] 
/  {p)  " 


or 


7 


/'(7) 


/;,      [  A>.  ^^  et  6;]. 


On  n'a  qu'à  suj)poser  le  point  dinterseclion  K  de  la  courbe 
représentative  avecOj",  entre  T  et  <J  ou  entre  1^  et  Ti,  au  lieu 
de  le  supposer  entre  P  et  O. 

En  considérant  l'ordonnée  TM  avec  l'ordonnée  BQ  (/ti,'.  69) 
ou  l'ordonnée  Al*  avec  l'ordonnée  T,M,  Kjig.  70),  on  mènera 


\'\',\.  6(j 


^xK  \s 


0  P  T    T' 


l'i;;.  70. 


la  langente  Ml"  au  point  M  un  la  lauyeule  -Mi'l\  au  poial  Mj 
On  atn^a  ainsi 


t,ï; 


AM 


et  l'on  pourra  prendre  pour  valeur  plus  approcbée  de  la  ra- 
cine 

/Y  t  ) 


or  =  i  — 


/•'(O 


Oï  ~._/'Al 


La  valeur  exacte  y>  —  h  ou  7  —  /.  de  !a  racine  n'étant  pas 
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rraiic.Iiic,/(.r)  et  f"  {.r)  rcsienl  ioujouis  de  inêinc  signe  (13'»9), 
pour  le  point  A  et  pour  le  point  M  {Jîg.Sç))  aussi  bien  que 
pour  le  ]ioint  IJ  et  pour  le  point  M,  (Jig.  70),  comme  l'exige 
la  règle  de  Fourier  (13'i-ï)  pour  la  réussite  de  la  méthode. 


Emploi  simultané  de  la  méthode  de  Newton  et  de  la  méthode 
des  parties  proportionnelles. 

1351.  En  se  re|)ortaiil  à  toutes  les  ligures  précédentes  (el 
en  particulier  aux  fig.  69  et  70),  on  s'assure  que  la  méthode 
des  parties  proportionnelles  (1339)  conduit  à  une  valeur  de 
la  racine  cherchée  qui  est  approchée  par  excès,  quand  la  mé- 
thode de  Newton  donne  une  valeur  approchée  par  défaut,  el 
inversement. 

Et,  en  effet,  la  valcury>  ou  7  à  introduire  dans  la  formule  (A). 
qui  résume  la  méthode  de  Newton  et  de  Fourier  (1345),  doii 
rendre  les  deux  fonclions/(a)  et  f"{jc)  de  même  signe.  Or, 
si  c'est  p  qui  remplit  celle  condition,  la  méthode  de  Newton 
donne  une  valeur  par  défaut  el,  la  méthode  des  parties  pro- 
portionnelles, une  Naleur  par  excès  (13^0);  si  c'est  7,  la  mé- 
thode de  Newton  donne  une  valeur  par  excès  et,  la  méthode 
des  parties  proportionnelles,  une  valeur  par  défaut  (I3i0). 

Ainsi,  les  deux  méthodes  donnent  toujours  des  valeurs  de  la 
racine  cherchée^  approchées  en  sens  contraires. 

H  en  résulte  que,  en  combinant  convenablement  ces  deux 
méthodes,  on  peut  très  simplement  et  très  rapidement  trouver, 
à  chaque  opération,  une  limite  de  l'erreur  commise,  préfé- 
rable à  la  limite  supérieure  indiquée  au  n°  13i6. 

135*2.  (Considérons,  par  exemple,  la  Jig.  69.  Le  raisonne- 
ment sera  identique  pour  les  autres  dispositions. 

OR,  qui  représente  la  valeur  exacte  de  la  racine,  tombe 

entre  OT  (valeur  fournie  par  la  méthode  de  Newton)  et  OS 

(valeur  fournie  par  la  méthode  des  parties  proportionnelles). 

„   .     ,                          ....          OT  +  OS   .       ,      ,     , 
Mais  la  moyenne  ariihmetique —   tombe  également 

entre  OT  el  OS.   Par  conséquent,  l'erreur  commise  en  rem- 
l)laçaut   0|{    par   cotte    moyenne  arithmétique  est   toujours 

.    ,  TS  OS  — OT 

moindre  que  —  ou  que • 
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On  a,  en  effet,  par  ordre  de  grandeur,  suivant  que  le  point  R 
est  avant  ou  après  le  milieu  de  TS, 

OT  —  OS 
Oï,     OR,  ,     OS, 

ou 

OT  -J-  OS 
OT,  ,     OR,     OS. 


L'erreur  commise  en  substituant  la  moyenne  à  OR  est  donc 
moindre  que 

OT-hOS       ,.„  ^-,       OT  +  OS 

01      ou  que     Ois ? 

2  2 

c'est-à-dire  toujours  moindre  (par  excès  ou  par  défaut)  que 

OS  -  OT 


En  définitive,  si  l'on  emploie  simultanément  les  deux  mé- 
thodes et  si  l'on  prend  à  chaque  opération  la  moyenne  arith- 
métique des  deux  résultats,  l'erreur  commise  est  toujours 
moindre  que  leur  demi-différence.  On  saura  ainsi  quelles  dé- 
cimales on  peut  conserver  avec  certitude  à  la  racine,  en  pas- 
sant d'une  opération  à  la  suivante. 

Applications. 

13o3.  I.  Soit  l'équation 

/{x)  z=  x^  —  9.x  —  5  =  0. 

C'est  la  seule  à  laquelle  Newton  ait  appliqué  sa  méthode.  Elle 
a  pour  équation  aux  carrés  des  différences  (12i7,  Jlo2) 

;;^—  13:;-^-  36::  —  648  =z  o. 

Comme  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  ne 
présente  pas  que  des  variations,  l'équation  donnée  n'a  pas 
toutes  ses  racines  réelles  (1228);  et,  puisqu'elle  est  du  troi- 
sième degré,  elle  a  une  seule  racine  réelle  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées.  Nous  nous  proposons  de  calculer  sa 
racine  réelle,  qui  est  positive  (1010,  1215),  ào,oooooi  près. 
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On  peul  ôcrire 

/(.r)  =^(,r-  —  4)  -h  (2.r  —  5)  —  o: 

3  est  donc  nue  limite  supérieure  de  la  racine  positive  f|ue  nous 
ciierchons.  Eîi  substituant  2  et  2,  i  à  la  place  de  jr,  on  a 


2        —  I 

2,1     ,     -r-  O,  oG  1 

La  racine  tombe  donc  entre  2  et  2,  i  eî,  en  adoptant  les  no- 
tations précédentes,  on  peut  poser 

p~2.  g  =  2,1,  q  —  p  —  o,\. 

On  a  ici 

D'après  la  règle  de  Fourier  (1345),  /{x)  el  f" (x)  étant  de 
signes  contraires  pour  .r=/»=:2  et,  de  même  signe,  pour 
x=--q=:2,i,  on  obtiendra  une  nouvelle  valeur  de  la  racine, 
approchée  par  excès  comme  la  limite  q  elle-même,  en  pre- 
nant (  13i5)  la  valeur 

0,061  ^,,-, 

;=  2,  I .,   =2,1  —  0,00.')4'3I  •  .-    —  2,094069 

Pour  juger  de  cette  première  approximation,  il  faut  consulter 
la  méthode  des  parties  proportionnelles,  qui  donne  ici  (13ol) 
la  valeur  approchée  par  défaut  (1339) 


o,o6i 


2,1  —  0,000754.  .  .  z=:  2  ,  094246  . 


La  moyenne  arithmétique  des  deux  résultats  obtenus  ((jui 
conservera  nécessairement  toutes  leurs  décimales  communes) 
est  2,09.4407. . .,  tandis  que  leur  demi-dilîérence  est  égale  à 
o,oooi6r....   On  a  donc,  comme  nouvelle  valeur  approchée 
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do  la  racine,  à  moins  de  o,ooi,  par  excès  ou  pai'  déraiit 
(1352), 

2,094. 

Pour  X  ^=  2,09^,  on  trouve/(.r)  ^  —  o,oo6i534i6.  Puisque  la 
valeur  par  excès  2,  i  donne  le  résultat  positif  +  0,061,  la  va- 
leur 2,094  est  approchée  par  défaut,  à  0,001  près,  et  la  racine 
cherchée  tombe  entre  2,094  et  2,09.5. 

Passons  à  la  seconde  correction.  11  faut  encore  partir  de  la 
valeur  par  excès  2,096,  puisque  c'est  pour  cette  valeur  ((ue 
/(.r)  et  /■"(.?•)  sont  de  même  signe.  [Ou  voit  que  le  calcul  se 
continue  l)ien  toujours  de  la  même  manière.] 

Nous  aurons  donc,  comme  précédemment,  jiour  la  nouvelle 
valeur  ap[)rocliée, 

/Ï2,oq5)  ^       0,005007875 

2,')(),j  —   -^ ■ 7=  2,Oqo  —    r-^ — i- 

y  (2,09.))  ^         11,1^7070 

:=  2,095  —  0,00044840...  =  2 ,09450160 

La  méthode  des  parties  proporlionnelles  donne  à  son  lour, 
pour  les  nièmes  limites, 

/■(2,095) 


2 ,09  j  —  0,001 
2 ,  09.5  —  o ,  00 


j  (2,094)^/(2,095) 
0,0050078-5 


0,006 1534 16  H-  0,005007870 

2 , 095  —  o , ooo44865 . . . =  2 , 09455 1 35 .... 

La  moyenne  aiithmétique  des  deux  résultats  obtenus  est 
2,09455147..-.  tandis  que  leur  demi-différence  est  égale  à 
0,00000012....  On  a  donc,  pour  nouvelle  valeur  approchée 
de  la  racine,  à  moins  de  0,000001.  par  excès  ou  par  défaut, 

2 , 094 55 I . 

Celle  valetir,  substituée  à  la  place  de  se  dans/(.r),  conduisant 
au  résultat  négalif  —  0,000005374708238849,  est  nécessaire- 
ment approchée  par  défaut,  puisque  la  valeur  par  excès  2,095 
nous  a  donné  un  résultat  i)ositif. 

En  poursuivant  (si  cela  pouvait  èlre  nécessaire),  la  nou- 
velle valeur  approchée  contiendrait  douze  décimales  exactes, 
et  la  racine,  approchée  par  défaut  à  moins  d'une  unité  du 
douzième  ordi'e  décimal,  serait 

2,09455i48i5'|2. 
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Ncwlon  a  in(lu]iié  pour  celle  racine,  dans  l'Ouvrage  cilé, 
9.,og.\:):)i^-. 

1354-.   II.  Soit  Véqualion 

/U)  —  .i-^—  -.r  +  7  =  0. 

Nous  avons  vu  (134^2)  (|ug  la  plus  petite  de  ses  deux  racines 
positives  était  comprise  entre  i, 356  et  i,35-,  et  nous  avons 
trouvé 


,356 


-T-  0,001326016 


1,357  I   —  0,000153707 

C hei'chons  s'il  est  [jossible  d'approcher  à   0,000001  prcs  de 
cette  racine,  par  une  seule  appoxinialion. 
On  a  ici 

/(x):rr_r'— 7.r-^-7,         /'(.r)zzz3.r-^-7,         /"(./)  =r  6.r. 

f{x)(iVf"{x)  sont  de  même  signe  pour  i,356  et  de  signes 
contraires  pour  i  ,357.  La  nouvelle  valeur  approchée,  toujours 
par  défaut,  sera  donc  (13i5) 

i,356-/(''^?^^.:..,356-^'"^\^?f^^ 

=  1 , 356  -h  o , 00089366 . . .  =r  j , 35689366 .... 

La  méthode  des  parties  proportionnelles  donne  dans  ce  cas 
(1339,  1351)  la  valeur  approchée  par  excès  [en  prenant  en 
valeur  ahsolue  toutes  les  valeurs  de/(j:)] 

/(i,356) 
I  ,  oob  -i-  0,001 


yXi,356)+/(i,357) 
0,001326016 


=r:  I  ,356  -f- 0,001  ,,  ,.       „ 

0,001020016  -r-  0,000100707 

::::  I  ,  356  —  O  ,  OO0896 1  2  .  .  .  =  I  ,  356896 12.... 

La  moyenne  arithmétique   des  deux   résultats   ohtenus   est 
1 ,35689489. .  .  et  leur  demi-difîérence  est  0,000001 23.  . .  . 

On  ne  peut  donc  pas  affirmer,  en  conservant  les  six  premiers 
chiffres  décimaux  de  la  moyenne  arithmétique,  que  la  valeur 
de  la  racine  est  1,356894  à  0,000001  près,  par  excès  ou  par 
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délant.  11  esl  possible  que  le  ùeriiier  chiffre  4  soil  faillir  trune 
uiiilé  ('  ). 

En  substiluant  1,356894  el  1,356890  dans  /(a),  on  obtient 
deux  résiillals  positifs;  mais,  en  substituant  1 ,356896,  on  ob- 
tient un  résultat  négatif.  La  racine,  à  0,000001  près  par  défaut, 

estdonc  finalement 

I ,356895. 


1    l-^n   consultant   la    limite   supérieure    du    n"    1316.    {'J  —  p)~  —  ^    on 

.  .  M  8.i'|2         ,        .    ,.      M 

trouve  ICI  —  =  .  -    ,  ■>  c  est-a-clire  —  >i. 

m        2,9b7o6^  ni 
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CIIAIMTRI'    \. 


RECHEHCHE  DES  H ACIXES  IXCO.M.MENSUKABLES     -  .MÉTHODE 
D'APPIIOXIMATION  DE  LAGILVXGE. 


Méthode  d'approximation  de  Lagrange. 

1355.  Nous  lie  pouvons  passer  sous  silence  la  méllioile 
d'approximation  de  Lagraxge,  donnée  par  ce  grand  géomètre 
comme  complément  de  sa  méthode  de  séparation  des  racines 
réelles  (1265).  Celte  méthode  d'approximation,  qui  consiste 
à  développer  chaque  racine  incommensuiahle  en  fraction 
continue  ('),  exige  des  calculs  en  général  fort  pénihles,  et  on 
lui  préfère  celle  de  Newton;  mais  elle  a,  du  moins,  l'avantage 
d'être  parfaitement  régulière  ol  de  conduire  directement  à 
une  approximation  certaine. 

Comme  la  recherche  des  racines  négatives  d'une  équation 
f{x)  rrr  o  se  ramène  toujours  à  la  recherche  des  racines  posi- 
tives de  sa  transformée  en  — x,  nous  supposerons  dans  co 
qui  suit  qu'il  s'agit  seulement  de  racines  positives. 

135G.  Soit  l'équation  de  degré  /;/ 

(.)  /{■r)  =  o. 

Admettons  (|u'on  ail  IrcMivé  (par  l'un  des  procédés  de  sé- 
paration indi(iués  précétlemmeni)  que  cette  équation  a  une 
racine  réelle  jc,  et  une  seule.  com|irise  entre  les  deux  entiers 
consécutifs/»  et  />  — i.  Il  faut  ap|)rocher  davantage  de  celte 
racine. 


(')   Traité  de  la  résolution  det  équations  numériques,  Cli.  III. 
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l^our  cela,  v  élant  une  quanlilé  positive  plus  grande  (iiie  i, 
posons 

(a)  r^p-^y 

Cela  revient  à  ditninuer  d'abord  de  p  les  racines  de  l'équa- 
tion donnée  (1061),  puis  à  former  l'équation  aux  inverses  des 
racines  de  la  transformée  obtenue  (1067).  Dans  ces  condi- 
tions, la  transformée  en  jc  -[- p  {en  conservant  le  même  sym- 
bole J?  pour  la  nouvelle  inconnue)  aura  une  racine  positive, 
et  une  seule,  plus  petite  que  i;  sans  quoi  l'équation /(j;)  =0 
aurait,  contre  Ihypotbèse,  plus  d'une  racine  entre/?  et/»  +  r. 
Il  en  résulte  que  l'équation  aux  inverses  des  racines  de  la 
transformée  en  x -\- p  aura,  à  son  tour,  une  racine  positive, 
et  une  seule,  plus  grande  que  i.  Cette  équation  aux  inverses 
étant  représentée  par/, (j)  =0,  on  pourra  donc  découvrir 
la  partie  entière  de  son  unique  racine  positive  plus  grande 
que  I,  en  substituant  dans  /i(^v)  la  suite  naturelle  des 
nombres  (  1027). 

On  aura,  en  premier  lieu  (1061  ), 

/■"(/>■)  f'"'(p) 

f{x  ^  p)  =f{p)  4-  /'  (  p)  X  -h  ^—  X-'  + . . .  +      ■'    ./    '   -  X'"  zz:  O. 

On  aura  ensuite  (1007) 

/'"(p)  f'"(p) 

Mf)  =f{p)y"'-^f\i>)r"-'---y^y"'-'^-  •  -^  77273. 


=:  O. 


)n 


La  règle  pour  passer,  ilaus  le  premier  calcul,  de  l'équation 
f{x)=^o  à  la  transformée  /'i(/)  est  évidente,  et  elle  s'ap- 
plique à  toutes  les  o[)érations  successives. 

Supposons  maintenant  que  l'unique  racine  positive  supé- 
rieure à  I  de  l'équation  (2)  tombe  entre  les  entiers  consé- 
cutifs q  ei  q  -h  1.  Nous  poserons  alors 

z  étant  une  quantité  positive  supérieure  à  l'unilé.  En  raison- 
nant sur  q,  }■,  z-,  comme  on  vient  de  le  faire  sur  />,  r,  y,  on 
parviendra  à  une  transformée 
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qui  aura  encore  une  racine  positive,  et  une  seule,  supérieure 
à  1.  Si  celle  racine  tombe  entre  les  entiers  consécutifs  /•  et 
/•  +  I,  on  [)Osera 

(y)  ~^  =  '-  +  7.'' 

u  étant  une  quantité  positive  supérieure  à  l'unité,  et  l'on 
écrira  la  transformée  en  «,  comme  on  vient  d'écrire  la  trans- 
formée en  z.  Le  calcul  se  poursuivra  de  la  môme  manière 
jusfju'à  ce  que  l'approximation  jugée  nécessaire  soit  atteinte. 
En  rapprochant  à  ce  moment  les  relations  (a),  ((3),  {y),  .  . 
on  obtiendra 

a:  =i  p  -r- 

■'  I 

V  H 


c'esl-à-dire  le  développement  de  la  racine  cherchée  en  frac- 
tion continue. 

Si  .r  était  conimensurabte,  la  fraction  continue  devrait  sf 
terminer,  et  l'une  des  transformées  successives  admettrai 
elle-même  une  racine  entière.  Mais ,  si  j?  est  incommensu- 
rable, comme  nous  le  supposons,  la  fraction  continue  qui  re 
présente  cette  racine  est  nécessairement  illimitée  (152,  153) 

1357.  D'après  les  propriétés  des  fractions  continues,  ce  dé- 
veloppement spécial  de  la  l'acine  incommensurable  cherchée 
présente  les  avantages  suivants  : 

Si  Ton  forme  les  réduites  consécutives  de  ^  (157),  cba 
cune  d'elles  exprime  la  valeur  de  la  racine  aussi  simplemen 
que  possible,  eu  égaril  au  degré  d'approximation  obteni 
(IG8).  Quant  à  ce  degré  d'approximation,  on  sait  que  a-  t  - 
toujours  comprise  entre  tieux  réduites  consécutives,  la  i< 
duile  de  rang  impair  étant  la  plus  petite  (loi).  On  sait  au-- 
que,  lorsqu'on  s'arrête  à  une  certaine  réduite,  l'erreur  corn 
mise  est  moindre  que  l'unité  divisée  par  le  carré  du  dénonii 
nateur  de  cette  réduite,  ou  encore,  que  l'unité  divisée  par  u 
produit  des  dénoiuinateurs  de  celte  réduite  et  de  la  réduiw 
suivante.  Par  conséquent,  en  poursuivant  les  opérations,  oi 

pourra  toujours  parvenu'  a  une  réduite  jr-,  donnant  lapproxi 


I 
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mation  voulue  y  II  suffira  d'avoir  1,166} 


j^\l<^.         ou         lV>v^A-. 

1358.  Il  est  clair  que,  si  les  deux  nombres  entiers  p  et 
p  -^  I  (1336)  comprennent  plusieurs  racines  réelles  de  ré([ua- 
tion /(J7)  =  G,  la  transformée /i (/)  =  o,  obtenue  en  posant 

x^=p  ~ 5  aura  aussi  necessau'emeut  plusieurs  racmes  po- 

V 

sitives  supérieures  à  l'unité. 

Admettons,  par  exemple,  que  /?  et  />  -H  i  comprennent  deux 
racines  réelles  de  f\jc)zzzo.  Ces  deux  racines  étant  repré- 
sentées par 

I 

X^z  p  -, , 

y 

il  faudra  que  y  ait  deux  valeurs  réelles  supérieures  à  l'unité; 
et,  si  ces  deux  valeurs  ont  même  partie  entière  q,  il  faudra, 
en  posant 

que  z  ait  deux  valeurs  réelles  supérieures  à  l'unité,  etc.  Mais, 
si  les  deux  valeurs  de  )'  ont  des  parties  entières  différentes  <i 
et  q' ,  on  aura  à  la  fois 

I  ,       I 

et,  à  chacune  de  ces  égalités,  il  ne  correspondra  qu'une  seule 
valeur  positive  de  ^  supérieure  à  l'unité,  de  sorte  qu'on  ren- 
trera, pour  le  double  calcul  à  effectuer,  dans  les  conditions 
précédentes  (1336). 

D'ailleurs,  lorsqu'on  a  opéré  la  séparation  des  racines  de 
l'équation /(^)  =  G,  et  que  ce  cas  de  plusieurs  racines  com- 
prises entre  deux  entiers  consécutifs  se  présente,  on  peut 
toujours  multiplier  les  racines  de  l'équation  proposée  (1037) 
par  un  nombre  tel  que  les  racines  de  l'équation  substituée 
aient  des  parties  entières  différentes,  de  manière  à  appliquer 
à  cette  dernière  équation  la  maix-he  qu'on  vient  d'exposer 
(1336)  sans  aucun  changement. 
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135!).  Il  pciil  arriver,  en  api)li(|uaiil  la  inélhode  de  La- 
grange  au  calcul  d'une  racine  incommensurable,  (|u'on  ob- 
tienne une  fraclion  continue  i)ériodique  (173).  C'est  ce  (jui 
aura  lieu  lorsque,  dans  la  suite  constituée  par  la  proposée  et 
les  transformées  successives  /",(/), /^(c),  ...,  il  se  trouvera 
doux  éfjuations  ayant  une  même  racine  supérieure  à  l'unité. 
Par  exemple,  si  la  racine  .a?cberchée  pour  l'équation /(x)  =  o 
appartient  aussi  à  V équation /,{z)  =:o,  il  est  clair  qu'au  lieu 
d'écrire  (1356) 

I 

on  pourra  poser  (174,  1°) 

r 


Oi",  toute  fraction  continue  périodique  est  (17i)  l'une  des 
racines  irrationnelles  d'une  équation  du  second  degré  à  coeffi- 
cients rationnels,  facile  à  établir.  On  a  alors  immédiatement 
l'expression  exacte  de  la  racine  incommensurable  clierchée,  qui 
est  de  la  forme  a  -+-  s/b.  En  outre,  si  les  coefficients  de  l'équa- 
tion /■(^)=o  sont  commensurables,  elle  ne  peut  admettre 
la  racine  a  h-  \'b,  sans  posséder  aussi  (1035)  la  racine  conju- 
guée a  —  y/6.  Par  conséquent,  dans  l'bjpoibèse  examinée,  un 
seul  calcul  donne  à  la  fois  deux  racines  incommensurables 
de  la  proposée. 

1360.  Dans  la  pratique,  lorsque  la  méthode  de  Lagrange 
conduit  à  une  suite  de  quotients  incomplets  se  reproduisant 
dans  le  même  ordre,  on  ne  peut  pas  affirmer  a  priori  que  la 
racine  correspondante  est  bien  exprimée  par  une  fraction 
continue  périodique.  On  peut  obtenir  d'abord  un  résultat  qui 
semble  indiquer  une  fraction  continue  périodique;  mais,  en 
continuant  l'opération ,  la  périodicité  apparente  peut  se 
trouvei'  rompue. 

Pour  lever  cette  difficulté  sans  être  obligé  à  de  trop  lungs  ^ 
(iilculs,  il  convient  de  former  l'équation  du  second  degré 

/Jt.  J?-  +  V  a-  -i-  }.  HT.  0, 

qui  répond  à  la  fraction  continue  périodique  supposée.  Si  les 
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coefficients  de  l'équation  donnée  /(j?)  ^  o,  sont  conimen- 
surables,  et  si  la  fraction  continue,  développement  de  la  ra- 
cine cherchée,  est  bien  périodique,  le  trinôme 

fJL  J?-  -i-  V  J"  -T-  /.  =:  o 

sera  (1359)  un  diviseur  commensurable  du  second  degré 
de/(^). 

On  devra  donc  effectuer  la  division  de/(  j:")  par  ce  trinôme, 
jusqu'au  i-este  du  premier  degré  Mx-f-N,  et,  dans  le  cas  de 
l'affirmative,  ce  reste  devra  être  identiquement  nul,  c'est- 
à-dire  qu'on  devra  avoir  M  =  o  et  N  ==  o. 

On  connaîtra  alors  (1359)  deux  racines  incommensurables 
de  la  proposée,  et  le  quotient  Q  de  la  division  représentera 
le  premier  membre  de  la  nouvelle  équation  qu'on  devra  sub- 
stituer à  la  proposée,  dont  le  degré  se  trouvera  ainsi  abaissé 
de  deux  unités. 

13G1.  En  exposant  le  théorème  de  Fourier,  nous  avons  vu 
(126i)  que  la  difficulté  (qu'il  n'avait  pu  vaincre  entièrement) 
était  de  décider,  lorsque  deux  substitutions  consécutives  dans 
le  premier  membre  f{jc)  de  l'équation  donnée  entraînaient 
la  perte  d'un  nombre  pair  de  variations,  si  celte  perte  indi- 
quait ou  non  l'existence  de  racines  réelles  entre  les  deux 
substitutions. 

Il  faut  ajouter  néanmoins  que  Fourier,  dans  les  Mémoires 
de  l'Institut  pour  1827,  annonça  qu'on  pouvait  appliquer  im- 
médiatemeiit  la  méthode  de  L.vgka>ge  à  ces  racines  douteuses 
et  que,  en  essayant  ainsi  leur  développement  en  fraction  con- 
tinue, la  distinction  entre  les  racines  réelles  et  les  racines 
imaginaires  ne  devait  pas  manquer  de  s'opérer.  Mais  cette 
assertion  n'était  appuyée  d'aucune  preuve. 

C'est  M.  VuNCE.M'  (')  qui  l'a  mise  hors  de  doute,  en  démon- 
trant une  belle  propriété  des  fractions  continues.  Voici 
l'énoncé  même  de  l'auteur  : 

«  Si,  dans  une  équation  numérique  rationnelle  en  x  dépour- 
vue de  racines  égales,  on  fait  successivement  et  conformément 


(')  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Lille,  iSo^.  —  Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  I,  180H. 
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au  procédé  (Je  Lagrange, 

X  r=  a  -\ 5  XiTZTZ  b    -, >  O'.^-r-.  C  -■ ,  •  •  •  ; 

on  parvient  toujours  par  la  suite  des  transformations,  et 
quels  que  soient  d'ailleurs  les  nombres  a,  b,  c,  ...  [supposés 
toutefois  positifs  et  plus  grands  que  i],  à  une  équation  trans- 
formée qui  se  trouve  dans  l'un  de  ces  deux  cas  :  ou  de  ne 
plus  avoir  que  des  permanences,  ou  de  ne  plus  oflYir  qu'une 
variation. 

»  Dans  ce  second  cas,  ré(|uation  en  a:  a  une  racine  réelle 
positive  représentée  par  la  fraction  continue 


et  n'en  a  qu'une  seule  de  celle  valeur;  le  premier  cas,  au 
contraire,  arrive  toutes  les  fois  que  l'équation  n'a  aucune  ra- 
cine susceptible  de  l'expression  indiquée.  » 

En  vertu  de  celte  propriété  remarquable,  la  mélbode  de 
Lagrange  suffit  pour  reconnaître  d'une  manière  certaine 
l'existence  ou  l'absence  des  racines  réelles  ,  lorsqu'il  y  a 
doute;  et  la  séparation  s'effectue  bien  d'elle-même,  comme 
l'avait  annoncé  Fourier.  Quand  on  parvient  par  cette  mé- ' 
thode  à  une  transformée  qui  n'a  plus  que  des  permanences, 
les  deux  substitutions  considérées  ne  comprennent  aucun» 
racine  réelle  de  l'équation  proposée.  Quand  on  parvient  ii 
une  transformée  qui  n'a  plus  qu'une  variation,  les  résultat? 
successifs  fournis  par  les  transformées  précédentes  formeni 
une  fraction  continue,  dont  les  réduites  successives  repré- 
sentent des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  l'une  de- 
racines  réelles  de  la  proposée  comprises  entre  les  deux  sub- 
stitutions indiquées. 

Nous  renverrons,  pour  la  démonstration  du  théorème  (h 
M.  Vincent,  aux  Mémoires  de  ce  savant.  Nous  ne  croyons  pa> 
devoir  insister  non  plus  sur  les  ingénieux  perfectionnement;- 
apporlés  par  Lagrange  à  sa  méthode,  dans  le  but  de  rendri 
l'approximation  plus  rapide.  Au  point  de  vue  du  calcul  pro- 
prement dit,  on  peut,  en  effet,  se  servir  de  la  méthode  d<\ 
Lagrange  pour  obtenir,  avec  une  approximation  déterminée,! 
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les  premiers  chiffres  de  la  racine  cherchée;  mais  il  est  en- 
suite préférable  d'avoir  recours  à  la  méthode  d'approxima- 
tion de  Newton,  combinée  avec  celle  des  parties  proportion- 
nelles, comme  on  l'a  expliqué  dans  le  Chapitre  précédent. 

Pour  mieux  faciliter  la  comparaison  des  méthodes,  nous 
terminerons  en  appliquant  la  méthode  de  Lagrange  à  deux 
équations  déjà  traitées. 

Applications. 

1362.   I.     Soit  l'équation 
( I )  f{x)^  x^  —  ix  —  5=0, 

étudiée  au  n°  1333.  Nous  savons  qu'elle  admet  une  seule  racine  réelle 
comprise  entre  2  et  3,  et  qu'on  a/(2)  =  —  i  et/(3)  =  -f- 16. 

Nous  voulons  obtenir  cette  racine  à  0,000001  près.  Nous  avons 
donc  ici  (1337)  k  =  loooooo,  el  il  faudra  parvenir  à  une  réduite  dont 
le  dénominateur  soit  supérieur  à  \/k  ou  à  1000.  Pour  pouvoir  nous  ar- 
rêter juste  à  tempS;  nous  formerons  les  réduites  de  la  fraction  con- 
tinue d'après  la  règle  connue  (137),  au  fur  et  à  mesure  de  la  détermi- 
nation des  quotients  incomplets,  et  nous  écrirons  ces  réduites  entre 
crochets,  à  côté  des  relations  qui  mettent  les  quotients  incomplets  en 
évidence. 

Nous  poserons  (1336) 


(==) 


y     [r] 


La  transformée  enj-  sera,  daprès  ce  qui  précède, 

/i(j)=./b)j^-^/'(^>-)J^-^-7^J  +  '7^=o, 

c'est-à-dire,  en  changeant  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme  po- 
sitif, 

(2)  /j(  )  )=   )3_loj2—  6j    —  [  =  G. 

Cette  équation  ayant  une  seule  racine  plus  grande  que  i,  on  peut  y 
substituer  les  entiers  i,  2,8,  ...;  mais,  comme  o  et  10  donnent  un 
résultat  également  négatif,  on  commencera  les  substitutions  seulement 
à  10.  On  a/i(io)=  — 61  et /i (11)  =4- 54-  La  racine  cherchée  tom- 
bant entre  10  el  11,  on  posera 

I        r2i 


04? 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 


La  nouvelle  transformée  est 

/2(-)=/l(lO)33-^y,(lO)22H---l— -    2-^    YTT    ^" 

OU,  en  changeant  tous  les  signes, 

(3)  f-2(z)  =^  6l  Z^—  IJ^Z- — 20  3  I  =  O. 

On  3/2(1)=  —  54  et /2(2)  =  ^- 71.  La  valeur  (le  3  est  donc  comprise 
entre  i  et  u,  et  l'on  posera 

en  =  =  ..,; 

La  transformée  en  u  est 

ou,  en  changeant  tous  les  signes, 

(4 )  /s'' II)  =  54«* -r-  l'm- —  89.7  —  61  =  0. 

Cette  équation  a  toujours  une  seule  racine  plus  grande  que  1. 
Comme  on  trouve /s  (i)  =— 71  et /s  (2)  =-1- 293,  la  valeur  cherchée 
de  u  tombe  entre  i  et  2,  et  l'on  posera 


m 


(0) 


m 


La  marche  à  suivre  et  les  calculs  à  etl'ectuer  étant  toujours  les 
mêmes,  nous  nous  contenterons  maintenant  d'écrire  les  résultats  suc- 
cessifs. L'indice  de  /  augmente  d'une  unité  quand  on  passe  dune 
transformée  à  la  suivante.  Nous  aurons  (en  changeant  toujours  les 
signes) 

/(i»)  =  71  (-3 —  r-23i'- —  1871'  —  54  =  o, 

y:(i)  =  -293.     ./;(2)=:-352,     f,{Z)  = 

--^  m 

j\{.t)  =  352.S-5 —  173  V- —  3o3.v  —  71  =  o, 
/gdt^-igS.        /-(2)  =-T-i447- 


O  ) 


(fi) 


193, 


«,0 

(7) 

'■^,) 

(8  I 


[W 


f^i^t)  =  ig5f^'—  407^-—  883/  —  35>  =  o, 
144-,    /6(2)=-2i8G,    /6(3)  =  -i399,    /6(4)- 
I 


2084, 


3-T- 


[i] 


/-(  II'  )  =;  1 399(1'^  —  ig4ofr'2 —  1 348(1'  —  njj  =  o. 
f-(\\  —  —  2084,         f-  (  2  )  —-^  34  I , 
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m 


(0)  «'  =  i-h  i 

r 

(9)  fg(r)  =  2084 /-^-f-  loSir^ —  22Ô77'  —  1899  =  o, 

/8(i)=  — 341.  /s(2)  =  -^  14883, 

7  L  t>24  J 

(10)  /9(^)  =  34[fy3_6o57(/2_7.283^  — ao84  =  0, 

y;(i2)  =  — 26840,        /giiS)  =  -1-68181, 

/  -.  '       r  1 64 1 5  ] 

Le  dénominateur  de  cette  dernière  réduite  surpassant   1000.  nous 
pouvons  nous  arrêter  et  prendre 

1 64 1  ') 

X  =  ■ • 

7«37 

L'erreur,  commise  par  excès  puisque  la  dernière  réduite  est  de  rang 
pair,  sera  moindre  que 


ou  que 


(7837)-^  6i4i8569 

Cette  erreur  n'atteindra  donc  même  pas  le  chiffre  des  dix-millio- 
nièmes. Et,  en  effet,  en  réduisant  la  valeur  de  .r  en  décimales,  on 

trouve 

.V  =  2,094531486. . . , 

valeur  exacte,  d'après  ce  qui  précède  (13S3),  jusqu'au  chiffre  des 
cent-millionièmes. 

1363.  II.   Soit  l'ef/uatio/i 
<i)  f{x)  =  x^ — 7.r -1-7  =  0, 

déjà  considérée  (13oi,  1334).  Nous  savons  que  cette  équation  a  deux 
racines  positives  entre  i  et  2  et  une  racine  négative  entre  —  4  et  —  3. 

La  première  des  deux  racines  positives  étant  comprise  entre  i  et  - 

et,  la  seconde,  entre  -  et  2,  on  peut  facilement  transformer  l'équa- 
tion (i)  en  une  autre  équation  dont  les  racines  positives  n'aient  plus  la 
môme  partie  entière  (1338).  Il  suffit  de  multiplier  par  2  les  racines  de 
l'équation  (i),  qui  deviendra  (1037)  [en  conservant  le  même  symbole 
pour  l'inconnue] 

(2)  /(  -  j  =  a;3 —  28j:  -I-  56  =  o. 
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L'équalion  {i)  aura  alors  deux  racines  positives,  la  première  entre 
2  et  3,  la  seconde  entre  3  et  4.  et  l'on  pourra  les  calculer  en  suivant  la 
marche  ordinaire. 

Rien  n'empêche  d'ailleurs  de  calculer  les  deux  racines  positives  de 
l'équation  (i),  sans  lui  faire  subir  aucune  transformation  (  1338).  En 
effet,  puisqu'elles  sont  toutes  deux  entre  i  et  2,  on  peut  poser 

I 

.r  =  I  -;-  -  , 
1 

et^  n'aura  que  deux  valeurs,  l'une  plus  grande  que  2  cl  correspon- 
dant à  la  plus  petite  valeur  de  a-,  l'autre  plus  petite  que  2  et  corres- 
pondant à  la  plus  grande  valeur  de  .r. 
Or,  la  transformée  en  r  est  ici 

c'est-à-dire 

./i  C>')  =  J  ^  —  4/' -I- 3j- -M  =  o. 

On  a  alors 

/i(i)  =  +  i,        /,r2)=-..        /,(3)=-.-i. 

La  transformée  en  j  a  donc  bien  une  racine  entre  2  et  3  et  une  ra- 
cine entre  i  et  2.  Par  .suite,  on  posante  la  fois 

I  I 

les  deux  transformées  en  :;  n'auront  chacune  qu'une  seule  racine  plus 
grande  que  i,  et  les  deux  calculs,  poursuivis  parallèlement,  conduiront 
aux  deux  racines  positives  de  l'équation  (i).  Pour  avoir  ensuite  sa  ra- 
cine négative,  on  remarquera  que  la  somme  de  ses  trois  racines  réelles 
est  égale  à  zéro  (1036). 
Cherchons  d'abord  la  plus  petite  racine  positive  .r,,  en  partant  de 

r  =  a  -f-  -  •  On  aura  successivement 

fJz)    =s3-r-s2  — 2-— 1  =  0.  :;  =1—-!-; 

/^(u)  =11^ — 3u-—in  —  i  =  o,  Il  =  ^  —  -  ; 

f<^{v)    =  ('5 ^  20 1'-  —  94'  —  1  =  0,  f  =  20  -i ; 

/^((t')  =  j8i  («'3  —  391  (»'-  —  80 d'  —  1=0,  (»■  =  2  -^ — : 

f^(t)   =  2-7/=»— 528/2— ;22/  — 181  =  o,  t  =2—-; 

/7(.v)  =i52i.ç3 — -igov^ — II04.V  —  277  =  0.   t  =  I -i- -  ; 
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La  valeur  de  xi  est  donc 

1 


ei  les  réduites  successives  ont  pour  expressions 

[       3       4        19       384       787       1938       2745 
1        1       3        i4        283        000        1443        2023 

En  s'arrêtant  à  l'avant-dernière  réduite  (qui  est  de  rang  impair),  on 
commet  une  erreur  par  défaut  moindre  que 

—  =  0,00000034 .... 


1443  X '2023       2919189 

On  a  d'ailleurs 

1^=.., 3^689535.... 
1443  -^ 

Par  conséquent 

.ri  =  !  ,356895 

est  la  plus  pelile  racine  positive  de  l'équation  (i),  à  un  millionième  près 
par  défaut. 
Cherchons  maintenant  sa  plus  grande  racine  positive  .r,.  en  parlant  de 

/  =  !  +  -•  On  aura  successivement  [d'après  l'équation 

/]  (j-  )  -- .)  •'  —  î.)  -  -H  3  r  -,-  I  ~  o 
et  en  conservant  les  mêmes  notations  pour  ce  second  calcul  J 
/•,■=,  ^  . 

f^(u)  =  u^  —  iu-  —  4 "  —  1  =  0,        Il  =  i  -] —  ; 

Cette  dernière  transformée  étant,  par  une  propriété  spéciale,  iden- 
tique à  celle  de  même  rang  dans  le  calcul  précédent,  il  est  inutile  d'aller 
plus  loin.  A  partir  du  quotient  incomplet  4,  nous  obtiendrons  de  part 
et  d'autre  les  mêmes  quotients  incomplets  dans  le  même  ordre.   La 
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valeur  de  .r-y  csL  donc  celle  fois 


.r,  =  I 


4- 


el  les  réduites  successives  ont  pour  expressions 

I       a       3       Ti.       41'»       9i'       25169       3i8i 
I        I        i       i3       -iG'J       ÔJ9       ib4i       1^)80 

En  s'arrêlanl  à  ravanl-dernière  réduite,  on  commet  une  erreur  par  dé- 
faut moindre  que 

— — —  —  -^ —  =  0  ,000000  Jq  .... 

i34i  X  iJiHo         2J21080 

On  a  d'ailleurs 

2269 

-— -  ^  I  ,  69202087 .... 

1 041 

Par  conséquent, 

X5  =  1 ,692020 

pourrait  présenter  une  erreur  par  défaut  supérieure  à  un  millionième. 
On  prendra  donc,  pour  la  plus  jrrande  racine  positive  de  Téquation  (1). 

j;,  =  I  ,  69202 1 , 

et  l'erreur  commise  sera  alors,  par  défaut  ou  par  excès,  inférieure  à  un 
millionième  (il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  erreur  est  une  très  faible 
erreur  par  excès). 

On  aura  enfin  la  racine  négative  x^  de  l'équation  (i)  en  prenant  en  signe 
contraire  la  somme  de  ses  deux  racines  positives.  Cette  racine  négalivc 
sera  donc 

.r3  = —  3,048916 

et,  d'après  ce  qui  précède,  elle  se  trouve  ainsi  obtenue  à  un  millionième 
près  par  excès. 
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CHAPITRE  XI. 

RECHERCHE  DES  RACINES  LMAGINAIRES. 


Méthode  de  Lagrange  pour  le  calcul  des  racines  imaginaires. 

136i.  Nous  avons  déjà  dit  quelques  mois  de  la  recherche 
des  racines  imaginaires  d'une  équation. 

En  construisant  ses  points  racines  (1016),  on  détermine 
graphiquement  les  racines  imaginaires  qu'elle  peut  admettre. 

Au  point  de  vue  algébrique,  le  mieux  est  de  recourir  à 
l'élimination,  comme  nous  l'avons  expliqué  (1198).  La  re- 
cherche des  racines  imaginaires  est  alors  ramenée  à  la  re- 
cherche des  racines  réelles  d'autres  équations  déduites  de 
l'équation  proposée,  et  toutes  les  méthodes  précédentes  sont 
applicables. 

Le  théorème  de  Sturm  (12G8)  permet  d'ailleurs  de  con- 
naître exactement  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 
proposée  et,  par  suite,  celui  de  ses  racines  imaginaires.  Si 
l'équation  a  ses  coefficients  réels,  ses  racines  imaginaires  sont 
conjuguées  deux  à  deux  (  1031). 

1365.  Lagrange,  conformément  à  sa  méthode  (1265,  1355), 
procède  comme  il  suit. 

Supposons  qu'on  ait  formé,  relativement  à  Téquation  con- 
sidérée /(g)  =  o,  l'équation  aux  carrés  des  différences  des 
racines  (1151,  1152).  Cette  équation 

Y{u)  =  o 

a  (1228)  autant  de  racines  négatives  (et  sa  transformée  en  —  a 
autant  de  racines  positives)  que  l'équation  donnée  a  de 
couples  de  racines  imaginaires  conjuguées. 

Si  cette  équation  admet,  par  exemple,  les  deux  racines  ima- 
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ginaires  conjuguées  a  -+-  (3i  et  a  —  (3/,  le  carré  de  leur  ditlé- 
rence  sera  —  4(5%  et  la  transformée  en  —  u  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences  aura  une  racine  positive  égale  à  4(3^ 
Par  suite,  si  les  racines  positives  de  cette  transformée  sont 
«,,  Ui,  ii-i,  .  .  .,  les  valeurs  correspondantes  de  (3  seront 

v/mi       v/«7       y/«3 

2  2     '  2 

Pour  trouver  maintenant  les  valeurs  de  a  associées  aux 
valeurs  de  [3,  on  n'a  qu'à  substituer  a^-hyi  à  la  variable  c 
dans  l'équation  donnée /(s)  =o;  en  égalant  ensuite  séparé- 
ment à  zéro  la  partie  léelle  et  la  partie  imaginaire  de  son 
premier  membre,  on  la  remplacera  (1198,  1199)  par  les  deux 
équations 


,2.3   '  •'    ^    ^   1.2.3.4.5       ■■■ 

L'une  des  valeurs  de  (3  étant  substituée  à  y  dans  ces  équa- 
tions, les  deux  équations  en  ^  qui  résulteront  de  cette  sub- 
stitution devront  avoir  pour  racines  communes  les  valeurs 
de  a  associées  à  la  valeur  choisie  pour  [3.  Par  conséquent,  si 
l'on  regarde  /  comme  connue,  les  premiers  membres  des 
équations  (A)  admettront  un  plus  grand  commun  diviseur 
en  ^;  et  ce  plus  grand  commun  diviseur,  égalé  à  zéro,  aura 
précisément  pour  racines  (  1079)  les  valeurs  de  a  associées  à 
la  valeur  de  [3  que  v  est  supposée  représenter. 

Il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer. 

Si  toutes  les  valeurs  de  [3  sont  inégales,  chacune  d'elles 
répondra  à  une  seule  valeur  de  a,  et  le  plus  grand  commun 
divisem'  dont  nous  venons  de  parler  sera  du  premier  degré. 
On  devra  donc  poursuivre  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  par- 
vienne à  un  reste  du  premier  degré  en  x  ;  et,  en  l'égalant  à 
zéro,  la  valeur  de  a;  qu'on  en  déduira  sera  l'expression  géné- 
rale de  a,  c'est-à-dire  que  chaque  valeur  de  (3  mise  à  la  place' 
de  /  dans  cette  expression  fera  connaître  la  valeur  correspon- 
dante de  y.. 

L'équation  donnée  étant  débarrassée  de  ses  racines  égales, 
si  (3  présente  plusieurs  valeurs  égales,  les  valeurs  correspon- 
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danles  de  a  seront  différentes  pour  chacune  d'elles  :  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (A)  sera  alors  d'un  degré  indiqué  par  le  nombre  de  ces 
valeurs  égales  de  |3. 11  faudra  donc  pousser  l'opération  jusqu'à 
un  reste  de  ce  degré,  qu'on  égalera  à  zéro,  et  dont  les  racines 
(/  étant  remplacé  dans  le  premier  membre  de  l'équation  for- 
mée, par  la  valeur  multiple  de  (3)  seront  les  valeurs  cher- 
chées de  a. 

1366.  Tant  que  les  parties  réelles  des  racines  imaginaires 
de  l'équation  donnée, /(^)  =o,  diffèrent  aussi  bien  entre 
elles  que  des  racines  réelles  de  cette  équation,  il  n'y  a  rien  à 
ajouter  à  ce  qui  précède.  Mais  il  peut  arriver  que  cette  con- 
dition ne  soit  pas  remplie.  Dans  celte  hypothèse,  l'équation 
aux  carrés  des  différences  peut  avoir  plus  de  racines  néga- 
tives que  la  proposée  n'a  de  couples  de  racines  imaginaires 
conjuguées  ;  et  il  faut  alors  faire  attention  que,  si  la  méthode 
conduit  à  des  valeurs  imaginaires  pour  les  parties  réelles  des 
racines  imaginaires,  ces  valeurs  doivent  nécessairement  être 
rejetées  comme  inadmissibles  d'après  l'hypothèse. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'équation /(:;)=:  o  ait  en 
même  temps  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées 

a  -T-  3/     et     y.  —  3  i, 

et  une  racine  réelle  a=iy..  L'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences aura  les  deux  racines 

(  a  —  a  ~  '^jiy-     (M      (  a  —  a  —  f3  iy, 

c'est-à-dire,  puisque  a^^a,  les  deux  racines  négatives  égales 
—  j3-,  en  outre  de  la  racine  négative  —4(3-,  qui  correspond 
aux  deux  racines  imaginaires  conjuguées.  Or,  les  deux  racines 
négatives  égales  —  |3-,  qu'on  vient  de  trouver  à  cause  de  la 
racine  réelle  a  égale  à  a,  pourraient  répondre  également  à  ces 
deux  couples  de  racines  imaginaires  conjuguées  : 

;-*  H'    •  ,-'    •  .  P    • 

a.-^-        et      a,—  -«,      a.>-f--/     et     a, /. 

2  2  2  2 

Ainsi,  l'équation  aux  carrés  des  différences  ayant  trois  ra- 
cines négatives,  dont  une  double,  la  proposée  peut  avoir  une 
seule  couple  ou  trois  couples  de  racines  imaginaires  conju- 
guées. 
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On  voit  par  là  f|ne,  si  la  transformée  en  — u  de  l'équalion 
aux  carrés  des  différences  F  (m)  admet,  parmi  ses  racines  po- 
sitives, des  racines  égales,  toute  racine  positive  simple  con- 
duit bien,  comme  précédemment,;!  une  couple  de  racines  ima- 
ginaires conjuguées  de  la  proposée;  mais  que  chaque  racine 
positive  multiple  peut  conduire  à  un  nombre  de  couples  de 
racines  imaginaires  conjuguées  de  la  proposée,  qui  dépend  de 
son  ordre  de  multiplicité,  sans  être  toujours  égal  à  cet  ordre. 

Supposons,  pour  préciser,  que  F( — ?/)=:o  ait  une  racine 
positive  double  égale  à  |3.  Pour  cette  racine,  il  faudra  pour- 
suivre, comme  nous  l'avons  dit,  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  des  premiers  membres  des  équations  (A) 
[1365],  jusqu'à  un  reste  du  second  degré  en  x.  Les  racines 
de  ce  reste,  égalé  à  zéro,  seront  les  valeurs  de  a  qu'on  doit 
associer  successivement  à  |3,  Or,  cette  équation  du  second 
degré  pouvant  avoir  ses  deux  racines  réelles  ou  imaginaires, 
la  valeur  double  de  (3  répondra  à  deux  couples  de  racines  ima- 
ginaires conjuguées  de  la  proposée  ou  à  aucune. 

De  même,  si  F( —  «)  =  0  a  une  racine  positive  triple  égale 
à  (3,  il  faudra,  pour  celle  racine,  poursuivre  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur  jusqu'à  un  reste  du  troisième 
degré  en  x.  Les  racines  de  ce  reste,  égalé  à  zéro,  seront  les 
valeurs  de  a  qu'on  doit  associer  successivement  à  ^.  Or,  cette 
équation  du  troisième  degré  pouvant  avoir  une  racine  réelle 
et  deux  racines  imaginaires  ou  trois  racines  réelles,  la  valeur 
triple  de  |3  répondra  à  une  seule  couple  ou  à  trois  couples  de 
racines  imaginaires  conjuguées  de  la  proposée,  etc. 


Exemple. 

1367.  En  remplaçant  par  z  le  symbole  x,  appliquons  ce  qui  précède 
à  l'équation  déjà  considérée  (1362) 

f(z.)^z-^—y.z—-i  =  0. 

Elle  a  une  racine  positive  que  nous  avons  évaluée  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  que  nous  nous  proposons  de  calculer  avec 
quatre  chiffres  décimaux  à  leur  partie  réelle  et  au  coefficient  de  leur 
partie  imaginaire.  Nous  avons  déjà  remarqué  que  léqualion  donnée  a 
pour  équation  aux  carrés  des  différences  (1333)  l'équation 

Yiu)  =  n^ —  iiu--^  36 «  -I-  6  |3  =  o, 
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dont  la  transformée  en  —  a  est 


OOT 


F(—  u)  =  y{u)  =  u^-^  lin-  -!-  367<  —  643  =  o. 

Cette  équation  a  une  seule  racine  positive  ui,  dont  la  détermination 
résoudra  la  question.  Cherchons  à  approcher  de  cette  racine,  d'après  la 
méthode  de  Lagrange  (  13S6).  Nous  aurons  successivement  (1362,  1363) 

y(5)=— 38,         7(6)  =  +  •?/>.!, 


y  i(c)  =  38i'^ —  aSi  ('■' —  271'  —  I  =  o, 
7.1(6)  =  —  271.         7,(7)  =^i5-25, 


6-h 


7,(5)  =  -io53,         7,(6)  =^8837, 
160 


(V  :=  5 


I       r  160 
7        [tT 


yz{t)  —  Io53^^  —  68>> /2 —  0760^  —  271  =  o, 
7i(6)=  — 34975,    7:i(7)  = -H  73 10, 
I 


t  =  G^ 


m^- 


La  racine  positive  «1  que  l'on  cherche  a  donc  pour  développement  en 
fraction  continue 

6  ~- 


QQ  I 

La  dernière  réduite  ^^—  étant  de  ran»  pair,  l'erreur  commise  par 
192 

excès  en  s  v  arrêtant  est  moindre  (tue  , ou  que 

(i9-2)-2 


En  prenant 


36864 

,,  _  99' 
'1  — 

192 


=  o, 00002 ■ 


=  5,iGi î5f 


et  en  négligeant  les  deux  derniers  chiffres,  on  commet  donc  une  erreur 
par  défaut  certainement  moindre   qu'un  d  x-m'llième.   On  a,  avec  la 
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///  cinc  appro.  ri  m  ci  l  ion , 

ai  (Jrit/i/u.,  '3 i3)  

v/5;7674^ 
•> 

Si  l'on  subàliluc  maintenant  .r-hji  à  la  place  de  :■  dans  l'équation 
donnée,  on  en  déduit  (  J363)  les  deux  équations 


(A) 


.r^  —  (  3j  2  -1-  2).r  —  5  =  o, 
3.r-—  }  2  ^  1  =  o. 


On  doit  clierclier  le  plus  grand  commun  diviseur  en  j-  des  premier» 
membres  de  ces  équations  et  arrêter  l'opération  au  reste  du  premier 
degré.  Ce  reste,  égalé  à  zéro,  conduit  à  la  relation 

—  8  )  -  .r  —  'i  ./■  —  1 5  =  o , 

d'où  l'on  déduit 

_  1 3 

En  remplaçant.  )"  par  p  ou  Sr-  par  HS^.  on  doit  prendre  alors 
{Arithm.,  33 i) 

=:  = —, — ^  =  —  1-0473, 

14.5-226 

valeur  obtenue  à  un  dix-millième  près  par  excès  ou  par  défaut.  Les 
deux  racines  imaginaires  cherchées  ont  donc  pour  expression,  jusqu'à 
l'ordre  décimal  indiqué, 

—  1 .0470  ==  1, 1359/. 


Élimination  et  méthode  d  approximation  de  Newton  combinées. 

1368.  Quand  on  opère  par  voie  d'élimination  pour  arriver 
à  la  détermination  des  racines  imaginaires  d'une  équation 
(1198,  1199),  on  peut,  après  les  premières  substitutions,  re- 
courir à  la  méthode  de  Newton  pour  obtenir  rapidement  des 
résultats  plus  approchés.  Celte  marche  semble  devoir  èlre 
préférée  dans  la  pratique. 

Nous  nous  contenterons  de  l'appliquer  à  l'exemple  suivant. 

1369.  Soit  à  chercher  lea  racines  de  l'équation 

(0  /(G)  =  ,.^-27..-i-8i=zo. 

D'après  le  théorème  des  lacunes  (1220),  cette  équation  a 
au  moins  deux  racines  imaginaires.   Le  théorèiiîe  de  Sturm 
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(1268)  montre  facilement  qu'elle  a  ses  quatre  racines  imagi- 
naiies.  La  suite  des  fonctions  donne,  en  effet,  ce  tableau  : 

A.1  —  4  ^  J.  j .         —  -r- 

/j2'~^  ol  z  —  024 —  -4- 

Z3—  — 18549 -      —         — 

Pour  trouver  les  racines  dont  il  s'agit,  nous  poserons 
^  =  a?  +  )  /,  et  nous  obtiendrons  (J198,  1199)  les  deux  équa- 
tions 

/X'^)  -/"(^i-)  -^  -^r"'{-r)  — ^  =  o, 

•  •'  \  .1      ''  1.2.3.4 

/•'(.r) -/"(..•)  Y7^  =0, 

c'est-à-dire 

(2)  .X-'* —  6>"^j7-^  a-.z'  — j*-!-  81  =  o, 

(3)  4^.3_    4  j2j;-_   2-  =0. 

On  déduit  de  l'équation  (3) 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (2),  y  est  éli- 
minée. On  trouve  ainsi,  en  changeant  les  signes  des  deux 
membres, 

64.^^  —  1296  X-  —  729  =  o, 

équation  qui  n'a,  comme  racines  réelles  (1215),  qu'une  racine 
positive  et  une  racine  négative.  On  pourrait  la  résoudre  direc- 
tement à  ce  point  de  vue;  mais  les  calculs  sont  plus  simples, 
si  l'on  change  de  variable  en  posant 

(5)  x-='^—' 

2 

On  a  alors  64^*^=;t'S  1296.^7-=  324  <',  ^t  l'équation  en  x 
devient 

(6)  <p(t^)  ^  ('3  —  324*' —  729  =:0. 

Celte  dernière  équation  n'a  qu'une  racine  positive,  et  c'est 
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celle-là  qu'il  faut  calculer.  Enmeltaïit  le  premier  membre  de 
l'éfiualion  (6)  sous  la  forme 

i'(r2— 324)  —  7.^.9, 

on  voit  qu'il  faut  commencer  à  18  les  substitutions  entières. 
On  a  successivement 

9(18)=— 729,         9(19)=— 26,        9(20)  =-f- 791. 

La  racine  positive  cliercbée  tombe  donc  entre  19  et  20; 
comme  on  a  9(19,1)  =^-t-  50,471,  elle  tombe  entre  19  et  19,1. 
On  passe  alors  aux  centièmes,  et,  comme  on  a 

9(r9,o3)  =—3,178673,         9(19,01)  =—  4,45126.4, 

cette  même  racine  est  comprise  entre  19,08  et  19,04.  Une 

première  application  do  la  formule  de  Newton  (1345,  1346) 

donne 

o(ro.o3)  — 3,1786-3  . 


o\ig,o3)  762,4227 


0,0041. 


On  a  doue  les  deux  limites  19,0341  et  19,0342,  pour  les- 
quelles on  trouve 

9(19,0341  )  ^  —  0,051780178179 
et 

9(19,0342)  =-h  0,024509481688.. 

Une  nouvelle  application  de  la  formule  donne 

o(iq.o34i)  — 0,051-80178179  , 

-  o-U9,o34i)  =-      762,89088843   •   =<>'<^«--67b7. 

On    a    donc,   comme    nouvelles   limites,    k;, 03416787   et 
19,03416788,  de  sorte  qu'on  prendra,  par  délaut, 

(•  =^  19,03416787. 

La  relation  (5)  conduira  ensuite,  avec  la  mèn.e  a,)proxima- 
tion  (Arithm.,  343),  à  la  valeur 

x^=- —  =zir  2,18140825. 
2 

L'équation  (4)  donnera  alors,  pour  la  valeur  positive  de  x 
{.irithm.,  332), 

y"-  =  1,66421c, 
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c'est-à-(lirc  {A rit/un.,  343) 

y—dz  1,290042; 
et,  poit/-  la  valeur  négati^'e  de  jc, 

1-2—7,852873, 

c'est-à-diru 

7  =  3=2,802297. 

On  a  donc,  finalement,  pour  les  qualre  racines  imaginaires 
de  l'équation  (i), 

z  =i-\-  2,181/408  ±z  I,  290042 /, 

Z  ■:= —  2,l8l4o8  31  2,  802297  i. 

La  marche  qu'on  vient  d'exposer  est  également  applicable 
aux  équations  dont  tous  les  coefficients  ne  sont  pas  réels. 
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LIVRE  DIXIÈME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(suite). 

DE  LA  RÉSOLUTION  ALGÉRRIQUE  DES  ÉQUATIONS. 


OBSERVATIONS     PRÉLIMINAIKES. 

1370.  Nous  avons  marqué  (997)  la  distinction  nécessaire 
entre  la  résolution  des  équations  numériques  et  celle  des 
équations  générales,  et  nous  avons  dit  que,  au  delà  du  qua- 
trième degré,  la  résolution  algébrique  des  équalions  gé/ié /-a les 
devenait  impossible. 

Après  avoir  traité  complètement  de  la  résolution  numé- 
rique des  équations  de  tous  les  degrés  dans  le  Livre  précé- 
dent, nous  allons  consacrer  celui-ci  à  l'exposition  des  mé- 
tliodes  spécialement  applicables  aux  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré,  et  à  certaines  classes  d'équations  de 
tous  les  degrés.  Mais  là,  nous  serons  forcé  de  nous  borner,  le 
champ  à  parcourir  devenant  beaucoup  trop  étendu. 

Il  convient  d'abortl  de  remarquerque  toutes  les  mélhodesqui 
ont  été  employées  jusqu'à  Lagrange,  pour  résoudre  les  équa- 
tions générales  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  consis- 
tent à  ramener  leur  résolution  (par  des  substitutions  ou  trans- 
formations convenables)  à  celle  d'une  équation  de  degré 
inférieur,  qu'on  appelle  la  réduite  ou  la  résolvante  de  la 
proposée.  Les  racines  de  la  résolvante  étant  déterminées, 
celles  de  la  pi'oposée  s'ensuivent.  La  résolution  de  l'équation 
du  second  degré  elle-même  n'échappe  pas  au  fond  à  cette 
marche  {Alg.  élém.,  232). 

Les  racines  de  l'équation  donnée  étant  ainsi  des  fonctions 
les  racines  de  la  résolvante,  celles  de  la  résolvante  sont  à  leur 
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loiiv  (les  foiulioiis  des  racines  de  la  proposée.  Il  en  résulte 
que  les  méthodes  dont  il  s'agit  reviennent  à  trouver  une  l'onc- 
tion des  racines  de  l'équation  considérée  qui  puisse  dépendre 
d'une  équation  de  degré  inférieur,  et  faire  ensuite  connaître 
facilement  les  racines  de  la  proposée. 

C'est  d'après  ces  principes  que  Lagrange  (')  a  donné  une 
méthode  uniforme  très  remarquable  pour  la  résolution  algé- 
brique des  équations  des  quatre  premiers  degrés,  méthode 
qui  peut  s'appliquer  également  aux  équations  binômes  de  tous 

les  degrés. 

Malheureusement,  passé  le  quatrième  degré,  cette  méthode 
ne  conduit  plus  qu'à  des  résolvantes  dont  le  degré  est  supé- 
rieur à  celui  de  l'équation  donnée  et  qui,  par  conséquent,  ne 
peuvent  plus  utilement  être  employées  à  sa  résolution. 

Nous  laisserons  donc  de  c«Mé  la  méthode  de  Lagrange,  d'ail- 
leurs plus  longue,  et  nous  nous  en  tiendrons  aux  méthodes 
spéciales  par  lesquelles  on  est  parvenu  en  premier  lieu  à  ré- 
soudre algébriquement  les  équations  du  troisième  et  du  qu;i-| 
trième  degré. 


I 

(')  Lagrange,  Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques,  N'Hei 
XIII,  et  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  (1770,  ly'yO-  1 

Comme  niluslre  auteur  l'indique,  Vaxdermonde,  par  une  métliode  pl.i^, 
directe  (c'est  Lagrange  qui  parle),  était  arrivé  en  même  temps  que  lui  aux 
mêmes  résultats  {Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  an- 
née i77i)' 
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CHAPITRE  PREMIER. 

RÉSOLUTIOxN  GÉNÉRALE  DE  L'ÉQUATION  DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 


Cas  particulier  de  l'équation  du  troisième  degré. 

1371.  Comme  nous  l'avons  fait  pour  le  second  degré  {Algèbre 
élém.,  231),  nous  considérerons  d'abord  un  cas  particulier. 

Supposons  que  Téquation  proposée  n'ait  ni  terme  du  se- 
cond degré,  ni  terme  du  premier,  c'est-à-dire  qu'elle  se  ré- 
duise à  la  forme  binôme  {Alg.  élém.,  267) 

(i)  .r'*— A=:o, 

A  étant  une  quantité  quelconque,  réelle  ou  imaginaire.  On 
en  déduit 

et  l'inconnue  est  l'une  quelconque  (8i-6)  des  racines  cubiques 
de  A. 
Si  l'on  pose  (836) 

A  =  /(cosa  -r-  /  sina), 

on  a,  par  la  formule  de  Moivre  (8i3  et  suiv.), 

3  -  /        a  -f-  2  A-  -        .   .     a  -r-  2  A"  77 
X  =  V  /■  I  cos  — — 5— r  i  sin 

et  l'on  trouvera  les  trois  valeurs  de  x  ou  les  trois  racines  de 
l'équation  (i),  en  substituant  à  l'entier  k  les  valeurs  o,  i,  2. 

On  peut  aussi  se  servir  de  cette  propriété  fondamentale, 
que,  dans  tous  les  ordres,  les  racines  d'une  quantité  quel- 
conque s'obtiennent  en  multipliant  l'une  d'entre  elles  par  les 
racines  correspondantes  de  l'unité  (850). 

Or,  si  l'on  part  de  l'équation 

a;'  —  1=0, 
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dont  rime  dos  racines  est  évidemment  égale  à  i,  on  a,  en  la 
supprimant,  c'est-à-dire  en  divisant  (li)  le  premier  membre 
r^ —  I  par  jc  —  I,  à  résoudre  Téqualion  du  second  degré 

.r''^-f-  X  +  \  ^~  o, 
d'où  résultent  les  deux  autres  racines  (') 
—  I  -h  <  V^S       —  I  —  i\iï 

ot  il  est  facile  de  vérifier,  comme  on  l'a  déjà  fait  (Soi),  qu;' 
chacune  d'elles  est  le  carré  de  Vautre.  Ainsi,  l'unité  a  trois 
racines  cubiques,  dont  deux  sont  imaginaires,  et  si  l'une  de 
ces  racines  imaginaires  est  désignée  par  y.,  l'autre  le  sera 
par  y}. 

Par  suite,  en  revenant  à  l'équation  (i)  ou  .r^ — A  =:  o,  si  a 
est  l'une  quelconque  des  trois  racines  cubiques  de  A,  les  trois 
racines  de  l'équation  (i)  ont  pour  expressions 


Cas  général  de  l'équation  du  troisième  degré. 

1372.  Prenons  maintenant  l'équation  du  troisième  degré 
sous  sa  forme  la  plus  générale 

Ao •ï-''  -f-  \  1 X'  -H  A, a;  +  A3  =  o. 

Nous  ramènerons  d'abord  le  coefficient  de  son  premier  terme 
à  l'unité  en  multipliant  ses  racines  par  3  A^  (1057)  ou  en  rem- 
plaçant X  par 

X 

3T0' 


(')  On  trouverait  facilement  les  mêmes  résultais,  à  l'aide  de  la  formule  \ 
de  Moivre  appliquée  à  l'unité,  c'est-à-dire  à  l'aide  de  la  formule  (8i7) 

3/-              ik-        .   .     jAir 
1/ 1  =  cos  — T, h  i  sin  —7: — 

o  -5 

A-  =  0   donne   ^1  =  1;    k  =  i    flonnc   '\/ ^  = '-  i  — ;   A'  =  2    donne 

V/'--^-'^   (Trigon.). 
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Il  viendra 

A,,  J^^4-  3  AoAiO^'^H-  qAjAjJ^"  +  27  Ao  A3=  o 

ou,  en  divisant  par  A,,, 

jc^-+-  3Ai.r^+  QAoAa.r  +27  AjAs^  o. 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  de  cette  première 
transformée,  il  faut  (i06i)  remplacer  r  par 

3  Al  . 

■r ^         ou  par         v — Ai. 

(Jn  voit  (|ue  cette  double  transformation  revient  à  remplacer 
immédiatement,  dans  l'équation  proposée,  jc  par 

ce  —  Al 


3Ao 


Qu'on  opère  d'une  manière  ou  de  l'autre  (en  chassant  les 
dénominateurs  dans  l'hypothèse  de  la  transformation  immé- 
diate), on  trouve  pour  nouvelle  transformée 

./■■^4-3(3AoA2—  A])^  +  (2A'J  — 9A0A1A2+  27A^A3)  =0. 

On  peut  donc  réduire  toute  équation  complète  du  troisième 

degré  à  la  forme 

x'^-h  pœ  ~h  f^/  =  o, 

en  posant 

p=-i{3\o\,-Al),         y^=2AÎ-9AoA,A,+  27A^\3; 

et,  lorsqu'on  aura  ohtenu  les  racines  de  celte  dernière  équa- 
tion, il  faudra  les  augmenter  de  —  Aj,  puis  diviser  les  résul- 
tats par  3Ao,  pour  avoir  les  racines  de  la  proposée. 

1373.  Nous  n'avons  donc  plus  qu'à  chercher  les  formules 
générales  de  résolution  de  l'équation 

(i)  x^-h  pcc  -h  q  =^0. 

Pour  cela,  posons 
(2)  j::=y-\-z. 

L'équation  (1)  devient,  par  substitution, 
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c'esl-à-dire,  en  dévcloppanl, 

j3  4_  3  j2  -  4-  3  y -2  -i-  ,-3  -4-  p  (  ,-  ^  -  )  +  r/  =r  o 

011,  eu  groupant  les  leinios, 

(f    hh)  j^H- ;35+ <y -!-(>•  +^)  (3/2  4- /J)  —o. 

Mais  le  partage  d'une  quantité  x  en  deux  autres,  /et  z,  peut 
SL'  faire  d'une  infinité  de  manières  ou,  si  l'on  veut,  les  incon- 
nues auxiliaires  y  et-  n'étant  assujetties  qu'à  la  condition  (2) 
on  peut  les  soumettre  à  cette  seconde  condition,  d'ailleurs 
arbitraire, 

(3)  ivz-^p^o        ou         z=i—  1^' 

L'é(iualion  (i  bis)  devient  alors 

(1)      r-^j+V^o         ou         y«  +  r/.v3-|^  =0, 

équation  qui  peut  se  résoudre  comme  les  équations  du  second 
degré,  en  regardant  r^  comme  l'inconnue.  Elle  fera  donc  con- 
naître V,  d'où  l'on  déduira  ensuite  c  par  la  relation  (3),  et  l'on 
aura  l'inconnue  principale  x  par  la  relation  (2). 
Comme  on  a  à  la  fois,  d'après  ce  qui  précède, 

r^H-G^^— 7         et         y^^3  =  — i- , 

on  peut  remarquer  aussi  qu'on  connaît  la  somme  et  le  pro- 
duit des  deux  quantités  r^  et  z"",  et  qu'elles  sont,  par  suite,  les 
racines  de  l'équation  du  second  degré  {Alg.  élém.,  243) 

Cl  bis)  t--^qt  —  '—  —O, 

'■'~J 

réduite  qui  remplace  alors  la  résolvante  (4)  en  >  (1370). 
On  a  donc  finalement 


^"=-^\/FI'     ^'=-f-/f 


27' 


c'est-à-dire 


4      '     27 
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't,  d'après  (2), 


/ 
6)      a:  =  i/  - 


^-^v^FI-v-iV? 


El 


Telle  est  la  formule  générale  de  résolution  de  l'équation  du 
iroisième  degré  privée  de  son  second  terme.  Cette  formule  est 
attribuée  à  Tartaglia,  mais  elle  porte  le  nom  de  Cardan  (^), 
qui  lui  a  certainement  donné  une  plus  grande  extension. 
ViÈTE  et  Albert  Girard  s'en  son!  ensuite  occupés. 

Les  deux  radicaux  cubiques  qui  entrent  dans  la  valeur  de 
^sont  respectivement  susceptibles  de  trois  déterminations  dis- 
tinctes (8i6,  1371),  En  réunissant  ces  déterminations  deux  à 
deux  de  toutes  les  manières  possibles,  on  obtiendrait  donc 
«e/// valeurs  pour  l'inconnue,  qui  n'en  admet  que  trois  (1017). 
On  remarque  alors  que,  en  vertu  de  l'équation  de  condi- 
tion (3),  on  ne  doit  assembler  que  les  déterminations  dont  le 

produit  est  égal  à  —  -■ 

Si  l'on  désigne  alors  par  A  et  par  B  deux  déterminations  res- 
pectives satisfaisant  à  cette  condition,  par  y.  et  par  a-  les  deux 
racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité,  les  déterminations  du 
premier  radical  cubique  de  la  valeur  de  x  seront  (830,  1371) 

A,  A  a,     ky}, 
et  celles  du  second, 

B,  Ba,     B^:-. 

Le  produit  AB  étant,  par  hypothèse,  égal  à  —  4'  et  a^  étant 

l'unité,  le  produit  des  déterminations  à  associer  pour  avoir 
les  valeurs  de  x  devra  nécessairement  être  égal  à  ABa'  ou 
à  AB.  et  l'on  aura  ainsi,  pour  les  trois  valeurs  de  x  [équa- 
tion (6)] 

x,=.   A   -^B, 

^2^=  A  a  -T-  Ba-, 
^3=  Aa^^Ba, 


(')  Cardan  et  Tartaglia,  savants  italiens,  nés  au  commencement  du 
XVI*  siècle;  Viète,  profond  mathématicien  français  (i54o-i6o3)  ;  Albert  Gi- 
rard, géomètre  hollandais,  mort  en  i63j|. 


(7) 


o'jo  algi:bre  supérieure. 

oti,  en  remplaçant  a  el  a-  par  leurs  valeurs  (1371), 

/  :r,  =  A  -f-  B, 

,       .   ,  .V"       r»-'-iV'3       •     A+B        .(A-B)v/^ 
A h  B  ^—  z= h  i — 


—  i  +  <V3 

—  \  —  i\JZ 

0-3=  A -^^"  +  B -iiM  :.- ^^^  -  «ii^nil^ 


ISTV.  Les  six  autres  valeurs  de  x  qu'on  doit  rejeter  sont, 
d'une  part 

A  +  Ba,     Aa4-B,     Aa^+Ba-, 

et,  de  l'autre, 

A  +  Ba^     Aa-+B,     Aa-i-Ba. 

Le  produit  des  déterminations  associées  est  ABa  ou r-  ? 

pour  les  premières  (puisque  a''^=  a^a  ==  a);  il  est  ABa-  ou 

—  At-  pour  les  secondes. 

Par  conséquent,  Xa  formule  de  Cardan  résout  à  la  fois  les 
trois  équations  (1373) 

x^-^px-^qzrzo,      x'^ -\~  pax  +  q  =zo,      x^ -]- p  X- X  n- q  ^=  o; 

et,  en  égalant  à  zéro  le  produit  de  leurs  premiers  membres, 
on  obtient  l'équation  résultante  du  neui'ième  degré  qui, 
d'après  les  valeurs  de  a,  oC-,  y?,  se  réduit  à 

^•^  +  3  7  x'^  -1-  (  />^  +  3  q'  )  x'^  +  q'^-^O. 

1375.  La  méthode  exposée  (1373)  pour  la  résolution  géné- 
rale de  l'équation  du  troisième  degré  privée  de  son  second 
ferme  est  due  à  Hudde  (•),  et  elle  est  applicable,  que  les  coef- 
licients  p  Qi  q  soient  réels  ou  imaginaires.  Nous  allons  main- 
tenant pousser  plus  loin  la  discussion  de  la  formule  de  Cardan, 
en  supposant  ces  coefficients  réels. 


(')  Savant  géomèlre  hollandais  (i633-i-o4). 
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Discussion  de  la  formule  de  Cardan,  lorsque  les  coefficients  p  et  7 

sont  réels. 

1376.  Nous  distinguerons  trois  cas. 
Premier  cas.  —  On  a 

V'    ,    P 


3 
>o. 

7 


Dans  ce  cas,  l'équation  (i)  [1373]  a  nécessairement  (1245) 
une  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 
C'est  ce  que  les  formules  (5)  et  (7)  [1373]  vérifient  immédia- 
tement. 

En  elfet,  dans  les  valeurs  (à)  de  /  et  de  z,  les  radicaux  cu- 
biques recouvrant  alors  chacun  une  quantité  réelle  ont  une 
de  leurs  déterminations  réelle  (130),  et  l'on  peut  désigner  res- 
pectivement ces  deux  déterminations  par  A  et  par  B.  On  voit 
donc,  par  les  formules  (7),  que  la  racine  ^,  est  réelle  et  que 
les  deux  autres  racines  x^Qi  j^s  sont  imaginaires  conjuguées; 
car  l'hypothèse  adoptée  empêche  qu'on  puisse  avoir  A  ==  B. 


Deuxième  cas. 

-  On  a 

4       -^1 

L'équation  (i)  a,  dans  ce  cas,  trois  racines  réelles,  dont  deux 
sont  égales  entre  elles  (124-5). 
En  effet,  d'après  les  valeurs  (5)  de  j  et  de  ;,  on  a  alors 

et  les  formules  (7)  donnent 

.3:i  =  Ah-B,         .r,r=zx^- 


A  +  B 


ou,  si  l'on  veut,  en  conservant  seulement  la  valeur  arithmé- 
tique du  radical, 
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Troisième  cas.  —  On  a 

7"         P* 

■T  ^  —  <o. 

4  -i- 

Dans  ce  cas,  réqualioii  (i)  a  ses  trois  racines  réelles  et  iné- 
gales (  1243). 

Au  premier  abord,  les  formules  (5)  et  (7)  [1373]  semblent 
contredire  ce  résultat  connu,  puisque,  dans  les  valeurs  (5)  de 
Y  et  de  z,  les  deux  radicaux  cubiques  recouvrent  une  quantité 
imaginaire  et  n'ont,  respectivement,  aucune  détermination 
réelle  (').  Mais  il  est  facile  de  lever  cette  première  difficulté. 

La  racine  cubique  d'une  quantité  imaginaire  étant,  rl'une 
manière  générale,  une  imaginaire  de  même  forme  (8V6), 


/" 


et 


ont  trois  valeurs  imaginaires,  évidemment  conjuguées  (843). 
On  peut  donc  (830)  représenter  les  premières  par 

a -h  ùi,     {a-\-bi)y.,     {a  ^^  bi)y.-^ 

et,  les  secondes,  par 

a  —  bi,     (  a  —  bi)  a,     {a  —  bi)  y.-. 

Il  vient  alors,  en  se  rappelant  qu'on  a 


a  -+-  a-; 


V_3__,_,-^/3^.^^-^ 


(')  II  n'y  a  pas  lieu  de  sélonner  de  ce  qui  arrive  ici;  car,  en  posanl 

p 

lien  n'exprime  ou  n'exige  que  les  quantités  y  et  z  soient  réelles.  Et  nos 
calculs  montrent  que  ces  quantités  sont  imaginaires,  précisément  quand 
les  trois  racines  de  l'équation  donnée  sont  réelles. 
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et  en  associant  toujours  les  déterminations  dont  le  produit 
est  —  ^  (condition  qu'on  suppose  remplie  par  les  deux  déter- 
minations a  -1-  hi  et  a  —  bi), 

Xi-=  {a  -h  bi)      -i-(rt  —  bi)      =2a, 

ir2  =  (a  +  bi)y.  -f-  («  —  bi)^.-  =  —  a  —  b\/'6, 

a:;i  =  (a  +  bi)x-  H-  («  —  bi)  y.  ^ —  r/  -h  b\  o. 

Les  trois  racines  de  l'équation  donnée  sont  donc  bien 
réelles,  quoiqu'elles  se  présentent  sous  forme  imaginaire.  On 
peut  montrer,  en  outre,  qu'elles  sont  inégales. 

On  ne  peut  pas  avoir  x^=.x^,  car  b  serait  alors  nul,  et  les 
trois  racines  cubiques  des  quantités  imaginaires 


fJ  _._  .  /'/-    ,    P' 


2 


V^l 


ne  seraient  pas  toutes  imaginaires;  ce  qui  est  impossible. 

On  ne  peut  pas  avoir  non  plus  x,  =  x^  ou  Xy^=  x^;  car,  de 
ici  ^^ —  a  zp  b\J^,  il  résulterait 

3ai=qz^\/3  ou  6=i:zay/3. 

On  aurait  donc 

a  -h  bi  ^=  ayizr  is^  3 ) 

1            —  I  ±  ;\/3         . 
ou,  a  cause  de  a=: —  (puisque  y,  est  l  une  quelconque 

des  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité), 
a  -\-  bi^  —  2rt3c. 
11  viendrait  alors,  en  élevant  au  cube, 


{a  +  biy  =  ~  'L  +  t /^'  -r-  ^  =-  8«^ 

2  V     i  27 


égalité  impossible  d'après  l'bypotbèse  -,- -v  —  <  o,  puisque 
le  dernier  membre  est  réel. 


'7  I 
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Cas  irréductible. 


1377.  Lo  troisième  cas  ([n'on  vient  d'examiner  est  Irè- 
remar(|nable.  Les  racines  de  ré(]iiation  donnée  sont  alors 
toutes  les  trois  réelles  et  inégales,  et  la  formule  de  Cardan 
cache  cette  réalité  sous  une  forme  compliquée  d'imaginaires. 

II  y  a  plus.  Essayons  de  mettre  effectivement  les  radicaux 
(■ubi(iui'S  qui  entrent  dans  la  formule  de  Cardan  sous  la  forme 
a  +  bi  (\\xQ  nous  avons,  théoriquement,  supposée  acquise  dans 
ce  qui  précède. 

Les  trois  racines  de  l'équation 

x^  -\-  p  X  -\~  (j  ^^  o 

ont  alors  pour  expressions  (137G,  3"=  cas) 

.ri=:2ff,         37.2  =  — a  —  b\IZ,         x-i^zz—  a  -\-  b\/Z. 

Les  relations  connues  entre  les  racines  (1036)  donnent 
(failleurs 

^1  H-  ^2  H-  ^3  rz:  O,  X^X^_  +  X^X-i  -h  X\X,i  "~/>, 


La  première  est  satisfaite  d'elle-même,  et  les  deux  autres 
deviennent,  par  substitution, 

a-  -h  ^-  =^  —  -^5  ■?  à^  —  6  ab-  :=  q. 

En  éliminant  b-  entre  ces  deu\  équations  de  condition,  il 
vient 

2  «•*  —  6a  (  —  ~   —  (7-  1  :=  7 


OU 


«■'  +  f  a  -  ^  -  -  o. 
4  O 


Or,  la  fonction  qui  caractérise    la  nature  des  racines  de 
cette  équation  en  a  est  précisément  (  12'»o) 


^64       ^64 
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OU,  en  multipliant  par  la  quantité  positive  64,  ce  ([ui  est 
permis, 

On  retombe  ainsi  sur  la  fonction  qui  caractérise  la  nature 
des  racines  de  l'équation  proposée.  Il  en  résulte  que  l'équa- 
tion d'où  a  dépend  a  ses  trois  racines  réelles  et  inégales 
comme  l'équation  en^,  et  que  la  difficulté  pour  calculer  a  est 
identiquement  la  même  que  pour  calculer  l'inconnue  ic.  Si 
l'on  essayait  de  calculer  b  au  lieu  de  a,  on  parviendrait  à  un 
résultat  analogue.  C'est  à  cause  de  cette  curieuse  circonstance 
qu'on  a  donné  à  ce  troisième  cas,  véritable  impasse  mathé- 
matique, le  nom  de  cas  irréductible. 

On  pourrait,  il  est  vrai,  développer  en  série  la  racine  cu- 
l)ique  ou  la  puissance  fractionnaire  (827,  691,  968) 


Dans  ce  développement,  la  partie  réelle  représenterait  a  et 
le  coefficient  de  i  représenterait  b.  Mais  il  est  bien  préférable 
de  ramener  à  la  forme  trigonométiique  les  deux  radicaux 
cubiques  de  la  formule  de  Cardan.  C'est  ce  que  nous  montre- 
rons dans  un  instant  (1380). 


Calcul  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré, 
lorsqu  elle  n'a  qu'une  seule  racine  réelle. 


1378.  L'équation  donnée  étant 

a;^  —  pjr  -:-  q  =  0, 
reprenons  la  formule  de  Cardan 

/     :         /  ,      '7:.       H  r 


On  a  ici  ^  h-  —  >  o.  Par  conséquent,  chaque  radical  ci:- 

bique  est  susceptible  d'une  détermination  réelle,  et   d'une 
seule  (130);  et,  en  désignant  ces  déterminations  par  A  et  par 
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li,  on  a,  pour  les  trois  lacines  do  l'éciualion  (1373), 
A  +  B        .(A-B)v/3 


A^B        .(A-B)v3 

i  ^ î_, 


On  n'aura  donc  qu'à  calculer  séparément,  en  s'aidant  des 
'J'ables  de  logarithmes,  les  deux  déterminations  A  et  B,  et  la 
(jueslion  sera  résolue  par  les  formules  précédentes. 

On  pourrait  avoir  recours  aux  transformations  Irigonomé- 
triques  pour  rendre  A  et  B  directement  calculables  par  loira- 
rithmes  ;  mais  la  marche  que  nous  indiquons  est  incontesta- 
blement plus  rapide.  Nous  c>onnerons  un  exemple. 

1379.  Exemple.  —  Soit  l'équation 

.r^  —  IX  —  5  =  o 

déjà  considérée  (1367),  et  qui  n'a  qu'une  seule  racine  réelle  positive  et 
deux  racines  imaginaires  conjuguées.  Nous  avons  trouvé  pour  ces  ra- 
cines les  valeurs 

.ri  =     2,094551 .... 

.rj  =  —  1,0473     . . . -r- 1 ,  1359. . ./, 

.r3  =  —  1,0473     ...   -1,1359.../. 

Nous  allons  les  vérifier  en  appliquant  la  formule  de  Cardan,  c'est- 
à-dire  les  expressions  du  numéro  précédent.  On  a  ici 


^-y    ^   V  4  •  27 -y--   V  4    27 

c'est-à-dire,  en  réduisant  en  décimales  et  en  extrayant  la  racine  carrée, 


A  =  Y  2,5  H-  v/5, 95370370  =  \  4)9400212, 


B  =  V2,5  —  /^,  9  5370370  —  y/o,  0599788. 

L'emploi  des  logarithmes  pour  extraire  les  racines  cubiques  donne 
ensuite 

A  = 1 ,7o3i loS. . . .         B  =  0,3914406. . . ; 
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et  il  en  résulte  comme  ci-dessus,  avec  quelques  décimales  de  plus, 


/7i  =  A  H-  B  =  2,og455[4.  •  ., 
_       A+  B    ,    (A  — B)v/3 


'À  2 


/■  =  —  1,0472757  -1-1,1359397/, 


A^B        (A-B)/3  .  ^       ^  ,.  ,      • 

•/-3  = ^  =  —  I  ,0472757  —  I  ,  1359397/. 


Calcul  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré,  lorsqu'elle  a 
ses  trois  racines  réelles  :  cas  irréductible. 


1380.  La  condition  -^  +  ^  <  o  est  supposée  remplie.  La 

quantité  placée  sous  les  radicaux  du  second  degré  de  la  foi- 
imule  de  Cardan 

<"^=\/-f-\/f^-\/-?VFI' 

est  donc  négative,  et  la  valeur  de  x  se  présente  comme  somme 
de  deux  quantités  imaginaires  :  c'est  le  cas  irréductible  (1377). 
Pour  ramener  chaque  imaginaire  à  la  forme  trigonomé- 
trique  (836),  nous  poserons  [en  désignant  par  p  le  module  et 
par  cp  l'argument  qui  sont  communs  aux  deux  imaginaires 
conjuguées] 

q  q"-        «^  „    .   „ 

—  -  =  p  cos  o,         ^  +  =f—  =  —  p2  sm-  ( 


*7 


Il  viendra 


X  =  v/p(coscp  -h  t  sin  9  )  -h  \/p(cos(p  —  f  sincp) 

ou,  en  appliquant  la  formule  de  Moivre  (846), 

/           3/-/        aA-TT  +  cp        .    .     2A-7:-4-cs\ 
l  x=i\/p  i  cos ^ — -  -h  i  sin 1 

(2)  <  ^  ^ 

i  3/-/  2A'7H-0  .     .      2k'K-h(i)\ 

f      -(- y/p  (  cos ^ — ^  —  i  sm ^ — ^1- 

Dans  cette  formule,  on  doit  donner  à  l'entier  k  les  valeurs 
successives  o,  i,  2,  et  il  doit  recevoir  la  même  valeur  dans  les 
deux  parenthèses  du  second  membre. 
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Il  font,  en  effet,  que  le  prothiit  yz  soil  égal  à  —  -^t  <'e>i 

à-dire  réel  et  même  posilif,  puisque />  est  négatif.  Or,  ce  pru- 
duit  est  celui  des  deux  radicaux  cubiques  de  la  formule  (j)  ou 
des  deux  parties  de  la  somme  qui  constitue  le  second  membre 
de  la  formule  (2).  En  substituant  à  A  la  même  valeur  dans  les 
deux  parenthèses,  on  obtient  évidemment  comme  produit, 
puisqu'il  s'agit  d'imaginaires  conjuguées  (820), 


Si  l'on  donnait,  au  contraire,  à  A  des  valeurs  différentes  dans 
les  deux  parenlbèses  de  la  formule  (2),  les  imaginaires  ne 
disparaîtraient  plus. 

k  ayant  ainsi  la  même  valeur  dans  tous  les  termes  du  se- 
cond membre  de  la  formule  (5),  cette  formule  se  réduit  à 

(3)  j:-=2v/pcos — -^ ^• 

Des  deux  relations 


-  =  ocoscD,  V -T-        ==— '^  sin-o, 

2       '  '  42-  ' 


on  tire  d'ailleurs 


i3 


4-  =  o-cos-c9,  d  ou         i— ^  —  p-. 

4      '  '  V 


On  a  donc 


?^\/-fy'  «''"Ù  ^^P=V~^='V''^' 


et 


—  y  —q 

coso  =  — -  — 

10 


^\A| 


Quant  aux  racines  de  l'équation  x^  ~-  px  -+-  7  r-  o,  on  aun 
les  trois  valeurs  de  x  en  faisant  successivement  A- égal  à  o,  1,2 
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dans  la  relation  (3).  Elles  prendront  donc  la  forme 


En  se  rappelant  que  les  cosinus  de  deux  arcs  dont  la  somme 
est  r.  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  tandis  que  les  cosi- 
nus de  deux  arcs  dont  la  somme  est  2  -  sont  égaux  et  de  même 
signe  {Trigon.,  17),  on  peut  prendre  plus  simplement 


V- 


■^l=2\/    —  |-  COS^; 


(4^«)  ^  jr,=-24/  — |cosf  ec-ll, 

P         (  ^ 

V  COS     120"—  Ti 
O  \  O 


Les  trois  racines  obtenus  sont  bien  réelles,  et  leurs  expres- 
sions sont  calculables  par  logarithmes. 
Si  la  formule 


(5)  C0S9=: 


V 


PL 

27 


conduit  pour  coso  à  une  valeur  négative,  on  doit  cherclier 
dans  les  Tables,  comme  on  le  sait,  l'arc  9'  qui  a  le  même 
cosinus  pris  positivement  :  9  est  le  supplément  de  9'. 

En  résumé;,  pour  traiter  le  cas  irréductible,  on  détermine 
d'abord  l'angle  o  compris  entre'o  etT.,  qui  répond  à  la  relation 
(5)  indiquée  ci-dessus,  et  Von  n'a  qu'à  porter  sa  valeur  dans 
les  formules  (4)  ou  {4  bis),  pour  pouvoir  calculer  directe- 
ment par  logarithmes  les  trois  racines  de  l'équation  donnée. 

Comme  vérification,  la  somme  trouvée  pour  leurs  valeurs 
doit  être  nulle  ou  très  approximativement  nulle  (1036). 
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1381.  Les  trois  racines  élanl  toujours  réelles,  si  l'on  avaii 

4        27 

deux  des  racines  deviendraient  égales  entre  elles  (12Vo,  137(i 
Ueprenons  les  relations 

-^=zpcoso,         ^-f- ^  =-p'sin2o. 

La  deuxième  donne  alors  sin''o  =  o,  c'est-à-dire  9  =  0011 
o  —  T..  Comme  le  module  0  est  essentiellement  positif,  V^ 
première  relation  montre  que  9  sera  égal  à  o  si  <7  est  né- 
gatif, et  à  7T  si  q  est  positif. 

Pour  q<o,  les  expressions  des  trois  racines  devieuuent 

donc  (1380)  


00, 


7  „.-«„.__.  m 


V-f 


0:3  =  2  i  /  —  ^-  COS  I  20°  —  X.. 

Pour  q  >  o,  ces  expressions  deviennent 

•3^2  =  —  21/  —  3  ' 

0-3=  21/—  ^  cosGoo^T  a-,. 

L'équation  du  troisième  degré  admettant,  dans  cette  hypo- 
thèse, une  seule  racine  simple  et  une  seule  racine  double, 
ces  racines  doivent  ^\xq,  commenmrables  {V6^^).  C'est  ce  qu'il 
est  facile  de  vérifier.  De  l'équation  de  condition,  on  déduit 


%^=-^     o.,      (f)-  =  (-f 


il    en    résulte,    en    remarquant  que  p   est  négatif  et   on 
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extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres 


<-f)v 


Si  q  est  <  o,  il  faut  croiser  les  signes  des  deux 'membres  de 
cette  égalité,  et  prendre 


iv' 


W-i 


On  a  alors,  d'après  les  formules  précédentes, 

3q  3r/ 

P  '  ^P 

Si  (j  est  >  o,  il  faut  assembler  les  signes  supérieurs  et  les 
signes  inférieurs  des  deux  membres  de  l'égalité  et  prendre 


i~       3  V        3 
On  a  alors,  d'après  les  formules  correspondantes, 
3*7  Zq 

ce  ^  —  "  et  tZ*  I  —  JU'i  —  • 

-      p  ip 

Ces  résultats  sont  d'accord  avec  les  formules  connues  (1038, 2"). 

138^.  On  peut  indiquer  d'avance  (ce  qui  est  utile  dans  cer- 
tains cas)  l'ordre  de  grandeur  des  trois  racines,  lorsqu'elles 
\ont  inégales. 

De  la  condition  (1380) 

o  <  9  <  -, 

m  déduit  successivement  (par  division  d'abord  et  par  addi- 
ion  ensuite) 

o  o 

-3-    <  -^--   <  77, 

[\T,  '^T.  -^  O  5  71 

O  a  .) 

Le  cosinus  diminuant  quand  l'arc  augmente  de  o  à  7:,  et 
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jiiigiiiciilant  quand  l'arc  augmenlc  de  tt  à  271,  on  a,  en  pre- 
nant les  cosinus  des  arcs  comparés, 

o  I 

I  >        cos^        >  -> 
3  2 

1  27r  H-  9 

>  COS 5 — ^  >  —  J , 

2  6 

-  >  cos^     .,     ^  > 

202 


On  ;i  donc 


9              4t:  +  9             2Tr  -h9 
COS-^  >  COS 7, — -  >  COS ' 


3  ^  3       ^  3      ' 

el  il  en  résulte  immédialemenl  (1380) 

JCi  }>  .2?3  ^  iï'2. 

Ce  résultat  concorde  avec  les  résultats  obtenus  au  numéro 
précédent.  0C3  étant  toujours  comprise  entre  jci  ei  jc-z  peut, 
dans  le  cas  d'une  racine  double,  devenir  égale,  soit  à  sa  limite 
inférieure  a-,  [q  <c  o  el  o  =-  o],  soit  à  sa  limite  supérieure  jt, 
[q  >  o  et  9  =  7t]. 

Applications. 

1383.  A  cause  de  l'importance  de  la  résolution  directe  de  l'équation 
du  troisième  degré,  nous  indiquerons  complètement  la  marche  des  cal- 
culs dans  les  exemples  suivants  : 

I"  Soit  à  résoudre  l'cquatloii 

x^ —  ^.r  -I-  7  =  o, 

déjà  considérée  (1363),  et  dont  les  trois  racines  sont  réelles. 

Nous  aurons  d'abord  (1380) 

-<7  —7 


-v/-|=\/f   ^' 


COSO  = 


coscf  étant  ici  négatif,  il  faudra  chercher  l'angle  supplémentaire 

cp'  =  180" —  o. 
Nous  indiquerons  toujours  par  la  notation  L  les  logarithmes  préparés. 
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ou  les  logarithmes  négatifs  dont  la  caractéristique  seule  a  été  rendue 
négative  (.^/"'.  elem.,3~[). 


CVLCLL    DE    p. 

log  343  =  2,5352941 
L.27  =  2,5686362 
logp-  =  I ,  loSgîoD 
logp  =  o,  55 1 9651 
'Y  =  10° 53' 36",  I, 


CALCIL   DE   'f. 

log7  =  0,8450980 

L.2   =1,6989700 

Lp     =  T, 4480349 

logcoscp'  =  1,9921029 

o  =  180" —  cp'=  169"  6' 23",  9, 


i.  =  56° 22' 7", 97,     60° — ^  =  3"37'52".  o3.      120° — ^  =  63°37'52",o3'. 


Nous  aurons  ensuite 


puisque 


I  =  V?  ^1380; 


3/-  V 

JTl  =  2  y/  p  COS  -^  j 

Xî  =  ^  2.  '\  7  COS  (  60" 


!)■ 


•^3 


2  V^p  COS(  120" 


Nous  chercherons  — .fo,  et  nous  changerons  le  signa  du  résultai. 


CIL  DE  .ri. 

=  o,3oio3oo 
=  0,1839884 


,7433873 


=  0,2284057 
=  1 , 69202 I 


CALCUL  DE  X2. 

logi  =  o,3oio3oo 

logV^p  =  0,1839884 


CALCUL  DE  X^. 

log  2  =  o,3oio3ou 
logy/p  =  o,i839S81 


log  COS  160°— I  j  =  1,9991272   log  COS  (  120" —  5-  j  =  1 ,647*'^^  ' 


log(—  xo)  =  0,4841456 
X2  =  —  3,048917 


logj^s  =  o.  i3254(>7 
X3  =  I ,336896 


Les  valeurs  des  racines  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons 
trouvées  au  n"  1363,  et  l'on  a  bien  (1382; 

•^1   I>  •■'^3  ^  •^2- 

■i"  Partager  un  héinispJière  en  deux  parties  é<iuWalentes  par  un  plan 
parallèle  au  grand  cercle  qui  lui  sert  de  ba.fe. 

Le  plan  sécant  partage  l'hémisphère  en  deux  parties  :  l'une  d'elles  est 
un  segment  sphérique  à  une  base,  qui  s'appuie  sur  le  cercle  déterminé 
par  le  plan  sécant,  et  dont  nous  désignerons  la  hauteur  par  x.  Le  vo- 
lume de  ce  segment  sphérique  à  une  base  devant  être  la  moitié  de  celui 
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de  l'hcmisphère,  nous  aurons,  en  appelant  R  le  rayon  de  la  sphère 
{Géom.,  596,  589), 

o  J 

L'équation  du  problème  est  donc 

x3_  {R.r^H-  R^  =  G. 

Si  l'on  prend  pour  plus  de  simplicité  le  rayon  de  la  sphère  pour  unité,    | 
cette  équation  devient 

x^ —  '^x-  H-  I  =  o, 

et  c'est  celle  qu'il  faut  résoudre.  On  fera  disparaître  son  second  terme  en 

posant (1064) 

3 

X  =  Y  -\-  -  ou  .r  =j-  H-  I, 

■j 

d'où 

j-3 —  "iy  —  I  =  o. 

Cette  dernière  équation  a  ses  trois  racines  réelles  (  1376),  puisqu'on  a 

d'après  le  théorème  de  Descartes,  elle  a  une  seule  racine  positive  et  deux 
racines  négatives.  Au  point  de  vue  de  la  question  posée,  x  doit  être  positif 
et  moindre  que  le  rayon  i.  La  relation  .r  =  j  -h  i  montre  alors  qu'il  faut 
rejeter  la  valeur  positive  de_)-  et  n'admettre,  de  ses  deux  valeurs  néga- 
tives, que  celle  qui  est  moindre  que  i  en  valeur  absolue. 
On  a,  pour  l'équation  en  j  (1380), 


-v/'-IVI= 


—  1     • 

et        cos  o  =  — -  =  -  • 

'2p  2 

11  en  résulte 

o  =  6o°         et         i;  =  20". 

Les  trois  racines  de  l'équation  en  y  sont  donc 

ji  =  2  cos  20°,       j)-2  =  —  2  cos  îo",       j'3  =  2  cos  100°. 

En  se  servant  des  Tables  des  lignes  trigo/iome'triques  naturelles  qui 
terminent  le  t.  II  {Trigon.,  p.  763),  on  a 

cos  20°=  0,93969,        00340"=  0,76604, 
cos  100°  =  —  cos  80"  =  —  0,1 7865, 

(;'est-à-dire 

ji  =  1,87938,        ro  =  — 1 ,  33208,       _)  3  =  — 0,34780. 
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iJii  a.  par  suite  (x  =  r  -t-  i), 

^1  =  2,87938,         x-i  =  — o,  53-2o8,         r.s  =  0,63270. 

D'après  ce  qui  précède,  la  seule  racine  ^3  répond  au  problème  tel 
qu'il  a  été  énoncé.  On  en  déduit,  si  l'on  veut,  pour  la  distance  du  plan 
sécant  au  centre  de  la  sphère, 

I  —  ^3  =  o  ,34730  =  —Xz. 


Résolution  trigonométrique  du  cas  irréductible. 

138i.  Quand  Téquation  du  troisième  degré  à  coefficients 
réels  a  ses  trois  racines  réelles,  il  est  facile  de  la  résoudre  en 
se  reportant  au  problème  de  la  Trisection  de  l'angle. 

Nous  avons  vu,  en  effet  (  Trigon.,T^),  que,  lorsqu'on  cherche 

cos  -  en  lonction  de  cos«,  1  inconnue,  jc  ^1  cos-tj  est  deter- 
o  o 

minée  par  l'équation  du  troisième  degré 

,  .;  ,3  cos  a 

(1)  œ^'—yx ^— =0. 

4  4 

On  trouve  alors,  par  laTrigonométrie,  que  les  trois  racines 
de  cette  équation  sont  réelles  et  ont  pour  expressions 


cos 


-5        COS  (  120° -h  7ï  )»       COS(  24o°-f-  -^  ] 


OU,  d'une  manière  générale, 

ikr.-r-  a 


cos 


3 


en  faisant  successivement  /.■  égal  à  o,  1,2. 

Si  l'on  pouvait  identifier  l'équation  donnée  du  troisième 
degré 

(2)  x^ -\- px  ^  fj  ^o, 

avec  l'équation  (i),  ses  racines  seraient  donc  immédiatement 
connues.  Or  l'équation  (2)  renferme  deux  paramètres  arlji- 
lraires/>  et  ^,  tandis  que  l'équation  (i)  n'en  renferme  qu'un 
seul,  cosr/.  Pour  rendre  l'identification  possible,  il  faut  donc 
introduire  une  nouvelle  quantité  dans  l'équation  (i).  C'est  à 
quoi  Ton  arrivera  en  multipliant  ses  racines  par  un  paramètre 
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indéterminé  p.  On  ol)licnl  ainsi  la  transformée  (1057) 
(  I  ois)  .r'  —  -  p^x  —  p3  — —  _  Q^ 

4  4 

»'l  les  racines  de  cette  nouvelle  équation  ont,  à  leur  tour, 
pour  expressions 

{à)  p  COS  5 [A- =  0,1,2]. 

L'identification  des  équations  (2)  et  (i  bis),  devenue  pos- 
sil)le,  conduit  aux  relations 


3     „  _! 

4 


p  =:—  jP%  r/  =:  —  y  rj  COS  a. 


il  en  résulte 


p  =  2y/- 


P  —  kq 


Ainsi,  en  donnant  à  p  et  à  cos«  ces  valeurs,  les  racines  de 
l'équation  (2)  se  confondront  avec  celles  de  l'équation  (i  bis), 
de  sorte  qu'elles  seront  exprimées  par  la  formule  (3).  On  est 
ramené,  par  conséquent,  d'une  manière  très  simple,  aux  va- 
leurs déjà  obtenues  (1380). 

D'ailleurs,  y^o«/'  que  ces  valeurs  soient  admissibles,  il  faut, 
puisque  cosa  est  réel,  que  p  le  soit  aussi,  c'est-à-dire  que  p 
soit  négatif.  Il  faut,  de  plus,  que  le  carré  de  cosa  soit  moindre 
que  l'unité,  puisque  cosa  est  compris  entre  — i  et  -r-i.  On 
en  conclut 

7-  />'  q-        p^ 

~  <—  —         ou         V+— <o» 

4  27  4        27 

ce  qui  est  précisément  la  condition  pour  que  l'on  se  trouve 
elTectivement  dans  le  cas  irréduclibie  (1380). 
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CHAPITRE  II. 

RÉSOLUTION  GÉNÉRALE  DE  L'ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ.. 


Méthode  de  Ferrari. 

1385.  La  méthode  la  plus  anciennement  connue  pour  ré- 
soudre l'équation  du  quatrième  degré  est  celle  de  Louis 
Ferrari  ('),  élève  de  Cardan.  Celte  méthode  réduit  finalement 
la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré  à  celle  de  deux 
équations  du  second  degré  :  voici  en  quoi  elle  consiste. 

Supposons  qu'on  ait  ramené  l'équation  donnée  à  la  forme 

(i)  œ'^Pa^^^Qa:^  +  Ra:-i-S  =  o 

ou 

.r*  +  Pa:^  =  —  Qjc-—l\œ  —  S. 

bi  l'on  ajoute  aux  deux  membres  ^ — ^ — ?  le  premier  membre 

4 

rleviendra  un  carré,  et  l'on  aura 

Cherchons  maintenant  à  rendre  également  le  second  membre 
un  carré,  sans  que  le  premier  membre  cesse  de  remplir  celte 
condition.  Pour  cela,  ^-  étant  une  indéterminée,  ajoutons  aux 
deux  membres  de  la  dernière  équation  la  quantité 

2 


(')  Mathématicien  italien  de  la  première  partie  du  xvi'  siècle. 
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Il  viendra 


Pour  que  le  second  membre  de  l'équation  (2)  soil  aussi  un 
carré,  il  suffît  que  v  satisfasse  {■■l/:^.  éléni.,  2?,9)  à  la  relation 


(3) 


Pv  \-         /P^ 


c'est-à-dire,  en  développant,  à  l'équation  du  troisième  degré 

( 3  bis)    y^  —  Q  v-2  +  ( PR  -  \ S )  V  —  S  (P^  —  ^ Q )  -  R2  =  o. 

Cette  équation  du  troisième  degré  est  la  réduite  ou  la  résol- 
vante de  l'équation  donnée. 

La  connaissance  d'une  seule  racine  de  la  résolvante  en- 
traîne la  résolution  de  l'équation  (i),  ou  de  l'équation  (2)  qui 
n'en  diffère  que  par  la  forme. 

En  effet,  l'équation  (2)  peut  alors  s'écrire  [d'après  l'équa- 
tion (3)] 


{-^-ï)'-(^o..) 


î^-R 


2(î^'-0 


=    0; 


et,  son  premier  membre  étant  la  différence  de  deux  carrés, 
elle  se  décompose  (en  ordonnant),  dans  ces  deux  équations 
du  second  degré 


P  /P^       ,, 


Y  \X 


a) 


/p2 

VT 


O 


y 


X  +■ 


y 

p*       R 

2 

1 

y 

/p. 

f"'       R 

2 

2 

n/f-*^--"' 

=  o, 


o, 


fjui,  résolues,  à  l'aide  d'une  seule  valeur  de  ■>',  font  connaître 
les  quatre  racines  de  l'équation  (i). 

On  voit  que  les  racines  de  V équation  générale  du  quatrième 
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degré  sont,  comme  celles  des  équations  générales  du  troi- 
sième et  du  second  degré,  exprimées  par  des  radicaux. 
Les  deux  équations  (4)  ayant  respectivement  pour  racines- 

r,  et  .T2,  x-i  et  ^4,  on  a 


Y 


^■-R 


2  /p2 


V 


l^'-R 


r 

X^Xi  —  — 

2 


V 


X^o 


c'est-à-dire,  en  ajoutant, 

y  ^=  x^x-T-h  x^x-^. 

Ainsi,  la  résolvante  (3  bis)  a  pour  racine  la  fonction  ci-dessus 
des  quatre  racines  de  la  proposée,  fonction  qui  n'est  suscep- 
tible que  de  trois  valeurs  différentes,  lorsqu'on  varie  la  sub- 
stitution des  racines  de  toutes  les  manières  possibles. 

Méthode  de  Descartes. 

1386.  Nous  avons  déjà  indiqué  cette  méthode  (1087).  Ert 
exprimant  que  le  trinôme  x--^px-i-q  est  un  diviseur  ûvt 
premier  membre  de  l'équation  proposée,  soit  par  division, 
soit  par  identification  (1085),  on  obtient  deux  équations  entre 
les  inconnues  p  ei  q  et,  en  éliminant  l'une  d'elles,  on  par- 
vient à  une  équation  du  sixième  degré  qu'on  peut  toujours 
(que  l'équation  donnée  du  quatrième  degré  soit  ou  non  privée 
de  son  second  terme)  ramener  au  troisième  degré  comm.e 
nous  l'avons  expliqué  (1087).  Celte  équation  du  troisième 
degré  est  la  résolvante,  et  elle  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle 
de  Ferrari.  Une  seule  racine  de  la  résolvante  étant  déter- 
minée, la  résolution  de  l'équation  générale  du  quatrième 
degré  est  encore  ramenée  à  celle  de  deux  équations  du  se- 
cond degré. 

Reprenons  ici  la  question,  en  supposant  l'équation  donnée 
privée  de  son  second  terme,  c'est-à-dire  de  la  forme 

(i)  ^'h- A,z-"^+ Bj? -i- C=  o, 


)9o 
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Cl  on  simplifiant  un  peu  l'éliniiiialion.  Si  l'un  dos  diviseurs 
(lu  second  degré  du  premier  meud)re  est  x'^-\- px -\- q,  celui 
qui  lui  sera  associé  sera  de  la  l'orme  x'^  —  px-\-q',  puisfjuc 
réf|uation  donnée  étant  privée  de  son  second  terme,  la  somme 
do  ses  racines  doit  être  nulle  (1030,1087).  On  peut  donc  écrire 
idenliquement 


j:-'*  +  A  .r^  +  B ^  H-  C  =  ( .r-  +  /?  J7  +  Y  )  ( x-  —  p . 


7') 


ou 


x'* ->r  kx^ -^  B .2;  H-  C  =  ^*  +  /?  I  ^^  -î-  7 


-p 


X-  —  pq 


qq' 


Les  équations  de  condition  sont,  par  suite, 


7-/^+7 
On  en  déduit 


A,        pq'  —  pq  =  B,         77'  =  C. 


7—7 


et,  en  retranchant  ces  deux  relations  membre  à  membre, 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient,  d'après  la  troisième 
équation  de  condition, 

477'=(Â+/>^)— !^  =  4C. 


L'inconnue  principale  p  sera  donc  donnée  par  l'équation 

(A +/y^)V'-- 4C/J^- B-^:r=  0, 

([ui  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  p,  et  qui  s'abaisse 
par  conséquent  du  sixième  au  troisième  degré.  Si  l'on  pose 
p'^-^z,  la  résolvante  devient,  comme  précédemment  (1087), 


(2) 


z^^ikz'-+  (A^—  4C)  ::  —  B^  =  o. 


Si  les  coefficienls  de  l'équation  (1)  sont  réels,  cette  résol- 
vante (2)  a  toujours  une  racine  positive,  qui  résout  la  question. 
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Méthode  de  Lagrange,  formule  d'Euler. 

1387.  Lagraxge  (')  a  employé  pour  le  quatrième  degré  la 
même  marche  que  Hudde  pour  le  troisième  degré  (1375),  en 
partant  de  l'équalion  du  quatrième  degré  privée  de  son  second 
terme. 

Soit  donc  l'équation 

(!)  x*  +  px'^-\- q  X  +  r  ^^o, 

j  dont  nous  supposerons  immédiatement  les  coefficients  réels. 
Posons 

^^0  X  ^^  U  -^   V  -^  ( . 

En  élevant  une  première  fois  au  carré,  il  vient 

x-^  u^  -\-  v''-  ~\-  t'  -\- 1  iuv  -\-  ut  -h  *■/) 
ou 

X-—  {ii--\-  r-+  r-)  =  2(Ht'—  ut  H-  t'O- 

Si  Ton  élève  une  seconde  fois  au  carré,  on  trouve 

x*  —  2 ( u-  -i-  V-  -I-  t-)  X- -^  { a- H-  f- -^  t- )- 

En  remplaçant  dans  le  dernier  terme  u  -r-  i-  -^  t  par  ./•  et 
en  transposant,  on  arrive  finalement  à  l'équation 

I  x'*  —  2  (  «-  H-  t'" -\-  t-)  X-  —  S  in'tx 

En  raison  des  trois  indéterminées  u,  r,  /,  on  peut  chercher 
à  identifier  les  équations  (i)  et  (i  bis).  Les  conditions  d'iden- 
tification sont  les  suivantes  : 

2 

q 


t-y—  ^{uu-'-—  (iH'--\-  i-'-r-)  =  r. 


(  ')  Leçons  de  Mathématiques  données  à  l'École  .\o>ma!e  en  1795.  Leçon 
troisième. 
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On  Cil  tiéduil  facileniciil,  on  élevant  la  seconde  équalion 
au  carré  el  on  renversant  ensuite  l'ordre  des  deux  dernières, 

I     —  («--f-  (■--1-  1-)  ='-^, 
(3)  I  u- V"- -^  uH'- +  i^H'- =  !^-'-^l''~J^'\ 

Les  équations  (3)  prouvent  (1036)  que,  si  l'on  prend 
II-,  t-,  t^,  pour  inconnues,  ces  trois  quantités  sont  racines  de 
l'équation  complète  du  troisième  degré 

(-4)  --    ^  2  ^    ^        l6         "        64  ~'^' 

(|ui  est  alors  la  réduite  ou  la  résolvante  de  l'équation  (f). 

Si  l'on  désigne  par  ^i,  z^,  z^,  les  trois  racines  de  cette  résol- 
vante, on  aura 

II-  =:  :;i,  ("-  ^=i  Z9,  l-  :=:  ^3, 

c'est-à-dire  _^  _ 

;/=;/-!,  1'=^/^,,  tzzzsjz^. 

l>a  valeur  de  a-  =:  «  +  c  +  ^  est  donc  déterminée,  et  l'on  a, 
d'une  manière  générale, 

(•>)  œ=\lz^  +  \J7^-^\lzi, 

formule  élégante  indiquée  pour  la  première  fois  par  Euler. 

Chaque  radical  carré  ayant  deux  valeurs  égales  et  désignes 
contraires,  si  Ton  combine  ces  valeurs  de  toutes  les  manières 
possibles,  on  trouve  pour  l'équation  (i)  /««iV  racines  au  lieu 
de  quatre.  Mais  il  faut  observer  qu'on  a  élevé  au  carré  les 
deux  membres  de  la  seconde  équation  de  condition  obtenue 
directement, 

a 

UVtr=--, 

et  qu'on  a  doublé  par  cela  même  le  nombre  des  solutions 
{Alff.  éléni.,  104-).  Il  s'ensuit  ([ue,  pour  avoir  les  véritables 
racines  de  l'équation  (i),  il  faut  que  les  radicaux  carrés  qui 
entrent  dans  la  valeur  (5)  de  a;  soient  pris  ai-ec  des  signes 
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erplicites,  tels  qu'on  ait 

cest-à-dire  que  le  produit  des  trois  valeurs  associées  soit  de 
si:,'/ie  contraire  à  cj. 

Il  est  nécessaire  de  discuter  avec  soin  la  formule  d'Euler. 

Discussion. 

1388.  Trois  cas  peuvent  se  présenter  (»),  et  ces  trois  cas 
conduisent  pour  les  racines  de  l'équation  (i)  à  des  formules 
dillerentes,  suivant  que  g  est  positif  ou  négatif 

La  réduite  (4)  (1387)  ayant  son  dernier  terme  négatif,  quel 
que  soit  g,  a  toujours  une  racine  positive  (1010)  Par  consé 
quent,  les  trois  cas  à  examiner  sont  les  suivants  :  i»  la  ré- 
duite a  ses  trois  racines  positives;  2°  la  réduite  a  une  racine 
positive  et  deux  racines  négatives;  3°  la  réduite  a  une  racine 
positive  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Premier  cas.  -  La  réduite  ayant  ses  trois  racines  z     -    - 
positives,  nous  admettrons  que  les  trois  radicaux  correspon- 
dants y^,.  V^2»v/~-3.  représentent  des  déterminations  positives 
IVous  aurons  alors,  pour  les  quatre  racines  ^„  a-,   a-,   ^   de 
l'équation  (i),  les  deux  Tableaux  suivants,  puisque  'le  p'roduit 
uvt  doit  toujours  être  de  signe  contraire  à  g  (1387). 


g  positif. 


g  négatif. 


(*)  La  discussion  de  ces  trois  cas  et  de  la  formule  d'Euler  a  éfP  ^        • 
)o«r  la  première  fois,  d'une  manière  complètement  exacte    par  M    n"" 
Correspondance  sur  l'École  Polytechnique,  t.  II).  '  ^  '  ^^'^^ 

'         De  C.  —  Cours.  IV. 
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On  voit  en  même  temps  que,  lorsque  la  résokante  a  srs 
trois  racines posUives,  l'équation  proposée  a  ses  quatre  racw< 
réelles. 

Deuxième  cas.-  La  réduite  ayant  une  racine  posithe  z,  et  deux 
racines  négatives^,  et  ^3,  nous  admetlrons_que  v/£.  represent.- 
une  détermination  positive,  landis  que  s/z,  et  v-s  seront_(l<- 
quantités  imaginaires  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  t  y/-  -^ 
et  /v'=^,  en  supposant  également  les  deux  radicaux  posuilr^. 
Quand  on  multipliera  les  valeurs  àes  trois  radicaux  pour  vé- 
rifier la  condition  u.t^-  |,  on  obtiendra  donc  dans  le  pre- 
mier membre  un  facteur  i^  =  -  i  qui  permettra  de  changer  I.- 
si-ne  des  deux  membres,  sans  modifier  les  signes  àe^valeux 
des  radicaux.  Par  suite,  il  faudra  ici  que  le  produit  des  troi^ 
déterminations  choisies  ait  au  contraire  le  même  signe  que  7. 
Il  en  résulte  les  deux  Tableaux  suivams  pour  les  valeurs  (k~ 
racines  de  l'équation  (1)  : 


q  positif. 


q  négatif. 


j"i  =  -f-v  -i-+-s'^î-^v~'3' 

-f3  =  — V  z.,-^\  :--2  —  \  -3. 
-   .r.=  — V^,— \  -2— V-3' 


On  trouve  les  mêmes  Tableaux  que  dans  le  premier  co- 
mais  renversés,  c'est-à-dire  que  celui  qui  correspondait  : 
./  positif  correspond  maintenant  à  q  négatif,  et  inversemoni 

On  voit  seulement  que,  lorsque  la  résoWante  a  une  racu. 
positi^-e  et  deux  racines  négati^-es,  la  proposée  a,,  en  gênerai 
ses  quatre  racines  imaginaires. 

Nous  disons,  en  général,  parce  qu'il  peut  arriver  que  lo 
deux  racines  négatives  de  la  réduite  soient  égales  entre  elle^ 
Si  l'on  a  =o=-3,  l'équation  proposée  présente,  a  son  tour 
deux  racines  réelles  égales  et  deux  racines  imaginaires  con- 
juguées. 
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Si  q  est  positif,  on  a 

•^1  =  -!-  v'- 1  +  2  v'^2 ,         J^o  =  +  v^^  —  2  sjl. . 
Si  q  est  négatif,  on  a 

^3  =  —  V  - 1  ^  2  V  '^^o ,  J?,  =  —  y/7,  —  2  y/'^  . 

Troisième  cas.  —  La  réduite  ayant  une  racine  positives,  et  deux 
,  radnes  imaginaires  conjuguées.-o  et  z^,  nous  admettrons  que 
v/-i  représente  une  détermination  positive,  et  qu'il  en  est  de 
I  même  pour  v^.  et  y.-a,  qui  sont  aussi  des  quantités  imagi- 
naires conjuguées  quand  on  prend  leurs  signes  parallèlement 
(831,  832).  On  aura  donc 

V-2  =  +(«^-  hi),         y''7^=.-i-(a~bi). 

Le  produit  des  trois  déterminations  choisies  pour  u,  v,  t, 
devant  être  égal  à  —  |,  et  le  produit  de  a  ~  bi  par  a  ~  bi 
étant  la  quantité  essentiellement  positive  a-~i-b-,  les  quatre 
racines  de  l'équation  (i)  auront  absolument  la  même  expres- 
^jSion  que  dans  le  premier  cas.  On  n'a  donc  qu'à  se  reporter 
aux  deux  Tableaux  qui  répondent  à  ce  premier  cas. 

En  consultant  ces  Tableaux,  et  la  différence  de  deux  imagi- 
naires conjuguées  étant  une  quantité  imaginaire  simple  (803), 
tandis  que  leur  somme  est  une  quantité  réelle,  on  voit  que, 
lorsque  la  résolvante  a  une  racine  positive  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  l'équation  proposée  a  deux  racines 
réelles  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Si  q  est  positif  ,  les  deux  racines  réelles  sont 

•^■i=^—  V -1  -+-  V'-i  +  v'-3  =  —  \/-i  -t-  la, 

•^i  =  —  V  ^1  —  V'-2  —  V -3  =  —  V'  -1  —  2  a, 

■t  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  ont  pour  expres- 
ion 

•2^1  =  -4-  v/-i  -^  y/^  —  y/'^  =  -4-  y/'^  —  2  bi, 
j7,  —  +  v'-i  —  V^^2  -+-  V''-3  =  +  V''^  —  2  bi. 
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5/  cj  est  négatif,  les  deux  racines  réelles  sont 

a?2  =  +  V^s^  —  V^  —  \^3  =H-  s/-i  —  2a, 

et  les  deu«.  racines  imaginaires  conjuguées  onl  pour  exprc- 
sions  _        _  _ 

^3  =  —  y/ii  -f-  v/-2  —  v/-3  =  -  \/-i  -^-  2  ^', 

Remarque. 

1389.  Nous  avons  trouvé  pour  résolvante  (1387)  l'équation 
complète  du  troisième  degré 

(4)  ^  ^  2  "^  ^        i6  64 

Pour  la  résoudre  à  l'aide  des  formules  démontrées  au  Cha- 
pitre précédent,  il  faut  faire  disparaître  son  second  terme  en 

remplaçant  ^  par  c  —  ^-  On  obtient  comme  transformée 

P-+I2/-  p^         pr       q'' 

(ibis)         --^^^.-4.  +  ^-gT=o. 

Lorsqu'on  aura  trouvé  les  racines  de  cette  transformée,  i 

faudra  les   augmenter  de  —  -^  ou    les  diminuer  de  -^  pou 

avoir  d'abord  les  racines  de  la  résolvante  (4)  et,  ensuite,  ei 
consultant  les  tableaux  qui  répondent  à  la  nature  des  racine 
de  la  résolvante  (1388),  les  racines  mêmes  de  l'équation  pro 


posée. 


Exemple. 


1390.  Soit  à  résoudre  l'équation 

x'* — ibx--^Ç>ox  —  36  =  0. 
La  résolvante  (4)  (1389)  est  ici 

25  _,     769  _  _  inoo  _ 
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36oo        Qoo  ,  •  1-       1      T  1 

ou,  en  remarquant  que  -^ —  =  ■— r  et  en  multipliant  les  deux  membres 

54  ib 

de  l'équation  par  i6, 

i6;"' —  20o;-—  769;  —  900  =  o. 

On  vérifie  facilement  que  cette  résolvante  admet  la  racine  2,25.  En 
divisant  alors  son  premier  membre  par  s  —  2,25,  on  trouve  pour  quo- 
tient le  trinôme  i6z-  — 164 -:  -f-  400  qui,  égalé  à  zéro,  fait  connaître  les 
deux  autres  racines  de  la  résolvante;  ces  racines  sont  6,25  et  4-  On  a 
ainsi 

31  =  2,25,  30=6,25,  33^4- 

On  a  d'ailleurs  </  =  60  ou  </  >  o.  En  se  reportant  au  premier  cas  de 
la  discussion  (1388),  il  vient  donc,  pour  les  quatre  racines  réelles  de 
l'équation  proposée, 

j-'i  =  —  v/2 ,  25  -^  \/6 ,25  —  V  4  =  1 ,  5o  -^-  2 ,  5o  —  2  =  2, 
X2  =  —  v^T^  —  V  6 , 23  -^  v/4  =  1 ,  5o  —  2 , 5o  -t-  2  =  1 , 
X3  —  —  v^  5  25  -7-  V  6 ,25  —  \' 4  =  —  i,5o-7-2,5o-T-2=       S, 


V  2,25 


V  G ,  2  5  —  VM  =  —  1 ,  5o  —  2 ,  5o  —  2  =  —  6. 
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CHAPITRE  m. 

DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  ET  DE  L'IMPOSSIBILITÉ 

DE   RÉSOUDRE   ALGÉBRIQUEMENT  LES   ÉQUATIONS  GÉNÉRALES 

AU  DELA  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Observations  préliminaires. 

1391.  Le  premier  savant  qui  ail  essayé  de  prouver  cette 
impossibilité  est  le  géomètre  Ruffim  (');  mais  c'est  Abel  qui 
donna,  de  ce  fait  important,  la  première  démonstration  ri- 
goureuse (-).  Wamzel  (^)  simplifia  depuis  celte  démonstra- 
tion en  quelques  poinls.  A  l'exemple  de  J.-A.  Skrret  ('•), 
nous  réunirons  et  nous  fondrons  dans  une  exposition  con- 
tinue les  deux  Mémoires  si  remarquables  d'Abelelde  Wantzel. 

Nous  croyons  devoir  reproduire  d'abord  .  textuellement 
les  réflexions  qui  ouvrent  une  nouvelle  étude  posthume 
d'ABEL  (^)  sur  cette  question  délicate,  et  qui  la  posent  sur  son 
véritable  terrain. 

«  Un  des  problèmes  les  plus  intéressants  de  l'Algèbre  est 
celui  de  la  résolution  algébrique  des  équations.  Aussi,  on 
trouve  que  presque  tous  les  géomètres  d'un  rang  distingué 
ont  traité  ce  sujet.  On  parvint  sans  difficulté  à  l'expression 

(')  RuFFiNi,  médecin  et  matliématicien  italien  (1765-1822). 

(  =  )  Journal  de  Crelle,  t.  I,  1826.  —  Œuvres  complètes  de  Niels 
Henrik  Abel,  nouvelle  édition  publiée  aux  frais  de  l'État  norvégien  par 
MM.  L.  Syiow  et  S.  Lie.  CluisLianiu,  m  dccclxxm.  [Abel  est  mort  à  vingt- 
sept  ans  (1802-1829).] 

(')  Démonstration  de  l'impossibilité  de  résoudre  toutes  les  équations 
algébriques  avec  des  radicaux,  par  L.  AYantzel.  —  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques,  i"  série,  t.  IV,  iS^î. 

(')  J.-A.  Serret,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  troisième  édition.  Gau- 
thicr-Villars,  1866. 

(')  Œuvres  complètes,  nouvelle  édition,  t.  II. 
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générale  des  racines  des  équations  des  quatre  premiers  de- 
grés. On  découvrit,  pour  résoudre  ces  équations,  une  mé- 
thode uniforme  (1370)  et  qu'on  croyait  pouvoir  appliquer 
à  une  équation  d'un  degré  quelconque;  mais,  malgré  tous 
les  efforts  d'un  Lagrange  et  d'autres  géomètres  distingués, 
on  ne  put  parvenir  au  but  proposé.  Cela  fit  présumer  que  la 
résolution  des  équations  générales  était  impossible  algé- 
briquement; mais  c'est  ce  qu'on  ne  pouvait  pas  décider,  at- 
tendu que  la  méthode  adoptée  n'aurait  pu  conduire  à  des  con- 
clusions certaines  que  dans  le  cas  où  les  équations  étaient 
résolubles.  En  effet,  on  se  proposait  de  résoudre  les  équa- 
tions sans  savoir  si  cela  était  possible.  Dans  ce  cas,  on  pour- 
rait bien  parvenir  à  la  résolution,  quoique  cela  ne  fût  nul- 
lement certain;  mais  si,  par  malheur,  la  résolution  était 
impossible,  on  aurait  pu  la  chercher  une  éternité,  sans  la 
trouver.  Pour  parvenir  infailliblement  à  quelque  chose  dans 
cette  matière,  il  faut  donc  prendre  une  autre  route.  On  doit 
donner  au  problème  une  forme  telle  ,  qu'il  soit  toujours 
possible  de  le  résoudre,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  d'un 
problème  quelconque.  Au  lieu  de  demander  une  relation 
dont  on  ne  sait  pas  si  elle  existe  ou  non,  il  faut  demander  si 
une  telle  relation  est  en  effet  possible...-  » 

1392.  Comme  le  remarque  Abel,  il  faut,  avant  tout,  définir 
ce  qu'on  entend  par  résoudre  algébriquement  une  équation 
algébrique. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  (997),  la  résolution  d'une 
équation  générale  de  degré  m  consiste  à  trouver  les  expres- 
sions qui,  composées  algébriquement  avec  les  coefficients  de 
l'équation,  satisfont  à  cette  équation.  En  d'autres  termes,  il 
faut  parvenir  à  exprimer  ses  racines  par  des  fonctions  algé- 
briques de  ses  coefficients.  Il  y  a  donc  lieu  de  chercher  préa- 
lablement la  forme  la  plus  générale  de  pareilles  fonctions; 
et,  pour  cela,  de  revenir  sur  leur  nature  même.  Nous  sui- 
vrons ici  l'analyse  d'ABEL. 

Fonctions  algébriques. 

1393.  Désignons  par  x^,  x^,  x^,  ...,  un  nombre  fini  de 
quantités  quelconques  indépendantes,  et  par  v  une  fonction 
de  ces  quantités. 
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('  est  une  fonction  algébrique  des  quantités  considérées, 
lorsqu'on  peut  exprimer  v  par  ces  quantités  à  l'aide  des  six 
opérations  arithmétiques  (535),  effectuées  ou  répétées  dans 
un  ordre  quelconque  :  addition,  soustraction,  multiplication, 
division,  élévation  aux  puissances  entières  et  extraction  des 
racines.  L'addition  comprend  d'ailleurs  la  soustraction,  la 
multiplication  comprend  l'élévation  aux  puissances  entières, 
et  l'extraction  des  racines  d'indices  composés  dépend  immé- 
diatement de  l'extraction  des  racines  d'indices  premiers 
(137),  de  sorte  que  les  six  opérations  indifjuées  se  réduisent 
en  réalité  à  quatre. 

139i.  Lorsque  les  deux  premières  opérations  (addition  et 
multiplication)  interviennent  seules,  la  fonction  v  formée 
avec  les  quantités  considérées  est  dite  rationnelle  et  entière 
ou,  simplement,  entière. 

Soit  le  terme 

où  A  est  une  constante,  et  les  exposants  /«j,  m.,  m^,  .  .  .,  des 
entiers  positifs;  toute  fonction 

constituée  par  la  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  ana- 
logues est  une  fonction  entière. 

Soient  Cj,  ('2,  ('3,  ...,  plusieurs  fonctions  entières  des 
mêmes  quantités  x,,  ^,,  0^3,  ....  Il  est  clair  que,  si  on  les 
soumet  aux  mêmes  opérations  queces  quantités  elles-mêmes, 
la  fonction 

/('•l,f2,  <•;;,   ■  •  •) 

conservera  la  même  forme  que  la  fonction/(.ri,  .r.,  ^3,  . . .). 
Les  mêmes  opérations  (addition  et  multiplication)  répétées 
un  nombre  quelconque  de  fois,  pourvu  que  ce  nombre  soit 
fini,  conduiront  donc  toujours,  comme  résultat,  à  une  somme 
de  termes  de  la  forme  indiquée  ci-dessus,  ou  à  une  fonction 
entière. 

1393.  Lorsque  les  trois  premières  opérations  (addition, 
multiplication,  division)  interviennent  seules,  la  fonction  v 
formée  avec  les  quantités  j-,,  a-^,  x^,  . . .,  est  dite  rationnelle 
et  fractionnaire  ou,  simplement,  rationnelle. 
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Si  l'on  a  deux  fonctions  entières,  telles  que 

f{.r^,x,_,x■,.  .  .  .\      F(,r,,.r2,.r;;,  .  .  .), 
eur  quotient 

F(^,,  x-:,  .r.j,  .  .  .) 

est  un  cas  particulier  des  fonctions  rationnelles,  et  toute 
fonction  rationnelle  sera  le  résultat  de  la  répétition  de  l'opé- 
ration indiquée  pour  obtenir  c.  Si  l'on  a  plusieurs  fonctions 
<'i>  <'2,  <'3,     ■••  de  la  forme  ci-dessus,  il  est  évident  que  la 

fonction 

_/■(  r,,  y..,  y. ) 

Fli'i,  t'o,  l'y.  •  •  •) 

peut  être  ramenée  à  cette  même  forme,  qui  est,  par  consé- 
quent, la  forme  générale  des  fonctions  rationnelles. 

139G.  Supposons,  enfin,  que  les  quatre  opérations  réelle- 
ment fondamentales  (addition,  multiplication,  division,  ex- 
traction des  racines  d'indices  premiers)  interviennent  dans 
la  composition  de  la  fonction  v  formée  avec  les  quantités  ^i, 
^2,  -^3,  •  •  ••  Cette  fonction  deviendra,  par  opposition  aux  pré- 
cédentes, une  fonction  algébrique  irrationnelle  ou  une  fonc- 
tion algébrique  générale. 

Pour  avoir  cette  fonction,  il  faudra  combiner  la  fonction 
rationnelle  quelconque 

p    —f{Xi,X.„JC3,    ...), 

ou  l'opération  désignée  par/,  avec  l'opération  indiquée  par 
le  signe  '\J  ,  m  étant  supposé  u/i  nombre  premier. 

Désignons  alors  par  /?,,  p2,  Ps,  ■■■,  des  fonctions  ration- 
nelles de  ^1,  J?2»  "^3>  •••;  psf"  fh>  '*2>  'h,  •■■■>  des  nombres 
premiers,  et  posons 

/>'=/(  ,r,,  .r,,  X,,  ...,  "\'n„  "\'p,,  V/'s,  ■  •  •  '• 

p'  sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  de  a^i, 
x^,  ^3,  ...,  OU  1  opération  représentée  par  le  signe  y  ne 
porte  que  sur  des  fonctions  rationnelles,  et  les  fonctions 
telles  que  p'  seront  dites  fondions  algébriques  du  premier 
ordre  (ou  fonctions  irrationnelles  du  premier  ordre). 
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Désignons  par  p\,  p'.^,  //.j,  ...,  des  fonctions  algébrif|ues 
du  premier  ordre;  par«',,  n'.,,  n'.^,  .  .  .,des  nombres  premiers, 
et  posons 

p"  —  /\.ri,  JTi,  . . . ,  V/^i,  "v//^2,  . . . ,  "\/]7^,  "{'p'.^,  .  . .). 

p"  sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  de  x^, 
J72>  ^z,  •  •  •'  où  l'opération  représentée  par  le  signe  \/  peut 
porter  à  la  fois,  mais  seulement,  sur  des  fonctions  ration- 
nelles et  sur  des  fonctions  algébriques  du  premier  ordre;  et 
les  fonctions  telles  que  p"  seront  ûW.d'S,  fonctions  algébriques 
du  deuxième  ordre  (ou  fonctions  irrationnelles  du  deuxième 
ordre). 

En  continuant  par  voie  d'extension,  on  obtiendra  des  fonc- 
tions algébriques  du  troisième,  du  quatrième,  ...,  du  n'^'"'= 
ordre  (ou  des  fonctions  irrationnelles  du  troisième,  du  qua- 
trième, ...,  du  «'^■"''=  ordre),  dont  les  notations  seront  /?'", 
jo'\  .  .  .,/>";  et  il  est  clair  que  l'expression  des  fonctions  du 
^jièine  ordre  se  confondra  avec  l'expression  des  fonctions  algé- 
briques générales.  Dans  une  pareille  expression,  l'opération 
représentée  par  le  signe  y  peut  porter  a  la  lois,  mais  seu- 
lement, sur  des  fonctions  rationnelles  et  sur  des  fonctions  al- 
gébriques du  premier,  du  deuxième,  du  troisième,  ...,  du 
(« —i)'"^''"'=  ordre. 

On  aura  donc,  pour  une  fonction  algébrique  d'ordre  /jl,  dé- 
signée par  t',  l'expression 

(I)  r  :=/(/•,,  /■,,  .  .  . ,  \'^f^\  V/ë=^'  •  •  •)' 

dans  laquelle  /  représente  toujours  une  fonction  rationnelle 
des  quantités  entre  parenthèses;  p[~^\  P'f~^'^  •  •  •»  f'es  fonc- 
tions algébriques  de  l'ordre  y-—i;  n^,  n,,  .  . .,  des  nombres 
premiers;  et  /'i,  r,,  ...  (pour  l'instant  et  au  point  de  vue  de 
la  définition  donnée),  des  fonctions  algébriques  d'un  ordre 
égal  ou  inférieur  à  |i.  —  i. 

1397.  Si,  dans  la  formule  (i)  [1396],  on  pouvait  exprimer 
les  radicaux  qui  portent  sur  les  fonctions  algébriques  de 
l'ordre  le  plus  élevé  ["vA^  '  J  ^n  fonction  rationnelle  des  au- 
tres quantités,  on  pourrait  les  éliminer  successivement.  La 
fonction  v  conserverait  la  même  forme,  mais  son  ordre  de- 
viendrait égal  à  [JL  —  I. 
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Par  conséquent,  si  la  fonction  v  est  en  réalité  de  l'ordre  p., 
on  pourra  chercher  à  réduire  dans  son  expression  les  radi- 
caux qui  portent  sur  les  fondions  d'ordre  supérieur,  au  plus 
petit  nombre  possible;  mais  tous  ne  disparaîtront  pas,  et  l'un 
d'entre  eux  au  moins  ne  sera  pas  exprimable  en  fonction  ra- 
tionnelle des  autres  quantités  d'ordre  inférieur.  Si,  après  toute 
simplification,  le  nombre  des  radicaux  difTérents  affectant  des 
fonctions  algébriques  de  l'ordre  le  plus  élevé  {[j.  —  i)  est  égal 
à  m,  on  dit  que  la  fonction  r  est  d'ordre  [j.  et  de  degré  m. 

D'après  cela,  une  fonction  d'ordre  \j.  et  de  degré  o,  ne  con- 
tenant dans  son  expression  aucun  radical  recouvrant  une  fonc- 
tion algébrique  d'ordre  a  —  i,  est  la  même  chose  qu'une 
fonction  d'ordre  ]j.  ^  i.  De  même,  une  fonction  rationnelle  ne 
contenant  aucun  radical  peut  être  considérée  comme  une 
fonction  algébrique  d'ordre  o. 

1398.  Finalement,  et  en  généralisant,  V  étant  une  fonction 
algébrique  générale,  d'ordre  fz  et  de  degré  m,  on  peut  écrire 
simplement 

(2)  v=/(/-,,/-, yp). 

J)ans  cette  dernière  formule,  /  désigne  une  fonction  ration- 
nelle des  quantités  entre  parenthèses;  /?,  une  fonction  algé- 
brique d'ordre  [x  —  i  ;  n,  un  nombre  premier;  r^,  /•,,  . .  .,  des 
fonctions  algébriques  qui  peuvent  être,  en  raison  du  signe/, 
du  même  ordre  /j.  que  V,  mais  dont  le  degré  est  alors,  dans 
leur  ensemble,  au  plus  égal  k  m  —  \  (1397). 

Autre  forme  générale  des  fonctions  algébriques. 

1399.  Dans  l'expression  (■.?)  de  V  (1398),  /  désigne  une 
fonction  rationnelle  des  quantités  entre  parenthèses.  Par 
suite,  en  désignant  par  <p  et  4^  deux  fonctions  entières  de  ces 
mêmes  quantités,  on  peut  écrire  (1395) 

(i)  y^?0-i,^-2,  •••/y/j), 

'^(r^,r.2,...,yp) 

D'ailleurs,  toute  fonction  entière,  en  vertu  de  sa  composition 
(1394),  peut  être  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  en- 
tières de  l'une  des  quantités  dont  elle  dépend.  Nous  pourrons 
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ainsi  ordonner  les  fonctions  o  et  ^  par  rapport  aux  puissances 
_  i 

de  \/p  ou  de/?",  et  nous  aurons 

I                      2                      3 
(l   ^W)  \    —    j ^ '-^ =  ^^ 

Les  coefficients  (s)  et  (0  sont  des  fonctions  entières  des  au- 
tres quantités  /■,,  /•,,  .... 

Considérons  l'équation  binôme  a"  =  i,  et  désignons  par  a 
l'une  de  ses  racines  imaginaires  (8i7).  En  multipliant  l'une 
quelconque  des  racines  de  celte  équation  par  toutes  les  ra- 
cines elles-mêmes,  on  les  reproduit  toutes  dans  un  autre 
ordre  (851).  Il  en  résulte  évidemment  qu'on  peut  représenter 
ses  n  racines  par  a,  a-,  ce',  . . .,  a"-*,  «"tmi.  «,  nombre  pre- 
mier, est  un  nombre  impair.  Par  conséquent,  l'équation  x"  =  i 
an  —  I  racines  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux  et  une 
seule  racine  réelle  égale  à  i  {8kl). 

Cela  posé,  remplaçons  successivement/)",  dans  le  dénomi- 
nateur T  de  la  valeur  (i  bis)  de  V,  par  les  «  —  i  expressions 

!  1  1  \_ 

y.  p" .     y.'i>",     a'/>",      ...,      a""'//'. 

ï  prendra,  à  son  tour,  les  n  —  i  valeurs 

T„     T„     T3,     ...,     ï.,-,. 

Si  l'on  multiplie  alors  les  deux  termes  de  la  valeur  de  V  par 
le  produit  TiT2Ta . .  -  T„_,,  il  vient 

y  _  ST,  ToTa .  ■  -T,,-, 

^  ^  ~TT/r/r3...ï;,_,' 

On  a  d'ailleurs  nécessairement  (1036),  pour  la  somme  des 
racines  de  Téquation  3<'^  =  i, 

j  -r-  a  +  a-  —  a"-  -T-  .  .  .  -^  a"  "'  =:  o. 

Il  en  résulte  que,  dans  le  produit  TTjToTj. .  .T„_,,  les  puis- 
sances fractionnaires  de  p  disparaissent  toutes  (comme  on 
peut  le  vérifier  pour  une  valeur  quelconque  de  n),  et  que  le 
dénominateur  de  la  valeur  (2)  de  V  est  une  fonction  entière  de 
p  et  des  quantités  i\,  r.,,  .  . . ,  dont  les  coefficients  {()  sont  des 
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fonctions  entières.  Ce  dénominateur  est  d'ordre  /j.  et  de  degré 
m  —  1,  comme  l'ensemble  des  quantités  /i,  /'a,  •  •  • ,  dont  il  dé- 
pend. 

La  même  simplification  ne  peut  se  produire  au  numérateur 
de  la  valeur  (2)  de  V,  puisque  S  y  est  substitué  à  T.  Ce  nu- 
mérateur restera  donc  une  fonction  entière   de  '\/p   et  des 

1. 

quantités  /\,  r.^,  ....  et,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  p",  on 
pourra  représenter  sa  valeur  par 

i  i  i  i 

"0  +  ''i  P"  -^  l'iP"  +  l'zP"  4-  .  .  .  -T-  UkP"- 

Si,  en  même  temps,  le  dénominateur  est  représenté  par  u,  on 
aura  simplement 

i  1  i  ^^ 

(  3  )  V  =  r/„  ^  r/i  p"  +  V,  /y  +  çTj  /j"  -^ . . .  -i-  ^/,  iy\ 

en  posant 

"0  «I  "2  l'k 

Il  u  a  II         ^ 

Ço,  q\,  qi^  ■  ■  -,  qk  seront  ainsi  des  fonctions  rationnelles  de/j, 
/i,  /-j,  . .  .,  c'est-à-dire  des  fonctions  algébriques  d'ordre  fx  et 

de  degré  m  —  1  au  plus;  et  il  sera  toujours  impossible  d'ex- 

1 

primer  rationnellement  p"  en  fonction  des  quantités  dont 
elles  dépendent. 

liOO.  Admettons  que  l'équation  (3)  [1399]  renferme  des 
)_ 

puissances  de  /?"  supérieures  à  la  («  — i)'^'"''.  On  pourra  les 
supprimer  de  la  manière  suivante. 

Supposons  une  de  ces  puissances  p".  En  divisant  i  par  n,  on 
auraunquotientaet  un  restée  moindre  que «[«  =  «;« -1-6], d'où 

L  '1 

pn    __   ^y,  ^^,7 

On  pourra  donc,  dans  le  terme  correspondant,  faire  entrer  ou 
fondre  la  puissance  entière  p"  dans  le  coefficient  qi.  On  par- 
viendra ainsi  à  mettre  la  valeur  de  V  sous  la  forme 

1  i  3  n  —  1 

(4)  V  nr  r/,j  +  q^p'^  -\-  q,p"  -\-  q.^p''  -\- .  .  . -^  q,,-^  p    "    , 

OÙ  les  quotients  qo,  q^,  7,»  •••)  qn~\  conserveront  la  même 
définition  ou  le  même  caractère  que  précédemment. 
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UOl.  On  peul  aller  plus  loin. 

Si  fji  n'est  pas  nul,  on  peul  toujours  supposer  7,  r=  i. 

En  effet,  posons 

On  en  déduit 

P  =  ^4         et        />"  =  ^  . 
71  7i 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  (4)  [l'+OO],  il 

vient 

L  1  l  '—l 

7  1  7 1  7  1 

expression  de  même  forme  que  l'expression  (4),  et  qui  se 
confondra  avec  elle  en  remplaçant  pi  par  p,  et  les  quotients 

^î  A'  •  •  •'  %^'  par  '/oj  <7:ii  ■■  ■■>  7rt-n  sauf  la  substitution  de 

q\     q\  q'[    1      '         v-     y- 

I  à  la  place  de  71. 
Si  q^  est  nul  dans  l'expression  (4)  [1400],  désignons  par  7i 

le  premier  des  coefficients  q,,  q^,  .  .  .,  q„-i,  qui  ne  soit  pas 

(■ 
nul.  Le  premier  terme  après  70  sera  alors  (jip"-  On  posera 

donc 

1  /' 

P'I  =  ^>P"  '■>         d'où        P\  ~~  ^'iP'^  . 

et  le  second  terme  de  l'expression  de  V  sera^ encore/?^  avec 
le  coefficient  i. 

Soit  maintenant  c  un  entier  plus  grand  que  i  et  moindre 
que  n.  On  pourra  toujours  trouver  deux  entiers  a  et  h  satis- 
faisant à  la  relation 

la  —  no  r-z  c,  d  ou         —  ■=^  h  -\ j 

n  n 

puisque,  n  étant  premier  et  i  plus  petit  que  n,  les  coefficients 

i  et  n  sont  premiers  entre  eux  (181). 

1 

On  aura  donc,  d'après  la  valeur  ci-dessus  de  p"^, 

n  ni  II  c 

p'[  :=  q'I y?  "  OU  />"  =  q']p''p" . 

On  en  tire 

c  a 

p"—  q-''p-''p1, 
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et  cette  relation  permet  d'exprimer,  dans  la  formule  (4)  [1400], 

les  puissances  de  p"  en  fonction  des  puissances  de  p".   La 

forme  de  V  restera  évidemment  la  même,  sauf  le  coefficient 
1 

de  Pi  rendu  égal  à  l'unité. 

1402.  Ce  qui  précède  se  résume  dans  cette  proposition  : 

Toute  fonction  algébrique  générale,  d'ordre  [i.  et  de  degré 
m,  peut  être  ramenée  à  la  forme 

(5 )         V  =  r/o  +  P"  +  'i-iP"  -^  (izP"  +  •  •  •  -^  qn-^p  "  . 

Dans  cette  expression ,  n  est  un  nombre  premier;  q^,,  q^, 
qz,  •■-,  qn-if  des  fonctions  algébriques  d'ordre  p.,  /7iais  de 
degré  m  —  i  au  plus;  et  p,  une  fonction  algébrique  d'ordre 
p.  —  I,  dont  la  racine  /«'"««  ne  peut  être  exprimée  rationnelle- 
ment à  l'aide  des  quantités  q^,  q^,  q^,  ■  ■  -,  q,i-\,  ou  de  celles 
dont  elles  dépendent. 

Ainsi,  dans  tous  les  ordres,  il  existe  des  radicaux  d'indices 
premiers  qui  représentent  des  nombres  incommensurables 
d'espèce  distincte. 

Propriétés  des  fonctions  algébriques  qui  satisfont 
à  une  équation  donnée. 

Ii03.  11  s'agit  d'établir  celte  proposition  fondamentale  : 

Lorsqu'une  équation  est  résoluble  algébriquement  (1392),  on 
peut  toujours  donner  à  l'une  quelconque  de  ses  racines  une 
forme  telle,  que  toutes  les  fonctions  algébriques  dont  elle  est 
composée  soient  exprimées  par  des  fonctions  rationnelles  des 
racines  de  l  équation  proposée. 

Soit  l'équation  algébrique  de  degré  m 

(i)     f{x)  z=L  x'"-h  rti^''"-'  -^  a.2x"'--  +  .  .  .-h  «,„_i  J?  +  «,«=  o, 

où  les  coefficients  a^,  «2,  . . .,  a„i  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  quantités  connues  et  indépendantes.  Supposons  que 
cette  équation  soit  résoluble  algébriquement.  Désignons  par 
X  une  de  ses  racines,  qui  sera  alors  une  certaine  fonction  al- 
gébrique d'ordre  [j.  des  quantités  connues.  D'après  ce  qui  pré- 
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cède  (li02),  on  pouna  poser  (en  conservant  les  mômes  nola- 
lions  cl  intcrprclations) 

1  -2  £  n  —  \ 

(2)  ^  —  qi>^p"-\-qiP"  —  ^jzP''-^..-^qn-iP"  ■ 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  ce  dans  l'équation  (i)  [If- 
deux  premières  opérations  répétées  conduisant  toujour- 
(ISQi)  à  des  résultats  de  même  forme],  on  obtiendra  une 
expression  qu'on  pourra  représenter  par 

1  2  n— 1 

(  3  )  /'o  4-  /\p~'  -^  r,p~"  4- .  .  .  +  r„_,/;"^=  G, 

et  où  /'o,  f'i,  /o,  .  . . ,  r„_i  seront  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités  Ço,  Çz,  qz,  ■  •■,  Çn-i  et/?. 

Or,  pour  que  l'équation  (3)  subsiste,  il  faut  qu'on  ait  sépa- 
rément 

ro=o,         ri  =  o,         r,=  o,  ...,         /•„_,  =  o. 

En   effet,   supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  et  poson- 
/;"  =  ^.  Les  deux  équations 

(4)  )  ^        ' 

/   /-o  —/•,;  —  /-o  c-  —  ...  —  r„^i  ;"-»  =  o 

auraient  alors  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Désignon> 
par  A  le  nombre  de  ces  racines  communes,  et  formons  l'équa- 
tion qui  les  a  pour  racines, 

(  5  )  6-y  —  SiZ-i-S.Z--^...-i-  S,^.  Z''  =  O. 

Dans  cette  équation,  les  coefficients  (s)  seront  des  fonction.- 
rationnelles  de p  et  de  7o»  Ç2>  Va»  •  •  •<  Çn-i- 

Soit  alors  un  diviseur  irréductible  (1193)  du  premier  mem- 
bre de  l'équation  (5), 

t„  —  tiZ  -i-  t,z--^.  .  .^  tgZS, 

où  ^0,  II,  i.;,,  ....  t^  seront  des  fonctions  rationnelles  des 
mêmes  quantités.  Uéquation  irréductible  (1193) 

(6)  l^+t,Z  +  t.,Z--^-...-\-tgZl''—0 

aura  alors  toutes  ses  racines  communes  avec  la  première 
équation  z"  —  p  =  o  du  groupe  (4).  D'ailleurs,  son  degré  ^xr 
est  au  moins  égal  à  2;  sans  quoi,  on  pourrait  exprimer  z  on 

p"  en  fonclion  rationnelle  des  quantités  Ço,  q,,  «73,  . . .,  (/„_,  et 


ALGÈBRE    SUPÉraEURE.  6oC) 

p,  ce  qui  est  contre  l'iiypothèse.  Si  l'on  remarque  à  présent 
que  l'équation  binôme  z'^  —  pz^  o  ayant  une  racine  z  en  aura 
nécessairement  une  autre  de  la  forme  ccz,  a  étant  une  racine 
quelconque  de  l'équation  a«  =  i  (850),  on  voit  qu'il  en  sera 
(le  même  pour  l'équation  (6);  ce  qui  entraîne  la  nouvelle 
équation 

(6  bis)  t^^  ti  y.z  h-  t^_y.-z'-—  .  .  .  -h  t^y.^z^^z  o. 

Les  deux  équations  (6)  et  {6  bis)  auraient  ainsi  une  racine 
commune,  et  l'équation  (6)  en  aurait  une  également  avec 
l'équation  obtenue  en  retranchant  de  l'équation  (6  bis)  l'équa- 
tion (6)  multipliée  par  sf^%  c'est-à-dire  avec  l'équation 

\    (l—  «")/o^  (a—  a*')^i- 
'      /        ^{a.-—y.-)t.,z'--r-...^{oi--'—y.-)t^^iZ^'^-'=o. 

Mais,  l'équation  (7)  étant  de  degré  moindre  que  l'équation  (6), 
si  ces  deux  équations  avaient  une  racine  commune,  l'équa- 
tion (6)  ne  serait  plus  irréductible. 
Il  faut  donc  bien  (|u'on  ait  séparément 


o, 


o, 


r,z=o, 


S'il  en  est  ainsi,  il  est  clair  que  l'équation  donnée  (i)  sera 

encore  satisfaite  par  l'expression  (2)  de  x,  lorsqu'on  mettra 

1 

successivement  dans  cette  expression,  à  la  place  de  p",  les 

valeurs 

'il  1 

y.p",      ,3/>«,      yp",      ...,      Ip", 

OÙ  a,  [3,  ■/,...,  À  représentent  les  n  —  i  racines  imaginaires 
de  l'équation  a":=i.  On  aura,  de  cette  manière,  n  racines 
différentes  de  l'équation  (i),  qu'on  peut  désigner  par  x,,  x.,, 
0-3,  .  . .,  .r„,  et  dont  les  expressions  seront 


(8) 


1 
J:'2  =  'h  "  ^-P" 

■^r,=  qo^?P" 


y,p"-...^ 


y:-q,p" 

^''J2P^ 


JO,=  q,+  yp"-^  ■f.ri..p'^^...^  -/"-•r/„_,p  " 


qn-xP  "  , 


qn-xP  "  , 

n-X 


De  C.  —  Cours.  iV. 
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Supposons  qu'on  ajoute  d'abord  les  équations  (8)  membre 
;i  membre.  11  est  clair  (|iie  le  terme  q^  sera  répété  n  fois,  et 

(|ue  p"  sera  multiplié  par  la  somme  des  «  racines  /t'èmes  jg 
l'unité,  qui  est  égale  à  zéro  (1036). 

2 

De  mémo,  p"  sera  multiplié  par  (i  H-a'-i-|3"--f-y--T-. .  .-^-a-j  ; 
mais,  en  vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  racines  de 
l'unité  (851),  chacun  de  ces  carrés  représente  aussi  une  ra- 
cine /i'^""'  imaginaire  de  l'unité,  de  sorte  que  le  coefficient 

de  p",  dans  la  somme  des  équations  (8),  est  encore  égal  à 

zéro.  On  obtiendra  un  résultat  pareil  pour  les  coefficients  des 

1 

autres  puissances  de  p".  On  déduira  donc  simplement  di' 
l'équation  résultante 

q^=  -(j-i-^.ro-h  J"3-^.r.-)-.  .  .-x-  x„). 

Reprenons  les  équations  (8)  et  ajoutons-les  de  nouveau, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  j)ar 

I  /v"  — 1  ^.!l  —  \  .,H  — 1  ■)//  — I 

i ,      jf.        >      r*        ?      /        »       •  •  •       '• 

Les  puissances  semblables  des  n  racines  «'^mes  ^jg  l'unité  les  re- 
produisant dans  un  autre  ordre  (851, 1413),  le  terme  ^o  se  trou- 
vera cette  fois  multiplié  par  zéro,  et  il  en  sera  de  même  des 

termes  qui  renferment  p",  p",   .  . .,  p  "  .  Il  ne  restera  donc, 

dans  le  second  membre,  que  la  première  puissance  p"  répétée 
n  fois,  puisque  l'on  a  a"  =  !3"  =:  y"  = . . .  =:i  À"  =  i .  On  déduira 
donc  de  la  nouvelle  équation  résultante 

p^=  -  (.rj-i-  a"-ix2  —  ;3"-'^3-^y"-'>r.-T-.  .  . -+- }."-'^„). 

En  continuant  de  la  sorte,  c'est-à-dire  en  ajoutant  encore  les 
équations  (8)  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par 

I       ryii—-2     ,'^«—2     ^.ti  —  i  'à  II— 2,    I      «/i  — 3      On— 3     .,n— 3  Vi  — 3. 

I,  a,  3,  y,  .  .  . ,  }. ;  on  pourra  isoler  successivement  les  termes 

2  3  n-  1 

rjiP",  <]3P",  ...,  q„-iP  "  ,  et  l'on  obtiendra  finalement  les 
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n  équations 

q,  ^  -  (.r,  -^  ^,  +  X3-f-  ^,  -I-. .  .  -^  ^„), 

73//' z=   -|  (X,-  «•'-Î^.S-  ^"-3.^3^  y'-3^,  +..  .  +  7.-.3  ^,^J_ 


1 


Ces  équations  prouvent,  les  racines  n'è^'^  de  l'unité  étant  re- 
gardées comme  connues,  que  les  quantités 
1 
P"^     9o,     </-2,     q„     ....     q„_y 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines  de  l'équation  (i) 
donnée  (car  rien  ne  distingue  spécialement  les  racines  que 
nous  avons  considérées). 

On  a,  en  effet,  d'une  manière  générale,  d'après  les  équa- 
tions (8  bis), 

(.r, -i- a"-ix,-4- ;3«-ia-3-+- -/«-i^,-l-.  .  .+ >/<-i^.^)A' 
Cela  posé,  désignons  par  v  l'une  quelconque  des  quantités 
P"^      Vo-      72.      q-i,      ...,      qn-i, 

qui,  d'après  les  équations  (8)  ou  d'après  l'équation  (2),  en- 
trent dans  l'expression  des  racines  de  l'équation  (i)  proposée. 
On  aura  alors,  d'après  les  définitions  et  simplifications  précé- 
dentes, 

12  3  ,^^ 

(  9  )  r  =:  x„  -^  m-'  —  •/ .,  m-'-i-y,m''-^...-~  y,_  ^r;^   '  , 

les  lettres  y,  rn,  v  remplaçant  les  lettres  q,  p,  n,  avec  des  sens 

identiques  (li02). 

I    D'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  on  pourra  écrire,  en 
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désignant  par  cp  une  fonction  ralionnelle  cl  par  j;,,  a-.^,  j-j,  ..., 
a;,n  les  m  racines  de  l'équalion  (i), 

y  =  o(  J'i,  jr.2,  X-,,  .  .  .,  -r,;,)' 

[Il  est  sous-entendu  que  les  m  racines  de  l'équalion  (i)  peu- 
vent ne  pas  entrer  toutes  dans  la  fonction  o]. 

Lorsqu'on  permutera  entre  elles  les  racines  jr,,  x^,Xi,  . . ., 
x,n  de  toutes  les  manières  possibles,  la  fonction  o  prendra  un 
certain  nombre  m'  de  valeurs /i, 72,73,  •  ■■,Jm;  et  l'on  pourra 
former  une  équation  de  degré  m'  ayant  ces  valeurs  pour  ra- 
cines. La  valeur  (9)  de  y  devant  satisfaire  à  cette  équation, 
on  en  conclura,  en  raisonnant  comme  précédemment,  que 

les  quantités 

^»     Zo,     Z2'     Z^i'      •••'     Zv-1 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines  ji,  y.,  y^,  ■  ■  -,  y 
de  la  nouvelle  équation  et,  par  conséquent,  des  fonctions 
rationnelles  des  racines  x^,  x,,  x„  .  ..,x„,  de  l'équation  (i) 
donnée  (139o). 

Or  les  quantités,  dont  l'une  vient  d'être  désignée  spéciale 
ment  par  r  [équation  (9)],  sont  celles  qui  entrent  dans  l'ex 
pression  (2)  de  la  racine  x  de  l'équation  (i).  Cette  racine, 
quelle  qu'elle  soit,  est  donc  elle-même  une  fonction  ration 
nelle  des  racines  de  l'équation  (i). 

On  est  ainsi  ramené  à  la  proposition  fondamentale  énoncée) 
au  début  de  cette  belle  analyse  : 

Lorsqu'une  équation  est  résoluble  algébriquement,  on  peu 
toujours  donner  à  l'expression  générale  de  ses  racines  um 
forme  telle,  que  toutes  les  fonctions  algébriques  dont  cettt 
expression  est  composée  soient  des  fonctions  rationnelles  de 
racines  mêmes  de  l'équalion  proposée. 

Les  fonctions  rationnelles  des  racines  qui  représentent  le 
divers  radicaux  figurant  dans  l'expression  générale  des  ra 
cines  de  l'équalion  donnée  peuvent  renfermer  toutes  ces  ra 
cines  ou  seulement  un  certain  nombre  d'entre  elles.  Il  es 
d'ailleurs  permis  de  supposer  que  ces  fonctions  ralionnelle 
sont  entières  (1189). 
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Impossibilité  de  résoudre  algébriquement  les  équations  générales 
au  delà  du  quatrième  degré. 

liOi.  Nous  suivrons  ici  spécialement  la  démonstralion  de 
Wamzel. 

Soit  l'équation  (i)  (li03) /(.r)  =  o,  dont  les  coefficients 
sont  indépendants  et  qui  est  résoluble  algébriquement,  c'est- 
à-dire  dont  les  racines  o-j,  ^2,  ^3.  .  ...  x,n  sont  exprimables 
algébriquement  en  fonction  de  ses  coefticients. 

L'équation /(>r)  =:  0  étant  satisfaite  par  la  valeur  .r,  donnée 
à  X,  quels  que  soient  ses  coefficients,  si  l'on  substitue  dans  la 
valeur  de  j-j  les  fonctions  rationnelles  des  racines  qui  cor- 
respondent à  chacun  des  radicaux  qui  y  entrent  (li03),  on 
devra  reproduire  identiquement  x^,  puisque  les  racines  de 
l'équation  sont  alors  entièrement  arbitraires.  Pour  la  même 
raison,  toute  relation  entre  les  racines  devra  demeurer  iden- 
tique, lorsqu'on  y  permutera  ces  racines  d'une  manière  quel- 
conque. 

liOo.  Désignons  par  y  le  premier  radical  '{//>,  qui  entre 
dans  la  valeur  de  x^,  en  suivant  l'ordre  du  calcul  (c'est  alors 
le  dernier,  en  suivant  l'ordre  naturel  de  l'écriture).  Nous 
aurons 

y"  — p. 

L'équation  donnée  étant  supposée  résoluble  algébrique- 
ment, p  dépendra  immédiatement  des  coefficients  de  cette 
équation  (1392),  et,  d'après  ce  qui  précède  (li03)  et  ce  qu'on 
vient  de  dire  (HOi),  s'exprimera  par  une  fonction  symétrique 
de  ses  racines,  telle  que  Fi  r,,  x^,  x^^,  . . .), 

y  sera  une  fonction  rationnelle  o(Xi,  x.,,  .r,,  ...)  de  ces 
mêmes  racines. 

Comme  la  fonction  o  ne  peut  pas  être  symétrique,  sans 
quoi  elle  serait  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de 
l'équation  f{x)  =  0  (lOiG,  lOoOj,  et  la  racine  «'^""^  de  p  s'ex- 
trairait exactement  contre  l'hypothèse,  cette  fonction  0  doit 
changer  par  la  transposition  des  deux  racines  ^,  et  x^,  par 
xemple,  sans  qu'on  cesse  d'avoir  pour  cela 

o"  =  p  =  F. 
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Comme  la  transposition  indiquée  laisse  d'ailleurs  F  invariable. 
les  valeurs  de  9  sont  des  racines  de  l'équation  y"=-  F.  On  .1 
donc  nécessairement  (830),  en  désignant  par  y.  une  racine  «'''" 
de  l'unité, 

0 ( .r,,  a-, ,  a-,,  .  .  . )  =  a  ? ( .r, ,  .1..,  .rj,  .  .  .). 

Toute  relation  entre  les  racines  devant  continuer  d'exister 
quand  on  y  remplace  ces  racines  les  unes  par  les  autres  d'une 
manière  quelconque  (1404),  on  aura,  en  transposant  de  nou- 
veau a^i  et  j?2, 

9(.r,,  x^_,  .2-3,  ...  1  =  a  9(j^2,  a^i,  a-j,  .  .  .  ). 

En  multipliant  par  ordre  ces  deux  relations,  il  vient  (8i7) 

a-:=  I         ou         n^^i. 

Le  premier  radical  qui  entre  dans  la  valeur  de  x^  (suivant  , 
l'ordre  du  calcul  à  effectuer)  doit  donc  être  du  second  degré. 
C'est  ce  qu'on  vérifie  sur  les  équations  générales  du  troisième 
et  du  quatrième  degré.  i 

La  fonction  9,  à  cause  de  n  =  1,  n'ayant  que  deux  valeurs,  i 
change  pour  une  transposition  quelconque;  mais  elle  reste] 
invariable  pour  toute  permutation  circulaire  de  trois,  de  cinq 
lettres,  . . .,  ou  d'un  nombre  premier  quelconque,  parce  que 
chacune  de  ces  permutations  cij'culaires  équivaut  à  un  nom-  j 
bre  pair  de  transpositions  (3'i-).  Ainsi,  en  transposant  x^  et  1 
x^,  la  valeur  9(^2»  «^i»  -^s»  •  •  •)  6st  égale  et  de  signe  contraire  I 
à  la  valeur  (p(.x'i,  ^2>  ■^z^  •  •  •);  <^6  même,  en  transposant  x^  et 
x^,  la  valeur  o{x2,Xi,x^,  ...)  est  égale  et  de  signe  contraire: 
à  (^{Xii,Xi,x^,  ...),  de  sorte  qu'elle  reproduit  9 (^1, a;,, -Ts»---)'  \ 
Il  en  sera  de  même  pour  les  permutations  circulaires  de  cinq 
lettres,  etc. 

140G.  Revenons  à  la  série  des  opérations  qui  peuvent  se! 
trouver  indiquées  dans  la  valeur  de  x^.  î 

On  peut  avoir  à  combiner  le  premier  radical  \jp  ou  la  fonc-{ 
tion  9   non  symétrique  avec  des  coefficients  de  l'équation 
donnée/(^)  ==0,  c'est-à-dire  avec  des  fonctions  symétriques 
des  racines  (1039),  sans  intervention  dim  nouveau  radical. i 
On  aura  toujours  ainsi  une  fonction  des  racines,  seulement^ 
susceptible  de  deux  valeurs,  et  que  les  permutations  circu-| 
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laires  de  trois  lettres,  etc.,  laisseront,  par  suite,  invariable 
(liOo). 

Les  nouveaux  radicaux  rencontrés,  s'ils  sont  du  second 
degré,  ne  pourront  donner  que  des  fonctions  du  même  genre. 

Supposons  donc  qu'on  parvienne  à  un  radical  (quelconque) 
pour  lequel  la  fonction  rationnelle  équivalente  ne  demeure 
plus  invariable  par  ces  permutations  de  trois  lettres  ou  d'un 
nombre  premier  de  lettres,  parce  qu'elle  a  plus  de  deux  va- 
leurs, et  représentons-le  encore  par  . 

y  —  'sjp  1^  9  (.r,,  X,,  j:'3,  .  .  .  ). 

On  aura  encore 

p  r=F(.r,,  j:'o,  X3,  .  .  .), 

mais  la  fonction  F,  composée  comme  on  vient  de  le  dire,  ne 
sera  plus  symétrique,  et  restera  seulement  invariable  par  les 
permutations  de  trois  lettres,  de  cinq  lettres,  etc.  (1405). 

Si  Ton  effectue,  par  exemple,  une  permutation  circulaire 
de  trois  lettres  en  remplaçant  .r,,  .i-.,  rg  par  r.,,  x^,  x^,  la  re- 
lation 

-j"  =  V        ou        /■'  =  F 

subsistera  toujours,  et,  F  étant  invariable,  9  restera  une  ra- 
cine de  la  dernière  équation.  En  désignant  par  a  une  racine 
„ième  (]g  l'unité,  on  aura  donc  nécessairement,  n  étant  toujours 
premier  (850), 

o(.r,,  ./•;,,  .;-,,  .r.,  .  .  .  j   .  i  a  o(a'|,  x,,  x.,  x^,  .  .  .). 

Cette  relation  devant  persister  lorsqu'on  échange  entre  elles 
les  racines  d'une  manière  quelconque  (HOV),  et  toute  permu- 
tation circulaire  de  trois  [lettres  revenant  à  deux  transposi- 
tions successives,  on  en  déduira  immédiatement,  par  deux 
nouvelles  permutations  opérées  de  part  et  d'autre,  par  rap- 
port aux  trois  premières  lettres, 

o(xi,  X.,  x-i,  x.„  .  .  .)  =  y.  9(.r„  .r,,  x,,  x^,  .  .  .). 

En  multipliant  par  ordre  les  trois  relations  précédentes,  il 
vient  {8kl) 

a^^rr.  I  ou  /i  ^r  3. 

Le  nouveau  radical  renconlri',  après  ceux  du  second  degré, 
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flans  la  valeur  de  Xy,  doit  donc  être  un  radical  cubique.  C'est 
ce  qu'on  vérifie  encore  sur  les  équations  irénérales  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré.  On  a  alors  trois  ou  quatre  ra- 
cines, et  Ton  peut  efl'ectuer  sur  les  fonctions  rationnelles  des 
racines  des  permutations  circulaires  de  trois  lettres,. v^/*ç/>om- 
^'oir  en  effectuer  de  cinq  lettres. 

1407.  Allons  plus  loin.  Supposons  le  nombre  des  racines 
.r,,  x^,  x^,  ^4,  .  .  .,  supérieur  à  quatre,  c'est-à-dire  l'équation 
donnée, /(j:*)  =o,  d'un  degré  plus  élevé  que  le  quatrième. 

Si  l'on  rencontre  dans  l'expression  générale  de  ses  racines 
un  radical  cubique,  les  notations  précédentes  restant  les 
mêmes,  la  fonction  F  demeurera  invariable  par  une  permuta- 
tion circulaire  de  cinq  lettres  (U06),  et  la  valeur  de  la  fonc- 
tion rationnelle  o  passera  seulement  d'une  racine  de  l'équa- 
tion 

9"  =  F         ou         )-"=iF 

à  une  autre.  On  aura  donc,  cette  fois  (liOG), 

©(.r,,  x^,  x,^,  .rj,  ./',,  .  .  .)  =^  a  9(  J"i,  x.^,  .r.),  .z'.,,  Xj,  .  .  .). 

(]ette  relation  devant  persister  quand  on  échange  entre  elles 
les  racines  d'une  manière  quelconque  (liOi,  1405),  on  pourra 
répéter  quatre  fois  de  part  et  d'autre  la  permutation  circu- 
laire de  cinq  lettres  (qui  revient  à  quatre  transpositions  suc- 
cessives), et  l'on  aura 

(ù{xz.  Xi,  x-^,  Xy,x.2,  .  .  .)  =  y.o{x.2,  X-i,  Xi,  X-^,  Xi,  .  .  .K 
o{Xi,x^,Xi,Xo,X3,  .  .  .)  =  y.o(x3,Xi,X:,,Xi,  .r,,  .... 

Cû{x^,  Xi,  X^,  X-i,  Xi,  .  .  .)  =^  X  0{Xi,  X-^,  Xi,  X.2,  X;i,  .  .  .    . 

o  (xi,  X.,,  x-;^.  Xi,  x-i,  .  .  .  )  =^  y.  o{x:^,  .r,,  x.,,  x-^,  Xi, 

En  multipliant  par  ordre  les  cinq  relations  obtenues,  il 
vient 

3C'  =  I  . 

Comme  on  a  «^3  ou  a'=i,  c'est-à-dire  a'^=^i,  on  déduit 
de  la  condition  précédente  a  =  i.  La  fonction  o  serait  donc 
invariable  par  les  permutations  circulaires  de  cinq  lettres,  et 
il  est  facile  de  voir  qu'elle  le  serait  aussi,  dans  ce  cas,  par  les 
permutations  circulaires  de  trois  lettres. 

En  effet,  la  fonction  o,  étant  invariable  par  les  permutations 
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circulaires  de  cinq  lettres,  ne  changera  pas  davantage  si  Ion 
remplace 

^3,     X,'     -<".5»     ^l,     -^i        PJÏ''        -^2»     -^5»     -^li     '^V>     -^3- 

On  aura  alors,  par  un  pareil  échange, 

^(.rS,    J\j    Xr,.    ^î'i,    -Tn.    ...!:=    'Jl.r^,    J";j,    J^i,    a-;,    X  -  .    .    .    .    ). 

Mais  nous  venons  de  trouver  plus  haut 

0(.'-3.  Xj,  j;.5,  J'i,  a'.,,  .  .  .  i  =:  '->(•?•,.  .i-j,  ^3,  ./"j,  ^3,  .  .  .  ). 

11  viendra  donc 

o  (  .r..  .r,j,  j--,.  .r;.  .r-.  .  .  .  )  ;;-  of  .r,,  .r,.  .rj.  .?■. ,  .r-,  .  .  .  >  ; 

ce  qui  montre  évidemment  rpie  la  fonction  9  est  aussi  inva- 
riable par  les  permutations  circulaires  de  trois  lettres  seule- 
ment [9  (^2,  X;j,  J'i,  .  .  .  )  =  0{-J-\,  "t'o,  J;-:j,  .  .  .  )]. 

On  voit  par  là  que,  pour  les  équations  de  degré  supérieur 
au  quatrième  {supposées  résolubles  algébriquement),  les  radi- 
caux cubiques  rencontrés  dans  l'expression  générale  des  ra- 
cines devraient  être  équivalents  à  des  fonctions  rationnelles  des 
racines,  invariables  par  des  permutations  circulaires  de  trois 
lettres;  et,  en  poursuivant  le  même  raisonnement,  il  en  serait 
de  même  pour  les  radicaux  d'indice  premier  supérieur  à  trois. 

Or,  en  substituant  alors  toutes  ces  fonctions  rationnelles 
dans  l'expression  de  la  racine  a-,,  on  devrait  parvenir  (liOi)  à 
une  identité  àe  la  forme 

.r,  :^  'li{-i\^  .r.2,  .r;..  jr,,  jc-,  ■  ■  ■  '• 

Mais  c'est  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  d'après  ce  qui  précède; 
car  le  second  membre  de  cette  expression  doit  demeurer  in- 
variable quand  on  remplace  ccy,  a,,  œ-^  par  x.,,  x^,  x^,  tandis 
que  le  premier  membre  change  nécessairement. 

Cette  contradiction  manifeste  prouve  enfin  qu'<7  est  impos- 
sible de  résoudre  par  radicaux  l'équation  générale  du  cin- 
quième degré  ou  d'un  degré  plus  élevé. 

Scolie  général. 

14-08.  Lorsqu'on  cesse  de  considérer  les  équations  générales 
d'un  degré  quelconque,  la  question  change  de  face.  Il  y  a  une 
infinité  d'équations  particulières  de  tous  les  degrés,  qui  sont 
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résolubles  algébiiquement,  en  raison  de  leur  rorme  el  de 
leurs  propriétés. 

On  est  ainsi  conduit,  comme  le  remarf|ue  Aci-r.  dans  le  ,Mi  - 
moire  posthume  déjà  cité  (1391),  à  deux  problèmes  intim 
ment  liés  entre  eux,  el  dont  la  solution  complète  comprend, 
en   réalité,  toute  la  théorie  de  la  résolution  algébrique  des 
équations  : 

I*  Il  faut  poin'oir  tvou\H:r  toutes  les  équations  d'un  de^i  r 
déterminé  quelconque,  qui  soient  résolubles  algébriquement  : 

2°  Il  faut  pouK'oir  décider  si  une  équation  donnée  est  ou  non 
résoluble  algébriquement. 

Dans  son  Mémoire,  Tiliustre  géomètre  norvégien  avait  déjà 
porté  assez  loin  ses  recherches  sur  ce  sujet,  lorsque  la  mort 
vint  le  frapper.  Dans  ce  travail  inachevé,  Abel  annonce  qu'il 
est  parvenu  à  remplacer  sa  première  démonstration  sur  l'im- 
possibilité de  la  résolution  algébrique  des  équations  géné- 
rales au  delà  du  quatrième  degré,  par  une  démonstration  re- 
posant sur  les  mêmes  principes,  mais  plus  simple,  et  (ju'on 
peut  regarder  comme  un  corollaire  de  la  règle  obtenue  pour 
reconnaître  si  une  équation  donnée,  de  degré  premier,  est  on 
non  résoluljle  par  radicaux;  ce  qui  est  en  effet  (•). 

La  méthode  générale  que  Lacrange  a  essayé  d'appliquer  à 
la  résolution  algébrique  des  équations  générales,  et  qui  e>t 
fondée  sur  l'emploi  d'une  résoUanle  on  équation  secondaire 
(1370),  prend  son  point  de  départ  dans  la  théorie  des  permu- 
tations ou  des  substitutions  (-).  Abel,  dans  sa  première  et  cé- 
lèbre démonstration,  s'est  aussi  appuyé  sur  cette  théorie. 

Il  était  réservé  à  Galois  (*)  de  faire  faire  à  la  question  entii- 


(')  J.-A.  Serret,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  troisième  édition,  t.  II, 
p.  647.  Gauthier-Villars,  1Î566.  —Camille  Jordan,  Traité  des  substitutions 
et  des  équations  algébriques,  p.  388.  Gautliicr-Villars,  1870. 

C)  On  sait  ce  quon  entend  par  les  permutations  de  n  objets  ou  de  « 
lettres  (216),  el  nous  avons  vu  que  leur  nombre  totat  a  pour  expression  le 
produit  i.3.3...n.  Le  mot  substitution  indique  l'opération  par  laquelle  on 
passe  d'une  permutation  à  une  autre. 

(  '  )  ÉvARisTE  Galois,  ancien  élève  de  l'École  Normale,  tué  le  3i  mai  1832, 
dans  un  duel  mjstérieux  et  funeste,  en  pleine  éclosion  de  ses  grandes  dé- 
couvertes, à  l'âge  de  vingt  et  un  ans  (iSii-i832).  Son  immortel  Mémoire  : 
Sur  les  conditions  de  résolubilité  des  équations  par  radicaux,  a  été  pu- 
blié en  1846  par  les  soins  pieux  de  Joseph  Liouville,  dans  le  t.  M  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 
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niée  par  Laguange,  poursuivie  el  mûrie  par  Abel,  un  pas  déci- 
sif, en  prouvant  qu'à  chaque  équation  correspond  un  certain 
groupe  de  substitutions  relatif  à  ses  racines,  qui  est  en  rap- 
port intime  avec  ses  propriétés  caractéristiques  et  les  condi- 
tions de  sa  résolution  par  d'autres  équations  secondaires. 

La  théorie  des  équations  algébriques  est  venue  ainsi  se 
perdre  dans  Ja  théorie  des  substitutions  ou  se  confondre  avec 
elle,  et  le  problème  de  la  résolution  par  radicaux,  unique 
objet  des  anciennes  spéculations,  n'a  plus  été  qu'un  chapitre 
de  l'étude  approfondie  des  irrationnelles. 

Nous  sommes  forcé  d'indiquer  seulement  ces  résultats  et 
de  renvoyer  le  lecteur  aux  écrits  mêmes  des  savants  illustres 
qui  ont  commencé  à  élucider  ces  questions  si  vastes  et  si  diffi- 
ciles. Lagrange  et  Gauss,  Abel  et  Galois,  Cauchy  et  J.-A.  Serret, 
MM.  Bertrand,  Hermite,  E.  Mathieu,  Camille  Jordan  ('),  ainsi  que 
d'autres  célèbres  géomètres  étrangers,  ont  jeté  les  fondements 
de  cette  Algèbre  transcendante,  où  V ordre  a  pris  \a  place 
prédominante  que  lui  assignait  Poinsot  (-). 

1409.  Nous  ne  pouvons  cependant  laisser  ici  de  côté,  à 
cause  de  l'intérêt  des  applications  qui  s'3^  rattachent,  une 
classe  très  importante  d'équations,  dont  Gauss  et  Lagrange 
se  sont  occupés,  et  dont  la  résolution  comporte  une  marche 
uniforme  dans  tous  les  degrés.  Nous  voulons  parler  des  équa- 
tions binômes,  dont  nous  exposerons  la  théorie  dans  le  Cha- 
pitre suivant,  comme  complément  de  l'étude  de  la  résolution 
algébrique  des  équations  générales. 


(  ')  Dans  son  grand  Traité  des  substitutions,  M.  C.  Jordan  a  développe 
les  méthodes  de  Galois  et  a  exposé,  en  même  temps  que  ses  propres  et 
remarquables  recherches,  les  principaux  résultats  obtenus  par  les  géo- 
mètres qui  l'ont  précédé  dans  cette  voie. 

(-)  Réflexions  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Théorie  des 
Nombres.  Bachelier,  i845. 
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CHAPITRE  IV. 

THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  BINOMES. 


Forme  générale  des  équations  binômes. 

1410.  Nous  avons  déjà  dit  un  mot  des  équations  binômes 
{Alg.  élém.,  267).  Toute  équation  binôme  est  de  la  forme 

(i)  .T"'—k  =  0. 

a  étant  une  racine  ([uelconque  de  celte  équation  (8i-6),  po- 
sons X  =  ay.  Nous  aurons 

a'»  y»,  _  \  —  t,_ 

Mais,  a  étant  une  racine  de  l'équation  (i),  on  doit  avoir 
a'"=  A  et,  si  l'on  divise  les  deux  membres  de  l'équation  pré- 
cédente para'",  elle  devient 

(2)  J-'"—  irrro. 

Ayant  calculé  les  racines  de  Téqualion  (■2),  on  trouvera 
toutes  celles  de  l'équation  (i)  par  la  relation  jc^ay.  La 
question  est  ainsi  ramenée  à  la  recherche  des  m  racines  nv^"""^ 
de  l'unité,  déjà  exposée  (8V7,  8'i-8). 

1411.  Autrement,  m  étant  un  entier  quelcon(|ue,  et  A  une 
quantité  quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  on  peut  poser 

(  I  )  .r'"  :=  A  r:=  /'  (  COS  a  -7-  /  si  II  iC  ). 

On  en  déduit  iuîmédiatement,  d'après  la  formule  de 
Moivre, 

,    ,                            ,„,         a -t- ■>.  A- 7:        .    .     a  +  'ikr^ 
(2)  .r  =  /-"    cos r  <  sin ]■, 
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el  il  suffit,  comme  on  l'a  démontré  (8i6),  de  donner  m  valeurs 
consécutives  à  l'entier  /.■  pour  obtenir  les  ni  racines  distinctes 
(1091)  de  l'équation  (i)  [On  peut  donner  à  /.,  par  exemple, 
les  ?n  valeurs  o,  i,  2,  3,  . . .,  /«  —  i]. 

k  étant  un  entier  indéterminé,  on  peut  encore  écrire  (841), 
/.  el  Al  étant  deux  entiers  quelconques, 


(2  bis)     • 

i        r    ^i/-/m )-    . .  2(/- /.,)-"! 

f  X     cos h  i  sm — 

\  |_  m  ui  J 

Comme  on  a,  à  la  fois  (846,  847), 

"(/A  :z.  ,-  fcos  =i^tii^  ^  i  sin  fiZLl^ 
\  m  m 

et 

m ,-  -i  (  n  —  /.•  1  )  77  .     .      2  (  /.  —  /.-,)  77 

V  I  =  cos i-  i  sm , 

m  m 

on  retrouve  ainsi  cette  proposition  fondamentale  (850)  : 

On  obtient  toutes  les  racines  de  l'équation  (i),  en  multi- 
pliant l'une  quelconque  d'entre  elles  par  les  jn  racines  /n"^'"*-'^ 
de  l'unité. 

L'étude  de  l'équation  binôme  générale  jc"^=-.A  est  donc 
ramenée  à  l'étude  de  l'équation  binôme  particulière  iv'"  —  i, 
ou  à  celle  des  racines  imaginaires  de  l'unité  (847,  848). 

Propriétés  des  racines  de  l'équation  binôme  ./'"^i. 

1412.  Considérons  l'équation 
(i)  x"'=i. 

On  a  (847),  d'une  manière  générale, 

2/.- 77  .     .       2/,- 

(2)  a:=:cos --isin j 

et  l'on  obtient  toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  en  affectant 
à  l'entier  A,  dans  l'expression  (2),  les  m  valeurs  consécutives 
.0,1,  2,  3,  ...,ni  —  i.  Nous  désignerons  les  racines  corres- 
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pondant  à  ces  valeurs  par 

•^0»         '^"l»         '^"2»         '^St  '"«I  — Il 

en  donnant  comme  indice  à  x  la  valeur  attrihiiée  à  /.. 

Si  m  est  pair,  on  sait  (jno  l'équation  (i)  admet  deux  racine- 

'11  •     -         1        -    #  ,    ,       ni 

réelles,  -r- 1  et  —  i ,  qui  renonflont  a  A'  — :  o  et  a  /.■  ~  —  ;  toutes 

les  autres  racines  sont  imaginaires,  conjuguées  deux  à  deux 
et,  par  conséquent,  réciproques  (8i7). 

Si  m  est  impair,  on  sait  que  l'équation  (i)  n'a  qu'une  seule 
racine  réelle,  -hi,  qui  répond  à  A-=io;  toutes  les  autres 
racines  sont  imaginaires,  conjuguées  deux  à  deux  et  réci- 
proques. 

On  peut  représenter  facilement  les  racines  de  l'équation  (0 
à  l'aide  de  la  constructio-i  indiquée  au  n°  88i. 

On  peut  ajouter  à  ces  résultats  déjà  connus  la  remarque 
suivante  :  Pour  que  deux  racines  imaginaires  soient  conju- 
guées, il  faut  et  il  sujjit  que  leurs  indices  soient  complémen- 
taires à  m.  Les  deux  racines  xi^  et  x,n-i;  ne  diffèrent,  en  effet, 
que  par  le  signe  de  i,  et  leur  produit,  carré  de  leur  module 
commun,  est  égal  à  l'unité. 

Iil3.  Le  produit  ou  le  quotient  de  deux  racines  de  l'équa- 
tion x"^  "=1,  ou  toute  puissance  entière  d'une  racine  de  cette 
équation,  représente  ou  reproduit  une  de  ses  racines. 

1°  Soient  les  deux  racines 

2 A-         .   .     2A- 

xi,  =  cos -7-  i  sin 5 

m  m 

j-,.   =:  cos n  l  Sin 

'  ni  m 

Il  en  résulte  (8V1) 

2(A-^-A-,)-       .   .    2(A  +  A-,)- 

.r;,.x^.  —  cos  ■ h  i  sin =  x^+kr 

'  m  ni 

2°  On  trouve  de  même  (8'i-2) 

JCk 

=Xk-k,. 

3°  Élevons  la  racine  ^^  à  ^'^  puissance  entière  et  positive/^. 
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Nous  aurons  (1°) 

Si  p  est  négatif  et  égal  à  —  7,  on  a 

I  I 


<^"'"  =<"'■'"' ^  (.<-)" -x„„ 


c'est-à-dire  (2") 


Xr, 


{.r,,)p  =:  — ^-  =  x_^,,=  X,,i,. 


Des  racines  primitives  de  l'équation  .v"  —-  1  et  de  leur  nombre. 

1414.  I.  Si  r indice  k  est  premier  avec  l'exposant  ni,  la  ra- 
cine Xk,  par  ses  puissances  successives,  reproduit  indéfiniment 
ei périodiquement,  dans  un  certain  ordre,  les  m  racines  de 
l'équation  binôme. 

On  sait  {Arithm..  159,  160)  que,  lorsqu'on  divise  par  /n  les 
multiples  successifs  d'un  nombre  k  premier  avec  m,  on  ob- 
tient seulement  m  restes  différents 

G,     I,     2^     3,     . . . ,     m  —  I, 

qui  se  reproduisent  indéfmiment  et  périodiquement,  dans  un 
certain  ordre. 
D'après  cela,  élevons  d'abord  la  racine  xj,  aux  puissances 

o,     1 ,     2,     3,     .  . . ,     m  —  I . 
Nous  obtiendrons,  comme  résultats,  les  racines  (1413,  3") 

(0  ^^o/,,       Xi/„       .Ï-2A-,       X-i/,,        ...,       ^•(,,,-1)/, 

ou,  da/is  un  certain  ordre,  les  racines 

(2)  .r„,     X,,     X,,     X3,      ...,     x,„_i. 

En  effet,  soit  x^/^  une  des  racines  de  la  suite  (i).  Pour  ré- 
duire la  valeur  de  l'argument  de  celte  racine  à  être  comprise 

entre  o  et  27:,  il  faut,  de  l'arc  correspondant  ^— — -y  retran- 

^  m 

cher  2  71  autant  de  fois  que  possible,  ou  diviser  2nkr.  par  imr. 

et  remplacer  le  dividende  par  le  reste  correspondant.  Si  l'on 
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a,  par  exemple, 

nA=z  mq -{- r         ou  2 /i/iT.  =^  i/nr/r. -{- 2  r-, 

il  en  résulte 

o.nh'T.  _  If  T. 

ni  "  j  '•    '      ^^ 

2  r~ 

L'arffumenl  de  la  racine  devenant  ainsi  ?  son  indice  est 

°  m 

égal  au  reste  /•  obtenu  en  divisant  le  multiple  nk  par /«,  c'est- 
à-dire  qu'elle  se  confond,  d'après  la  propriété  arithmétique 
rappelée  ci-dessus,  avec  l'une  des  racines  de  la  suite  (2). 

Si  l'on  prolonge  la  suite  (i)  en  élevant  jo/,  aux  puissances 
successives  /??,  /?<  4-  i,  /«  +  2,  . .  . ,  on  obtient  les  racines 

dont  les  arguments  diffèrent  de  ceux  des  racines  de  la  suite  (i) 
d'un  nombre  exact  de  circonférences.  On  reproduit  donc  in- 
définiment et  périodiquement  les  racines  de  la  suite  (i),  ou 
celles  de  la  suite  (2)  dans  un  certain  ordre.  Ainsi  imkr.  di- 
visé par  2  «i  7- donne  un  quotient  A- et  un  restée;  donc  j?,„A-^cro/.. 
De  même,  2(m-î-i)A-7ï  divisé  par  imr,  donne  le  même  reste 
que  2 A-  divisé  par  ^mr.-,  donc  JCyii+v)!;  =  -«?u-,  etc. 

1415.  II.  Si  l'indice  k  n'est  pas  premier  arec  l'exposant  ni 
et  a  avec  lui  un  plus  grand  commun  diviseur  d,  la  racine  a-^., 
par  ses  puissances  successives,  ne  reproduit  indéjiniment  et  pé- 
riodiquement, dans  un  certain  ordre,  parmi  les  racines  de 
l'équation  binôme  .r'"  r=z  i,  que  celles  de  l'équation  binôme  de 

degré  inférieur  x''  =  i . 

Désignons  par  jn'  et  k'  les  quotients  respectifs  de  m  et  de  k 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur  d,  d'où 

m  ^dm'         et         k  =  dk'. 
La  racine  x^  considérée  appartenant  à  l'équation 
(I)  x"'=^^, 

nous  aurons 

2  A-        .   .    2  A-  2dk'-        .   .    2dk'- 

Xi-=  COS 1-  i  Sin  :=  COS  — -, — ; h-  l  SHl  —) — — 

m  m  dm  dm 
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OU 

ik'r.        .   .    9.k'r, 
xi,^=  cos — T-  +  i  sin  — y-  ■=.x,\ 

Xk  est  donc  aussi  racine  de  l'équation  binôme 

m 

(2)  x"''  =  i         ou         x'^  —  i. 

D'ailleurs,  comme  m'  et  k'  sont  premiers  entre  eux{Arit/im., 
117),  les  puissances  successives  de  la  racine  x^.'=x^.  repro- 
duiront  indéfiniment   et   périodiquement,   dans   un   certain 

m 

ordre,  les  racines  de  l'équation  x'"'  =  j  ou  x'^  =  i  (lil4),  et 
n'en  reproduiront  pas  d'autres.  Toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (2)  appartenant  évidemment  à  l'équation  (1),  la  proposi- 
tion est  établie. 

Les  deux  théorèmes  précédents  (U14,  14.15)  établissent 
une  distinction  bien  tranchée  entre  les  racines  de  l'équation 
binôme  x"'=  i.  Selon  que  leur  indice  est  ou  non  premier  avec 
l'exposant  m,  elles  peuvent  ou  non  reproduire,  par  leurs 
puissances  successives,  toutes  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée. 

1416.  On  appelle  racine  primitive  de  l'équation  x'"  =  i  toute 
racine  dont  l'indice  k  est  premier  avec  m  ou  toute  racine  dont 
les  puissances  successives  peuvent  reproduire  les  racines  de 
l'équation  donnée  (1V14). 

D'après  cette  définition  et  d'après  les  substitutions  qu'on 
peut  adopter  pour  former  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion ^'"=1  (lill),  le  nombre  des  racines  primitives  de  cette 
équation  est  précisément  égal  au  nombre  des  entiers  pre- 
miers et  non  supérieurs  à  m  {Arithm.,  164,  166). 

Si  m  est  premier,  toutes  les  racines  de  l'équation  x'"  =z  1 
sont  primitives,  sauf  la  première  x^  (Arithm.,  167). 

Toute  racine  non  primitive  de  l'équation  J7'"=i  est  racine 

m 

primitive  d'une  autre  équation  binôme  x''  =  i,  dont  le  degré 

m 

•^  est  un  sous-multiple  ou  un  diviseur  de  m  (1415),  et  dont 

les  racines  appartiennent  à  l'équation  x"'=  i. 

Toute  racine  primitive  de  l'équation  x'"  =^  i,  et  c'est  là  une 
propriété  caractéristique,  ne  peut  être  racine  (primitive  ou 
non)  d'aucune  équation  binôme  de  degré  moindre  que  m. 
De  C.  —  Cours.  IV.  4o 
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lelle  que  xPr=}.  En  effet,  s'il  en  était  ainsi,  les  puissances 
successives  de  cette  racine  ne  pourraient  reproduire  au  plus 
(  li-lo)  que  les  p  racines  de  la  seconde  équation  cl,  par  con- 
séquent, ne  reproduiraient  pas  les  m  racines  de  la  première 
équation. 

l'VlT.  III.  La  somme  des  puissances  semblables  des  racines 
de  V équation  binôme  j7"'=  i  est,  en  général,  égale  à  zéro. 

Nous  avons  déjà  indiqué  ce  résultat  (li03),  en  nous  ap- 
puyant sur  la  propriété  fondamentale  du  n°  851. 

Il  est  clair,  en  effet,  que,  lorsqu'on  multiplie  l'une  des  ra- 
cines Cf.  de  l'équation  ^'"nzi  par  ses  m  racines 

I  >     ^>     i^»     7>     •  •  •  »     ^j 

on  obtient  a-  comme  l'une  des  racines  de  l'équation;  cpie, 
lorsqu'on  multiplie  ,3  par  toutes  les  racines,  on  obtient  ^■- 
comme  l'une  des  racines  de  l'équation;  etc.  Il  en  résulte 
qu'on  peut  représenter  encore  ses  m  racines  par  la  suite 

I,    y-',    i^S    7%    •••»    ^•"; 
et,  en  poursuivant  le  même  raisonnement,  par  la  suite 

puis,  l'équation  ^'"=1  étant  privée  de  son  second  terme, 
en  déduire  (1036)  le  tbéorème  énoncé. 

On  peut  aussi,  pour  l'établir,  avoir  recours  aux  notions 
précédentes. 

Xk  étant  une  racine  primitive  de  l'équation  binôme  x"^—-  t, 
les  puissances 

•^ kl      "^ kl      "^Â»      -^ kl       ■  •  '  >      '■^V.- 

sont  les  m  racines  de  l'équation  (141V).  En  élevant  chacune 
d'elles  à  la  puissance  n,  on  forme  une  progression  géomé- 
trique 

dont  la  somme  des  termes  est  la  somme  des  /j'^™*'^  puissances 
des  racines.  La   raison  de   la  progression  étant   x". ,   cette  J 
somme  a  pour  expression  {Alg.  élém.,  Sil) 
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Mais,  a:/c  étant  racine,  on  a  •z'l!^=z  i  ou 

^mn —  (  ^»i\n — , 
^fc     —  \^k  )    —  ï> 

aussi  bien  que  x%"zzz{.  On  a  donc  S„=:o. 

Il  y  a  un  cas  évident  d'exception.  Comme  toute  racine 
élevée  à  la  puissance  m  doit  reproduire  l'unité,  si  n  est  un 
multiple  de  m,  on  a  S,j=  m. 

Propriétés  des  équations  binômes  de  degrés  différents. 

1418.  I.  Lorsque  les  degrés  ni  et  n  <<  m  de  deux  équations 
binâmes,  ^'"=zi  et  x"=:.i,  ne  sont  pas  premiers  entre  eux  et 
ont  un  plus  grand  commun  dii'iseur  d,  les  racines  communes 
aux  deux  équations  sont  les  racines  de   l'équation  binôme 

En  effet,  si  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
binômes  x"'~  i  et  x"^  —  i,  le  terme  — i  persiste  dans  les  dif- 
férents dividendes  jusqu'à  la  dernière  division,  tandis  que  les 
exposants  de  x  dans  les  diviseurs  successifs  sont  n  et  les  restes 
obtenus  en  cherchant  à  part  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  m  et  de  ji.  Si  l'on  a  d'abord,  par  exemple, 

m  ■^=.  nq  +  /•, 

la  première  division  effectuée  se  présente  comme  ci-dessous  : 
x"^  —  I   j  .r"  —  I 

■.rn—n        \  .     n  .. 


X' 


jQm  —  nq^r 


Si  l'on  a  n^^rq^-\-  r^^  le  diviseur  de  la  seconde  division 
îsl  a?'' — I,  et  le  reste  de  celle  division  est  x^\ — i;  si  l'on  a 

=  '"i^2+/"2>  le  diviseur  de  la  troisième  division  est  cr'i  —  i, 
ît  le  reste  de  cette  division  est  jt''^ — i;  ....  Lorsqu'on  par- 
ient au  plus  grand  commun  diviseur  /•/..+-i  ou  d  de  m  et  de  n, 
;e  plus  grand  commun  diviseur  divise  exactement  le  reste 
)récédent  r^,  de  sorte  qu'on  a  simplement  /■a=  rj^^^qi-^^^.  Le 
'este  correspondant  ;7-+2  étant  nul,  la  dernière  division  a 
)Our  diviseur  ^^' —  i  et  pour  reste  x^ —  i  =  o. 
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Le  plus  grand  commun  diviseur  des  binômes  x"'—i  et 
x"—i  étant  ^''— I,  les  racines  communes  aux  deux  équa- 
tions x"'=i  et  x"  =  i  sont  les  racines  de  l'éciuation  a:''—i. 
Le  théorème  est  donc  démontré,  et  l'on  voit  qu'il  concorde 
avec  celui  du  n»  1415. 

1419,  Il  résulte  du  théorème  précédent  que  deux  équations 
binômes  dont  les  degrés  m  et  n  sont  premiers  entre  eu.v  (c'est- 
à-dire  pour  lesquels  on  a  d—i)  ne  peuvent  avoir  d'autre  ra- 
cine commune  que  V unité. 

Si  l'équation  x"'=i  est  de  degré  premier,  elle  ne  peut 
donc  avoir  aucune  racine  commune  autre  que  l'unité,  avec 
toute  équation  binôme  de  même  forme  et  de  degré  moindre. 

1420.  IL  Lorsque  les  degrés  m  et  n  <  m  de  deux  équations 
binômes,  x"'=i  et  x"  —  \,  sont  premiers  entre  eux,  on  ob- 
tient les  mn  racines  de  l'équation  binôme  x'""=i,  en  multi- 
pliant deux  à  deux  les  m  racines  de  l'équation  ^"'=  i  par  les 
n  racines  de  l'équation  x"=i. 

En  effet,  l'un  quelconque  de  ces  produits  a  pour  argument 
une  expression  de  la  forme  (841) 

2A-7i        2/.iTT        2{kn-{-  ki7n)r. 


m 


de  sorte  que  ce  produit  est  nécessairement  racine  de  l'équa 
tion  x""'  =  i.  Il  reste  seulement  à  prouver  que  les  mn  pro 
duits  ainsi  obtenus  sont  tous  différents. 

Si  deux  de  ces  produits  étaient  égaux  ou  donnaient  la  mêmt 
racine  de  l'équation  x""'  =  i,  leurs  arguments  devraient  dif- 
férer d'un  nombre  exact  de  circonférences.  On  aurait  ainsi 
par  exemple, 

2{kn  ^ki>7i)r.        2{k' n -h  k\77i)r.  _^^^^ 
7nn  tnn 

(A  —  k'  )n  +  {  Al  -  a;  )  /n  =  /n/iq, 

égalité  impossible;  car  m,  divisant  son  second  membre  et  ut 
des  deux  termes  du  premier  membre,  devrait  diviser  l'auin 
terme.  Or,  7n  est  premier  avec  n  et  ne  peut  diviser  la  diffé 
rence  A-  —  A'  dont  les  deux  parties  sont  moindres  que  m  pa 
hypothèse. Tous  les  produits  obtenus  sont  donc  bien  différents 
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1421.  III.  Lorsque  les  degrés  m  et  a  <;  m  de  deux  équations 
binômes,  x^^=^  i  et  œ"^=n,  sont  premiers  entre  eux,  on  obtient 
les  racines  primitives  de  l'équation  binôme  x'""^^=i,  en  mul- 
tipliant deux  à  deux  les  racines  primitives  de  l'équation 
x"'::=  I  par  les  racines  primitives  de  l'équation  x"-  ^zi. 

En  effet,  l'un  quelconque  de  ces  produits  est  l'une  des  mn 
racines  de  l'équation  ^'""  =  i  [li-20],  et  a  pour  argument  une 
expression  de  la  forme  (8il) 

ikr.        2  A,  7l  _  2 ( kn  -{-  k^  m ) t. 
m  n  mn 

avec  cette  condition  que  /.  et  m.  A-,  et  n,  sont  premiers  entre 
eux  (li!6). 

Pour  que  la  racine  ainsi  obtenue  soit  une  racine  primitive 
de  l'équation  x'"-"^  :=  i ,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre 
kn  4-  k^în  soit  premier  avec  mn.  C'est  ce  qui  a  lieu;  car  tout 
facteur  premier  de  mn  n'entrant  que  dans  m  ou  dans  n, 
puisque  m  et  n  sont  premiers  entre  eux,  ne  peut  diviser 
qu'une  partie  de  la  somme  kn  -\-  k^m.  Soit,  par  exemple,  un 
facteur  premier  a  de  m  :  ce  facteur  premier  divisera  k^m, 
mais  ne  pourra  pas  diviser  kn,  puisque  k  et  ?i  sont  tous  deux 
premiers  avec  m. 

D'ailleurs,  si  les  deux  racines  multipliées  ou  l'une  d'elles, 
par  exemple  la  première,  n'étaient  pas  primitives,  k  aurait  un 
facteur  commun  avec  m,  et  ce  facteur  diviserait  les  deux  par- 
ties du  nombre  kn  +  k^m.  Ce  nombre  ne  serait  donc  plus 
premier  avec  mn,  et  le  produit  obtenu  ne  serait  pas  une  ra- 
cine primitive  de  l'équation  x'""-  =:  i.  Ce  qui  achève  d'établir 
le  théorème. 

1422.  IV.  En  raisonnant  de  même  de  proche  en  proche, 
les  deux  théorèmes  précédents  sont  applicables  à  un  nombre 
quelconque  d'équations  binômes,  pourvu  que  leurs  degrés 
soient  premiers  entre  eux  deux  à  deux  ou  dans  leur  ensemble 
{Arithm.,  120). 

1423.  V.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  (1421,  1422)  que,  si 
/n,  n,  p,  r,  .  .  .  ,  sont  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux 
dans  leur  ensemble,  le  nombre  des  racines  primitives  de  V  équa- 
tion x"^"-P''--- ■=!  I  est  égal  au  produit  des  nombres  respectifs 
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de  racines  primitives  des  équalions  x'"  =  i ,  ^«  =  i ,  jt^  =  i , 
iT'"  =:  I ,  . .  .  . 

Le  nombre  des  racines  primitives  d'une  équation  binôme 
étant  (1416)  le  nombre  des  entiers  premiers  et  non  supé- 
rieurs à  son  degré,  on  est  ainsi  ramené  à  un  théorème  connu 
{siritJim.,  16'i-),  et  l'on  peut  poser  l'expression  suivante: 

9 ( mnpr  .  .  . )  =z  o ( m )  9 ( /«)  ? ip)  ?('")■  •  ■ 

oi!i  le  symbole  o{m)  correspond,  soit  au  nomi)rc  des  racines 
primitives  de  l'équation  ^•"' =  i,  soit  au  nombre  des  entiers 
premiers  et  non  supérieurs  à  ni. 

Résolution  de  l'équation  binôme,  lorsque  son  degré  est  un  nombre 
composé  quelconque. 

142i.  Les  théorèmes  démontrés  dans  le  dernier  paragraphe 
sont  d'une  grande  importance.  Ils  permettent  de  ramener  la 
résolution  d'une  équation  binôme  de  degré  composé  quel- 
conque à  la  résolution  de  plusieurs  équations  binômes  plus 
simples,  dont  les  degrés,  premiers  entre  eux  dans  leur  en- 
semble, soient  respectivement  des  puissances  de  nombres 
premiers. 

Prenons  l'équation 

(j)  j?"'  =  i, 

et  supposons  que  l'exposant  m  décomposé  en  facteurs  pre- 
miers ait  pour  expression 

m  :=  a'^b'^C' ..  . .  l'-. 

Les  exposants  a'-,  b?,  c(,  .  .  . ,  /'■,  étant  premiers  entre  eux 
dans  leur  ensemble,  on  obtiendra  les  racines  primitives  de 
l'équation  (i)  en  multipliant  entre  elles  (1V21,  1V2-2)  les  ra- 
cines primitives  des  équations 

(  2)     x'^'^  =  I  ,  x''^  =  I  ,  .V"'  =  I  ,      ....  j?'''  =  I  . 

Il  suffira  donc  de  chercher  une  racine  primitive  de  chacune 
des  équations  (2).  En  les  multipliant  entre  elles,  on  aura  une 
racine  primitive  de  l'équation  (i);  et,  en  élevant  cette  racine 
primitive  aux  m  puissances  o,  i,  2,  3,  .  . .,  «?  —  i ,  on  obtien- 
dra toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  [14-14-,  1416]. 
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1125.  Avant  d'aller  plus  loin,  cherchons  directement  l'ex- 
pression cln  nombre  des  racines  primitives  de  l'équation 

(  I  )  X'"  —  I  . 

Il  suffira  pour  cela  (1123)  de  chercher  d'abord  cette  expres- 
sion pour  l'une  quelconque  des  équations  (2),  par  exemple 
pour  l'équation 

.r""  —  1=0, 

où  a  est  un  nombre  premier. 

Toute  racine  non  primitive  de  l'équation  considérée  appar- 
tient également  à  une  équation  ^^  =  i,  dont  le  degré  B  est  un 
sous-multiple  ou  un  diviseur  de  l'exposant  «'-'[l'i-lo,  lil6]. 
Or,  en  laissant  de  côté  a'^  lui-même,  9  ne  peut  avoir  pour  va- 
leurs que 

rt',      a-,      câ,      .  .  .  ,      a^~'. 

Les  racines  non  primitives  de  l'équation  jc'"  =:  i  sont  donc 
toutes  celles  des  équations 


D'ailleurs,  toutes  ces  racines  ne  sont  autres  (1118)  que  les 
racines  de  la  dernière  équation 

11  en  résulte  que  le  nombre  des  racines  non  primitives  de 
réquation 

.-r«"  =  1 

est  précisément  a'^'K  Et,  comme  cette  équation  a  en  tout  a-'- 
racines,  le  nombre  de  ses  racines  primitives  est  nécessaire- 
ment (1*23) 

9 (a^)  ::=:  a«  —  a^-i  =  r/'^  (  I  —  -  ) • 

En  revenant  à  l'équation  jc'"- r=  i  ,  pour  laquelle  on  a 
m=za^b^c'f . . .  i^y^on  voit  (H23)  que  le  nombre  de  ses  ra- 
cines primitives  a  pour  expression 

C'est  la  formule  connue  {Aritlun,,  IGV) 

<p(m)  =  a'^-'/??-'cT-'.../^-'(a— i)(/^— i)(c~i)...  (/  — t). 
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Résolution  de  l'équation  binôme,  lorsque  son  degré  est  un  nombre 

impair. 

1426.  Soil  l'équation 
(i)  j7'"  =  I         ou         x"^  —  i=o, 

où  m  est  un  nombre  impair.  Celte  équation  admet  alors  une 
racine  égale  à  i  et  m  —  i  racines  imaginaires,  conjuguées 
deux  à  deux  et  réciproques  (8i7,  1412).  Si  l'on  supprime  la 
racine  i,  en  divisant  le  premier  membre  x'"  —  i  par  x  —  i,  on 
obtient  une  équation  de  degré  pair 

(  2  )  X'"~'^  H-  J7"'-2  +  X'"--^  -+-   ...   -^  X-  -+-  X  ^  l=:0, 

qui  est  réciproque  (  1070)  et  qu'on  peut,  par  conséquent  (1073), 
abaisser  au  degré en  posant 


I 

—  ^z        ou 

X 


Mais  les racines  de  l'équation   en   :;  sont  alors  les 

2 

doubles  des  parties  /'celles  des  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion (i),  conjuguées  deux  à  deux  et  réciproques.  La  forme 
de  ces  racines  conjuguées  étant  (lil2)  x^  et  x^-k,  c'est- 
à-dire 

2kv:    ,    .   .    aA- 

cos ±:  i  sin > 

m  m 

on  aura  donc,  d'une  manière  générale, 

I  ikr. 

Xi,  ^  X,n_i,^^  X  -\ =  :;  =  2  COS  , 

X  m 

et  il  suffira  de  donner  à  k,  dans  celle  formule,  les  valeurs  i, 

2,  3,  . . , , ,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  z.  On  aura 

ensuite  toutes  les  valeurs  de  x,  autres  que  l'unité,  à  l'aide  de 
la  relation 

_z±sj^^. 
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1427.  Ce  (|u'on  vient  de  dire  s'applique  au  cas  où  le  degré 
de  l'équation  binôme  est  un  nombre  premier,  puisque  tout 
nombre  premier  est  impair.  Mais,  dans  ce  cas,  on  peut  ré- 
soudre algébriquement  l'équation  binôme,  qui  est  alors  de  la 
classe  des  équations  dites  Abéilcnnes,  et,  par  suite,  résoluble 
algébriquement  par  radicaux  (li08).  Nous  renverrons  sur  ce 
point  à  la  Note  XIV  du  Traité  de  la  résolution  des  équations 
numériques. 


Application  de  la  théorie  des  équations  binômes  à  la  division 
de  la  circonférence  en  parties  égales. 

14-28.  Supposons  {Géom.,  203)  la  circonférence  divisée  en 
m  parties  égales  à  a.  En  joignant  les  points  de  division  dans 
leur  ordre  naturel,  on  obtient  un  polygone  régulier  ordinaire 
de  m  côtés. 

Admettons  maintenant  qu'on  joigne  ces  points  de  division 
de  k  en  k,  à  partir  de  l'un  d'eux. 

Si  k  est  premier  avec  m,  la  circonférence  représentée  par 
ma  et  l'arc  ka  sous-tendu  par  chacune  des  cordes  successives 
ont  mka  pour  plus  petit  multiple  commun  {Arithm.,  131),  et 
l'on  revient  nécessairement  au  point  de  départ  après  avoir 
parcouru  m  fois  l'arc  ka  ou  k  fois  la  circonférence  ma.  On 
forme  donc  ainsi  un  nouveau  polygone  régulier  de  m  côtés. 
Seulement  ses  côtés  s'entre-coupent,  et  on  lui  donne  le  nom 
de  polygone  régulier  étoile. 

Si  m  et  k  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  d,  le  plus 

petit  multiple  commun  de  la  circonférence  ma  et  de  l'arc  ka 

mka         ,,  .  .        ,      ,  -  ^  • 

est  —T— 5  et  1  on  revient  au  point  de  départ  après  avoir  par- 

couru  -r  fois  l'arc  ka  ou    ,  fois  la  circonférence  ma.  On  forme 
d  d 

donc  ainsi  un  polygone  régulier  de  -y  côtés  et  non  plus  de 

m  côtés. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  nombre  des  polygones 
réguliers,  convexes  ou  étoiles,  de  m  côtés,  est  égal  au  nombre 
des  entiers  premiers  et  inférieurs  à  m,  c'est-à-dire  au  nombre 
des  entiers  premiers  à  m  renfermés  dans  la  suite  x,  2,  3,  .  . ., 
m  —  i.  Mais,  si  l'on  remarque  {Aritkm.,  168)  que  les  nombres 
premiers  et  inférieurs  à  m  se  répondent  deux  à  deux,  à  égale 


634  ALGÈBRR    SUl'ÉRIEURr- . 

distance  du  plus  pelil  cl  ilu  [)lus  grand  de  ces  nombres  qui 
sont  I  cl  nt  —  I,  en  étant  coniplcmcntaires  à  m,  il  est  clair 
qu'on  obtient  le  même  polygone  étoile  de  tu  cotes  en  joignant 
les  points  de  division  de  k  en  k  {k  étant  premier  à  m)  ou  de 
m  —  A-  en  m  —  k.  En  réalité,  le  nombre  des  polygones  régu- 
liers de  m  côtés  est  donc  égal  au  nombre  des  entiers  premier- 

a  fil  renlermes  dans  la  suite  i,  •?,,  o,  .  .  ., 

D'après  cela,  si  l'on  donne  à  /n  les  valeurs  entières  consé- 
cutives depuis  3  jusqu'à  17  par  exemple,  on  a  les  résultats  i 
suivants.  11  y  a  un  seul  triangle  équilatéral,  un  seul  carré  et 
un  seul  bexagone  régulier  répondant  à  k=:i.  Il  y  a  deux 
pentagones  réguliers,  pour  A  =  i  et  A  :=  2  ;  trois  heptagone- 
réguliers,  pour  A  =  i,  A  =2,  A— 3;  deux  octogones  régu- 
liers, pour  A  =:  I  et  A=:3;  trois  ennéagones  réguliers,  pour 
A  =:^  I,  k  =  2,  A  :=  4;  deux  décagones  réguliers,  pour  A  =  i  et 
A  =  3;  cinq  hendécagones  réguliers,  pour  A=:i,  2,  3,  4>  5;  : 
deux  dodécagones  réguliers,  pour  A  =  i  et  A- =  5;  six  poly- 
gones réguliers  de  treize  côtés,  pour  A  =  i,  2,  3,  4,  5,6;  trois 
polygones  réguliers  de  quatorze  côtés,  pour  A=:i,  A  =:  3, 
A  =  5;  quatre  penlédécagones  réguliers,  pour  A  =  i,  k=z2, 
A  ==4,  A  ^  7  ;  quatre  polygones  réguliers  de  seize  côtés,  pour 
A-  =:  I ,  A  =  3,  A:  =:  5,  A  =  7  ;  enfin,  huit  polygones  réguliers  de 
dix-sept  côtés,  pour  A=::  i,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8. 

Tout  revient,  pour  obtenir  les  polygones  réguliers  de  chaque 
espèce,  à  trouver  le  côté  du  premier  d'entre  eux. 

Ii29.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  chaque  racine  primitive  \ 
de  l'équation  binôme  .z-'"=i  (1414,  1416)  correspond  préci- 
sément à  un  polygone  régulier  de  m  côtés,  de  sorte  que  le 
problème  de  la  division  de  la  circonférence  en  parties  égales 
revient  à  la  résolution  de  l'équation  hinôme  ^'"^i  ou  à  la 
détermination  de  ses  racines  primitives. 

Prenons  le  rayon  de  la  circonférence  pour  unité,  et  dési- 
gnons par  «'/j'  la  longueur  du  côté  du  polygone  régulier  de 
tn  côtés,  obtenu  en  joignant  les  /71  points  de  division  de  la 
circonférence  de  A  en  A,  l'entier  A  étant  premier  et  inférieur 

2  7Î 

à  /)>.  Ce  côté  u„\\  étant  la  corde  de  l'arc  A  — ,  équivaut  au 

m        ' 

double  du  sinus  de  l'arc  moitié  k- —  On  a  ainsi  cette  formule 

2//1 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  63c 

générale  {Trigon.,  66) 


ikr. 


/  I  —  cos •  r 


,,.,           .    ikT,          4    /                    m  ^   ;  ikv: 

i\,,'  =  1  sin =  21/    =z  4  /  2  —  2  cos 

2  /?i 


Or,  en  se  reportant  au  n°  li26,  on  voit  que,  quel  que  soit  m, 

'.  cos^^ — -  est  toujours  le  double  {z)  de  la  partie  réelle  de  la 

racine  primitive  xj^  de  l'équation  j;"'=zi.  La  détermination 
des  racines  primitives  entraîne  donc  celle  des  côtés  des  poly- 
gones réguliers. 
Nous  allons  pai'courir  quelques  exemples. 


Polygones  réguliers,  convexes  et  étoiles. 

1  i30.    Triangle  équilate'ral  (m  =  3,  k  =  i).  —  Il  faut  partir  de  Téqua- 
tion  .r-*  —  I  =  o.  En  supprimant  la  racine  i,  il  vient  .r- -h  j:  -i- 1  =  o  et. 

en  posant  .r  - —  =3,  on  a  3  =  —  i.  Par  suite. 

27:  ,  ,  ,  /  2Tr  /r 

Z  =  -2  cos  — -  =  —  I  et  uv '  =  i  /  2  —  2  cos  -^  =  V  3  • 

3  V  3         '     ' 

ce  qui  est  bien  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  la  circonfé- 
rence de  rayon  i  {Géoin.,  20o). 
Les  deux  racines  primitives  de  l'équation  .r^—  i  —  o  sont  d'ailleurs 

1  •  in-  •  •.  —  I  —  /  /3 

les  racines  de  l  équation  x-  —  x  -f-  i  =  o  ou 

Hexagone  régulier  (w  =  6,  /•  =  i).  —  On  a  (  1429) 


:7 .1  '  =  2  sin  —  =  I . 
o 

ce  qui  est  bien  le  côté  de  Fhexagone  régulier  {Géom.,  203 ). 

1431.  Pentagone  re'gulier  {m  =  5,  k  =  i  ou  /c  =  2).  —  11  faut  partir 

de  l'équation  x'^ — [  =  0.  En  supprimant  la  racine  i,  on  a  l'équation 

réciproque 

A''  -!-  j:^  -^-  .r^  -I-  j:  +  I  =  G, 


qui,  en  posant  x  - —  ~  z.  devient  (1073) 


d'où 


.  =  V5 
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Les  valeurs  do  z  sont  celles  de  acos-r-  et  de  %  cos-^-  D'après  les 
signes  des  cosinus,  on  a  donc 

•1-        /5  —  1             .                     &7Z             v^ -!- I 
2  cos  -^  = el         2  cos  ^-  =  — 

5  1  J  2 

11  vient  alors  (1429) 


Ce  sonl  bien  les  valeurs  des  côtés  du  pentagone  régulier  ordinaire  et 
du  pentagone  régulier  étoile  {Géom.,  207). 

Décagone  régulier.  —  (m  =  lo,  A-  =  i  ou  /i  =  3).  —  Il  faut  partir 
de  l'équation  x^'^=  i  et  trouver  ses  racines  primitives.  Pour  cela,  on 
peut  chercher  les  racines  primitives  des  deux  équations  x-  =  i   et 

.r3=  1(1421). 

L'équation  a:-=  i  n'a  qu'une  racine  primitive  qui  est  —  i. 

L'équation  x^=  i  a  quatre  racines  primitives  imaginaires,  conjuguées 
deux  à  deux  et  réciproques.  Leurs  sommes  respectives  ou  les  doubles 
de  leurs  parties  réelles  sont  précisément  les  valeurs  trouvées  pour  z 
dans  la  question  précédente.  En  posant 

,       v/5  —  I  ,  v/5  -1-  I 


on  les  obtiendra  donc  par  les  deux  équations  du  second  degré 
.r-  —  z'x-{-\=^o,        X- — z"x-\-\^=o. 
La  première  a  pour  racines 


4         y       i6  4 

La  seconde  a  pour  racines 

.r  =  _i:^'d=i/^^^J-i=-l[v/5+izp.V.o-2/5]. 
4  V  ib  -4 

En  multipliant  ces  résultats  par  — i,  on  aura  les  quatre  racines  pri- 
mitives do  l'équation  x^^=\.  Les  doubles  des  parties  réelles  de  ces 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  ÔSy 

racines  conjuguées  deux  à  deux  ou  leurs  sommes  ont  pour  valeurs 


'-v/^     el     i±^^. 


2 

il  en  résulte,  en  raison  des  signes, 


et 


27r  -        I  +1/5 

2  ces =2  CCS  7  =  — 

10  5  9. 


67:  37:         i-v/' 


2  COS =2  COS  ■  r 

10  5 


La  formule  générale  du  n°  1429  donne  ensuite 

/  T  +  v/5       ,  /s  — v/.5  •     v/5 


v--^'V-"i^^= 


v/S        /â 


Ce  sont  bien  les  valeurs  des  côtés  du  décagone  régulier  ordinaire  et 
du  décagone  régulier  étoile  (Géoi??.,  206). 

1432.  Peiitédécagoiw  régulier  (/??  =  i5, /l  =  i,  2,  4, /)■  —  Il  faut 
partir  de  l'équation  .ri5=i,  et  trouver  ses  racines  primitives.  On  les 
obtient  (1421)  en  multipliant  deux  à  deux  les  quatre  racines  primitives 
de  l'équation  .c'"  =  i  et  les  deux  racines  primitives  de  l'équation  x^  =  i. 
On  a  ainsi  les  huit  racines  primitives  de  l'équation  .r'^^  i,  qui  sont, 
d'après  les  calculs  précédents  (1430,  1431), 

-  f  I  —  /o  —  \'  3o  -f-  6  v/5  )  ii=  -  (  y/ 1 5  —  \/ 6    —  \'  i  o  -h  2  \/5  ) , 

b  O 

-(i—v/3-i-V 30-1-6/5)  ±  ô(/3    — v/i5— v/io-f-2/5), 

o  o 

i  (  I  -^ /I-v/so  -  6/5)  =  ^  (v/T5  -  /§  +v^o  — 2/5), 

-  (1  -t-v/5h-V'3o  —  6v/5)iiz-(v/i5-i-v/3     —  \/io  —  2/5). 

On  aura  les  quatre  valeurs  de  3  =  2Cos (1426,  1429),  en  dou- 

blant  les  quatre  parties  réelles  de  ces  huit  racines  imaginaires,  conju- 
guées deux  à  deux.  Ces  valeurs  de  z  représentent,  dans  un  certain  ordre 

,      ,   x     2-     47:      87:      147: 

(pour  k  =  \,  2,  4i  7),  2  COS— TJ  2  COS  -^  j  2  cos  -^,  2  cos  — î— ,  etl  on 
^       7  ,  -t,  /  /,     j^      j^      j^      j^ 
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il  évidemment,  d'après  les  signes  des  cosinus  et  les  relations  do  gran- 
deur des  arcs, 

-  (  1  —  v/5  —  V  3o  -t-  G  /s  )  =  '2  cos  -^  j 
t(i— v^5 H- y/So -1-61/5)  =  -icos^, 

-  (  I  -4- 1/3  —  V  3o  —  6  /ô  )  —  2  cos  -4"  ) 
4  1  j 

-  (  I  -t-  /ô  +-  y/So  —  6/5)  =  2  cos  —l  • 

On  obtient  ainsi,  pour  les  côtés  des  quatre  pentédécagones  réguliers 
et  par  ordre,  les  valeurs  suivantes  : 


(2)   _ 


^y  ^_  i-/5  +  v/3o-6v/5  ^  i  v/7-v/5-v/3T3l7l, 
y/..  -  ^-v/5-i-v/3o  +  6v/5  ^  ^i  ^/^-rTiTTTÎÏ^^ 


VI  —  v/â  —  V^3o -i- 6  v/â         1   ./  /-       ./o  c    /k 

2 ^^ !—  =  -  V  7  -i-  /:)  -r-  V'  3o  -t-  6  /  5 . 

Ces  valeurs  sont  indiquées  en  Géométrie  sous  une  autre  forme.  Nou.- 
avons  trouvé  {Géom.^  208) 


«1-5  =  7  (v/i5  -^  /J—  sfîô^^ô^ô), 

«'jt.)  =  1  {\Uo-^-i\/l  +  v/75  —  v/3  ) , 
4 

z/<,-_)  =  1  (  /Ts  -^  v/3  -h  \/io  —  2  v/5) . 

■4 

11  est  facile  de  passer  des  valeurs  précédentes  à  celles-ci  par  la 
transformation  connue  {^Ig-  éléni.,  26i  et  suiv.),  exprimée  par  la  re- 
lation 

1433.  On  a  cru  pendant  longtemps  que  les  polygones  réguliers  dont 
nous  venons  de  nous  occuper  étaient  les  seuls  qu'on  pût  inscrire  dans 
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la  circonférence  par  les  procédés  de  la  Géométrie  élémentaire,  c'est- 
à-dire  à  l'aide  do  la  règle  et  du  compas,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  s'appuyaat  sur  la  résolution  des  équations  du  premier  et  du  second 
degré.  La  considération  des  équations  binômes  a  complètement  généra- 
lisé le  problème,  puisque  tout  revient  (1129)  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion x>"  =  1  . 

G.vuss,  le  premier,  a  prouvé  dans  ses  Becfierches  arithmétiques  {^)^ 
qu'on  pouvait  inscrire  par  de  semblables  moyens  tout  polygone  ayant 
un  nomibre  de  côtés  exprimé  par  un  nombre  premier  de  la  forme 
■X"  -^  I . 

Plus  généralement,  Gauss,  le  premier,  a  montré  qu'on  pouvait  ré- 
duire la  résolution  de  l'équation  xV-  —  i,  on  ]x  est  un  nombre  premier, 
à  la  résolution  des  équations  plus  simples,  qui  ont  pour  degrés  res- 
pectifs les  facteurs  premiers,   égaux  ou  inégaux,  du  nombre   \3.  —  i . 

Ainsi,  l'équation  x^^  =  i  ne  demandera  que  la  résolution  de  deux 
équations  du  second  degré  et  d"une  équation  du  troisième,  puisqu'on 
a  i3 —  I  =  2.  2.  3.  L'équation  x^'^  =  i  n'exigera  que  la  résolution  de 
quatre  équations  du  second  degré,  puisqu'on  a  17  —  i  =  2.  2.  2.2. 

Pour  terminer  ces  exemples,  nous  allons  indiquer,  d'après  Gauss, 
comment  on  peut,  de  cette  manière,  inscrire  le  polygone  régulier  de 
dix-sept  côtés. 

Polygone  régulier  de  dix-sept  côtés. 
Ii3i.  On  a  ici,  d'après  la  relation  générale  (1429), 


,(Â) 


2  2  COS 


2/c- 


et  tout  revient  à  la  détermination  géométrique  de  l'ar^ 

(0  ?  =  ^       (17?  =  ^). 

Une  formule  comme  (Trigon.,  90)  donne,  pour  la  somme  des  cosinus 
des  multiples  impairs  de  o  depuis  i  jusqu'à  i5  [on  a  ?ti  =  8,  le  premier 
arc  a  est  o,  et  la  raison  //  est  2'^]. 

(  cos  o  -+-  ces  3  cf  -1-  cos  5  cp  -i- . . .  -h  cos  1 3  o  h-  cos  i  5  o 
(2)  /       __  sin8cpcos8cp  _  siniGcp  _  s'm(-K  —  o)  _  i 

(       ~~         sino  2sin'^  a  sin  o  2 

Séparons  alors  en  deux  parties  la  somme  des  termes  qui  composent 


(')  Disquisitiones  arithmeticœ,  Lipsiœ,  1801.  Ce  remarquable  Ouvrage 
a  été  traduit  en  français  par  Poullet-Delisle.  Courcier,  1807. 
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le  premier  membre  de  la  relation  (2),  et  posons 

X  =  ces  3  O  -H  COS  3  'f  -1-  cos    7  'f  -+-  COS  I  I  '^, 

y  =  ces '^    -I-  COS9 'f  -i-  co.'?  1 3  'f  -f-  cos  1 5  o. 

On  aura  d'abord,  d'après  (2), 

(a)  .r-^j=-. 

y. 

Si  l'on  multiplie  maintenant  r  par  j  et  si  l'on  change  les  produits  de 
cosinus  obtenus  en  cosinus  d'arcs  simples  (Trigon.,  81)  [en  réduisant 
ensuite  et  en  tenant  compte  de  la  relation 

cos(i7  —  /i)o  =  cos(-  — /,o)  =  —  cosA-ç.]. 

il  vient  (Trigon.,  90) 

.rj=2(cos2'i-j-cos4o  -^cos6ç-^-cos8o-t-cosIoo-î-  cos  120 -h  cosi^'o -i-cos 
_     sin8cp  cosQcp  sin8ocos(-  —  80)  _         sin8'iC058o 

sinç.  sino  ~  siuo 

sini6-f  _       sinf-  — 'Ç-) 

sina     ~  sinç)        ^        ■ 

On  a  donc  la  seconde  équation 

(?)  .rj-  =  -i. 

Les  relations  (a)  et  (^)  donnent  alors,  par  une  première  équation  du 
second  de^ré, 


4  -I 


[.rest  positif  et  j'  est  négatif.] 
Séparons  de  nouveau  les  sommes  ,r  et  j  en  deux  parties,  et  posons 

s    =  cos  3 '-i -h-  cos     5  Ci. 


X  ^   <! 

t  =  COS  7^3  -f-  cos  II  'y; 
u  =  cos  o  -^  COS  i3-^. 
t'  =  cos  9  'f  -^  COS  1 3  cp. 


j=  ?^ 


[v  est  positif  et  /  négatif:  u  est  positif  et  c  négatif.] 

On  trouve,  en  multipliant  respectivement  s  et  t,  u  et  v,  et  en  opé- 
rant comme  pour  le  produit  xr, 


I  I 

St  =—  -,  «('  =  —    - 

4  -4 


/)e?/,r  nnmelles  équations  du  second  degré  détermineront  donc  les  nom- 
bres s  et  t  (puisqu'on  connaît  x  =  s  -^  t)  Qi  les  nombres  u  et  c  (puis- 
qu'on connaît  j-  =  «  -i-  c). 
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Enfin,  en  remarquant  qu'on  a,  d'une  part, 
coso  -I-  cos  i3o  =  u 
et,  de  l'autre  (Trigon.,  81), 

I  IV 

coso  cos  i3o  =  -  (cos  lî'-^  -H  cos  120)  = (cos 3'^  -+-  cos 5 '-2)  =  —  -, 

'  '2  ■  '  2  '  '  '  2 

on  voit  que  cosç  sera  la  racine  positive  de  cette  quatrième  équation  du 

second  degré 

.<• 
cos-  o  —  u  cos  o =0, 

2 

dont  la  racine  négative  représente  cosi3o. 
On  a  donc  finalement 

u  -h  \' U--T-  2 s 


COSO  =: 

'  2 

et,  par  des  constructions  géométriques  convenablement  enchaînées,  on 
peut  déterminer  l'arc  o,  c'est-à-dire  effectuer,  à  l'aide  de  la  règle  et  du 
compas,  la  division  de  la  demi-circonférence  en  dix-sept  parties  égales 
ou  de  la  circonférence  entière  en  trente-quatre  parties  égales.  Le  poly- 
gone régulier  de  trente-quatre  côtés  étant  inscrit,  le  polygone  régulier 
de  dix-sept  côtés  s'en  déduira  immédiatement  (i). 


Résolution  des  équations  trinômes. 

1435.  Soit  l'équation  trinôme,  où  les  coefficients  p  et  g 
sont  donnés  et  oij  les  exposants  de  a;  sont  doubles  l'un  de 
l'autre  {Alg:  élém.,  269), 

Jc-'"  -^ px'"  +  ^  =  o. 

En  prenant  x"'-  pour  inconnue,  on  en  déduit 


X' 


fVf 


et  la  résolution  de  l'équation  trinôme  est  ramenée  à  celle  de 
deux  équations  binômes  générales  (1410,  1411). 


(')  Pour  plus  de  détails  sur  cette  solution,  consulter  l'Ouvrage  de  Gauss, 
ainsi  que  V Essai  sur  la  théorie  des  nombres,  de  Legendre  (deuxième 
édition  ). 

De  C.  —  Cours.  IV'.  4i 
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14-36.   Considérons  le  cas  où,  p  el  7  élanl  des  nombres  réels, 
on  a 

L--r,<0. 

Les  valeurs  de  œ'"  devenant  des  imaginaires  conjuguées, 
on  peut  alors  poser 

—  P-Y-i/^ 7  =  /-(eosa  +  isinal. 

—  £-—  1/4 q  =■  /'(cosa  —  tsina), 

et  l'on  a,  en  ajoutant  et  en  multipliant, 

/»  = — 2/'cosa,        cj^^f-. 

L'équation  trinôme  prend  donc  la  forme 

(i)  x^'" — 2/-jr'"  cosa -h /•-=:  o, 

el  l'on  a,  en  même  temps, 

(2)  ^"'z= /'(cosa  ±:  f  sina). 

Les  racines  de  la  double  équation  (2)  sont  d'ailleurs  don- 
nées (1411)  par  la  formule 

(3) 

oîi  il  suffira  d'attribuer  à  /.  les  m  valeurs  o,  i ,  2,  3, . . . ,  /«  —  i , 
ou,  pins  généralement,  m  valeurs  entières  consécutives,  pour 
obtenir  les  2/«  racines  distinctes  de  l'équation  (i). 

1437.  On  voit  (1017)  que  les  diviseurs  du  premier  degré  du 
premier  membre  de  l'équation  (i)  [1436]  sont  delà  forme 

—  /         a  -h  2  /i'  71        .    .     a  -H  2  /.'  7: 

œ  —  /•'"    cos 1-  i  sui  -— — 

\^  m  ni 

■}-/         cc-i-7.kr.        .   .     y.^ikr.\ 

X  —  /•      cos i  sin • 

\  m  JH        / 

Si  l'on  donne  dans  ces  deux  expressions  la  même  valeur  à 
l'entier  indéterminé  A,  le  produit  des  deux  diviseurs  du  pre- 
mier degré  correspondants  représente  un  diviseur  réel  du  se-i 
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cond  degré  du  premier  membre  de  l'équation  (i),  et  ce  divi- 
seur réel  du  second  de^rré  revêt  à  son  tour  la  forme 


X  —  /•'"  cos 
c'est-à-dire 


ikT:\ 


sin' 


ikv: 


x^ —  'îr"x  cos 


a  +  2  A-  7- 


Le  produit  de  tous  les  diviseurs  réels  du  second  degré  ob- 
tenus en  donnant  à  l'entier  /.les  /«valeurs  o,  i,  2,  3, . . .,  ;?i  —  i, 
reproduira  (1017)  le  premier  membre  de  l'équation  (i). 

On  a  ainsi  l'identité 

a  +  2  A"  r:        — 


4)     X-'"— 2rx"^  co-èa-^- r'^=^   |  |    \  x- — 2r"'j:cos 

A-=o 


n 


Théorème  de  Moivre  et  de  Côtes. 

1438.  Les  théorèmes  de  Moivre  et  de  Côtes  permettent  de 
représenter  géométriquement  les  diviseurs  réels  du  second 
degré  du  premier  membre  d'une  équation  trinôme  ou  ce  pre- 
mier membre  lui-même,  ainsi  que  le  premier  membre  d'une 
équation  binôme. 

Soit  {Jig.  71)  un  polygone  régulier  de  m  côtés,  inscrit  dans 

1 
un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  /'",  et  dont  les  sommets 


Fig.  71. 


soient  Ao,  Ai,  A,, . . .,  A;„_i.  A  partir  de  Ao,  portons  sur  la  cir- 


conférence un  arc  AqB  égal  à  /•'"  —  (répondant ,    par   consé- 

m  ^ 
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uuent,  à  l'arc  —  clans  le  cercle  de  ravon  i  )•   Si  a  est  positif, 
'  /«  "         J 

AoB  sera  porté  dans  le  sens  AoA,„_i  et,  si  a  est  négatif,  dans 

le  sens  contraire  AqA,.  Prenons  sur  le  rayon  OB  une  lon- 

1,'ueiir  OM  représentant  x,  et  joignons  M  à  tous  les  sommets 

du  polygone  régulier  inscrit.  On  formera  ainsi  des  triangles 

successifs  MOAo,  MOA»,  MOA^,  . . .,  MOA,„_,. 

Soit  l'un  de  ces  triangles  MOA/,.    Il  donne  évidemment 

{Trigoru,  U8) 


]\JA/-    =  x-— 2/"'^C0S 


a 


ikr. 


L'identité  (4)  [li37]  devient  donc 


(5)  ^2'"— 2r^'«cosa  — /-=MAo  .MA,  .MA.   . .  .  MA,„_,  . 

Le  produit  des  diviseurs  réels  du  second  degré  du  trinôme 
j.ïm —  ■2rx"^  cosa  +  /-  est  donc  figuré  géométriquement  par 
le  carré  du  produit  des  distances  du  point  M  aux  différents 
sommets  du  polygone  AqAi  A, . . .  A,„_i. 

H39.  Changeons  a.  en  t.  -r-  y.  dans  l'identité  (4)  [H37].  Elle 
deviendra 


^.2/n 


2 /a-'"  cosa  +  /■'- 


(4M,  TT    /'    .  ,77     „„„^  +  (2^'+i)- 


Jl    (^^^-2r-^cos"  +  ^^;-^''^^/-j. 

Considérons  le  même  polygone  AoAiA, .  . .  A,„_i  {Jig.-i); 
prenons  les  milieux  A'^,  A',,  k\,  . . .,  A',„_i  des  arcs  sous-lendus 
par  ses  cotés,  et  joignons  le  point  M  à  ces  points  milieux.  On 
forme  ainsi  des  triangles  MOA^,  MOA',,  MOA'o,  . . .,  MOA',„_,. 
L'un  quelconque  de  ces  triangles,  MOA'x.,  donne  évidemment 

a-h(2Xw-n^  ,  J, 


MA),  ^=  X-  —  2  /•'"  X  cos  ^-^ -i-  / 


m 


et  la  relation  (4  ^^5)  devient 


(5  bis)  X-'"  -+-  2  rx'"  cos  a  -}-/•-  =  MA;  .  MA',  .  MA',  . . .  MA; 


m-\ 


Le  produit  des  diviseurs  réels  du  second  degré  du  trinôme 
x*'"-i- 2/-^'"  cosa  + /•-  est  donc /iguré  géométriquement  par 
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le  carré  du  produit  des  distances  du  point  M  aux  différents 
points  milieux  des  arcs  sous-tendus  par  les  cotés  du  polygone 

A 0  A 1 A-T  .  .  .  A ,„ _  1 . 

H40.  On  peut  réunir  les  deux  énoncés  des  numéros  précé- 
dents (14-38,  li39)  en  un  seul. 

i_ 

Inscrivons  dans  la  circonférence  de  centre  0  et  de  rayon  r'" 
un  polygone  régulier  de  i  ni  cotés,  Aq  AJ,  Aj  A  j  A,  A'j ...  A„j_iA'„j_, , 
en  déterminant  toujours  le  point  B  et  le  point  M  comme  il  a 
été  indiqué  (1438).  On  peut  dire  alors  que 

Le  trinôme  x-'"^ —  o.rx'"^  cosa  +  /•-  est  figuré  géométrique- 
ment par  le  carré  du  produit  des  distances  du  point  M  aux 
sommets  de  rangs  impairs  du  polygone,  tandis  que  le  trinôme 
^27«_|_  2/-^'"  cosa  H-  /'^  est  figuré  par  le  carré  du  produit  des 
distances  du  point  M  aux  sommets  de  rangs  pairs. 

C'est  dans  cette  double  proposition  que  consiste  le  théo- 
rème de  Mo  IVRE. 

1 

—    (X 

1441.  Supposons  a  =  o  ou  cosa  ^  I.  L'arc  AqB  =  r'"  —  sera 
nul,  et  le  point  M  sera  {fig.  72)  situé  sur  le  rayon  OAq. 


Le  premier  membre  de  l'identité  (5)  [1438]  devient  en 
même  temps  un  carré.  On  peut  donc  extraire  la  racine  carrée 
des  deux  membres,  et  l'on  a 

(6)  x"^—  /•  =  ±  MAo.MA,  .MA2 . . .  MA^_,, 

suivant  que  le  point  M  est  extérieur  ou  intérieur  à  la  circon- 
férence 0,  c'est-à-dire  suivant  que  x  est  plus  grand  ou  plus 
\_ 

petit  que  /'". 
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Le  premier  membre  de  l'identité  (5  bis)  [  li39]  devient  éga- 
lement un  carré,  on  peut  extraire  la  racine  carrée  des  deux 
membres,  et  l'on  a 

{6  bis)  ^'«  +  r  =  MA'o .  ma;  .  M  A  ; . . .  M  A„,_  i . 

C'est  dans  cette  double  proposition,  facile  à  énoncer  en 
langage  ordinaire  (li38,  1439),  et  qui  s'applique  alors  aux 
équations  binômes,  que  consiste  le  théorème  de  Côtes.  La 
construction  indiquée  au  n°  884,  combinée  avec  la  règle  de 
la  soustraction  des  quantités  imaginaires  (877),  y  conduit  di- 
rectement et  immédiatement. 


LIVRE  ONZIÈME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(suite  et  fin). 

QUESTIONS    COMPLÉMENTAIRES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIOAS  SUR  LA  THÉORIE  DES  DIFFÉRENCES. 


Définitions. 
1442.  Considérons  une  suite  de  nombres 

(0  Jo,      Ji,      7-2.      /s,        -.-,      fm-i,      y-m- 

Si  l'on  retranche  chacun  d'eux  de  celui  qui  le  suit,  on  ob- 
tient une  nouvelle  suite 

7i— 7o,    72  — Ji,    73  —  72'     •••'    7'"— 7'«-i- 

Les  termes  de  cette  nouvelle  suite  s'appellent  les  diO^é- 
rences  des  termes  de  la  première  :  t'i — Vq  est  la  différence 
de  7o;  y^  —  Ji,  la  différence  de  /,  ;  . . .;  j,„— j»',„-i,  la  diffé- 
rence de  7„j-i. 

Pour  indiquer  les  différences,  on  se  sert  du  signe  A  :  ainsi, 
\y,n-i  indique  la  différence  de  j'm-i'  Par  conséquent,  les  dif- 
férences des  termes  de  la  suite  (i)  forment  la  suite 

(2)  Ajo,     A/i,     A)%,     ...,     A7„,_,. 

Comme  l'opération  peut  se  renouveler,  les  termes  de  la 
suite  (2)  sont  les  différences  premières  ou  du  premier  ordre 
des  termes  de  la  suite  (i). 
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La  suite  (2)  a  un  ternie  de  moins  que  la  suite  (i). 

On  peut  faire,  pour  les  termes  de  la  suite  (2),  ce  qu'on 
vient  de  faire  pour  les  termes  de  la  suite  (i).  On  forme  ainsi 
les  différences  des  différences  premières  ou  les  différences 
secondes  ou  du  second  ordre  des  termes  de  la  suite  (i).  Le< 
différences  secondes  sont 

^fi  —  Aj'o ,     A  }'2  —  Aj, ,     . .  . ,     A  v,„_  1  —  \y,„  _2  ; 

on  les  désigne  par  le  signe  A-,  et  elles  forment  la  suite 

(3)  A^o,     A^j-,,     ...,     A^j,„_,. 

La  suite  (3)  contient  un  ternie  de  moins  que  la  suite  (2). 

En  prenant  les  différences  premières  des  différences  se- 
condes, on  obtient  les  différences  troisièmes  ou  du  troisième 
ordre  des  termes  de  la  première  suite,  et  ces  différences  sont 
indiquées  par  le  signe  A^. 

On  peut  continuer  de  même  et  former  les  différences  qua- 
trièmes ou  du  quatrième  ordre,  les  différences  cinquièmes  ou 
du  cinquième  ordre,  . . . ,  indiquées  par  les  signes  A*,  A^,  .... 

A  chaque  nouvelle  suite,  le  nombre  des  termes  diminue  né- 
cessairement d'une  unité,  de  sorte  que,  si  la  première  suite 
renferme  m -\- i  quantités,  la  {m -{- 1)'*^""^  en  renferme  une 
seule  et  ne  donne  lieu  à  aucune  différence. 

Certains  principes  sont  communs  au  Calcul  des  différences 
et  au  Calcul  différentiel. 

u,  V,  z,  étant  des  quantités  variables,  on  a 

A(«o-l-^'o— -o)  =  ("i+  «'1  — -1)  — («ûH-  «'0— -0) 

=  («1—  «0)  ^-(('i— '"o)  —  (-1  — -0) 
=  A«oH- A('o— A^o- 

Par  suite,  la  différence  d'une  somme  algébrique  est  égale 

à  la  somme  algébrique  des  différences  de  ses  parties  (068). 

La  différence   d'une  constante  a  étant  nulle,  on  a  donc 

(538,  5i9) 

A(//  H-  a)  =  A«. 

a  étant  un  facteur  constant,  on  a 

AauQ=  aui —  au^,  =  «(//,  —  Uq)  =  aA^o- 
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La  différence  du  produit  d'une  fonction  par  une  constante 
est  donc  égale  au  produit  de  cette  même  constante  par  la  dif- 
férence de  la  fonction,  etc. 

1443.  On  peut  écrire  les  suites  formées  par  les  quantités 
proposées  et  leurs  différences  des  divers  ordres,  en  les  dispo- 
sant en  colonnes  verticales,  comme  dans  le  Tableau  ci-des- 
sous : 


Jo 

A.ro 

A-Jo 

Al)« 

1 

J'o 

J'I 

Ajl 

A^7i 

^'J^ 

A^Ji        i 

Jï 

A) -2 

A-J-2 

A^I-2 

J3 

A)  3 

A^JKa 

1 

J4 

■^74 

J5 

Pour  l'obtenir,  il  faut,  par  définition,  retrancher  chaque 
nombre  d'une  colonne  de  celui  qui  le  suit  verticalement,  et 
écrire  le  résultat  trouvé  à  droite  du  nombre  soustrait  et  sur 
la  même  ligne  horizontale. 

Réciproquement,  chaque  nombre  du  Tableau  est  égal  à 
celui  qui  le  précède  verticalement,  augmenté  du  nombre 
placé  à  la  droite  de  ce  dernier.  Par  exemple,  la  relation 

Aj',  —  Aji  =  A-j'i        donne        Aj,  =:  \j\  +  A- jj . 

On  a,  pour  la  première  colonne  verticale,  en  particulier, 

j2=/l  +Vl» 

/3   =/2  -^  A/,, 


c'est-à-dire,  en  ajoutant  et  en  réduisant, 

y  m— Y,  +  A/o  +  A/i  +  Ar,  +  . . .  +  A/,„_„ 

formule  facile  à  traduire  en  langage  ordinaire  et  qu'on  peut 
appliquer  à  chaque  colonne  verticale. 
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On  peut  dire  encore  que  chaque  nombre  du  Tableau  est 
égal  à  celui  qui  le  suit  verticalement,  dimin  ué  du  nombre  placé 
à  la  droite  du  nombre  considéré.  Par  exemple,  la  relation 

A/a  —  A  y,  =  A- jo        donn  e        Aj-.,  =  Aj-^  —  A^/a- 

1444.  Supposons  qu'on  veuille,  d'après  ce  qui  précède,  in- 
diquer le  Tableau  des  différences  des  sept  nombres 

lo,   i4,  21,  33,  4i,  07,  63  ; 
on  aura 


A. 

A2. 

A3. 
2 

A^ 

A5.   t 

Afi. 

10 

4 

5 

—  1 1 

32   ' 

—83 

14 

7 

î 

—  9 

21 

—  JI  1 

ai 

la 

-  4 

11 

-3o 

! 

33 

8 

8 

-18 

41 

16 

—  10 

i 

57 

6 

63 

i 

1 

1 

Si  l'on  donne,  au  contraire,  le  nombre  10  et  les  six  diffé- 
rences successives  4,  3,  2,  —  1 1,  32,  —  83,  et  qu'on  veuille  re- 
trouver la  première  colonne  verticale,  on  opérera  par  addition 
sur  la  première  ligne  horizontale,  en  disant  :  —83  +  32^=  —  5i, 

32  — 11  =  21,    —11+2=: — 9,    2H-3=:5,    3  +  4  =  7,    4  +  IO  =  l4, 

et  l'on  reformera  ainsi  la  seconde  ligne  horizontale  du  Ta- 
bleau. Pour  reconstituer  la  troisième  ligne  horizontale,  on 
opérera  de  la  même  manière  sur  la  seconde  ligne  horizon- 
tale, etc.  Toutes  les  lignes  horizontales  étant  connues,  il  en 
est  de  même  de  la  première  colonne  verticale. 

J445.  Si  l'on  a  à  considérer,  au  point  de  vue  des  différences, 
des  suites  qui  soient  illimitées  dans  les  deux  sens,  telles  que 
la  suite 

•••>       /-3)        /-2)        y-\f       /O»       /l>       J'2>        J'3>        /4>         •••> 

rien  n'est  changé  aux  définitions  précédentes,  et  l'on  a  tou- 
jours, d'une  manière  générale,  quel  que  soit  n  (positif,  né 
gatif  ou  nul), 

A>-„  =/„+! -  r„,         A"+'/„  =  A/'/„+,  -  ^py„. 
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Formules  symboliques. 

ikh'G.  I.  On  donne  les  m  -\-  i  nombres  U(,,  u^,  ii-i,  Uz,  ■  •  -,  ii,n 
[c'est-à-dire  la  première  colonne  verticale  du  Tableau  indiqué 
au  n"  Hii],ef  L'on  demande  de  troia-er  l'expression  générale 
d'une  différence  d'ordre  quelconque  relative  à  Uq,  telle  que 
A"  </o  [c'est-à-dire  d'un  terme  quelconque  de  la  première 
ligne  horizontale  du  même  Tableau]. 

On  a,  par  définiiion  et  par  substitution, 

A;/o='/i— "o,         lu^^z  a,—  Ui,         lu.,=.  U3—  Uo,  ..-., 

A-  «„  =  A»i  —  A»„  =  «2  —  2  ?/i  4-  Uq, 

A-  Ui  =r  A//o  —  A//i  =  U-^  —  2  f/j  -r-  Ui,  . . . , 

A^  ;/o  =  ■^'  "1  —  •^'  "0  =  "3  —  3  «2  4-  ^  "1  —  "O;  •  •  •  • 

Dans  les  seconds  membres  des  égalités  obtenues,  on  recon- 
naît les  coefficients  du  développement  de  la  puissance  (qui 
correspond  à  l'indice  de  A)  d'un  binôme  x  —  a.  Pour  A-«o, 
on  a  les  coefficients  d'un  carré;  pour  A^«o»  les  coefficients 
d'un  cube.  Les  indices  de  u  sont  les  exposants  de  x  dans  les 
mêmes  développements.  Pour  prouver  que  cette  loi  est  géné- 
rale, il  suffit  de  vérifier  que,  si  elle  est  vraie  pour  A^;/o,  elle 
l'est  encore  pour  1''^^  Uq. 

D'après  l'iiypolbèse,  on  a  (261) 

^p  uo  —  »/, — c;  Up_  1  ^  C;,  ^/p_ 0  -  - . . .  =  c;',-  '  «;;-„4-i  ±  c;:  ?/,,_„  —  ...=;=  «o • 

Cette  relation  étant  ac^wwe  pour  les  yj -h  i  nombres  quel- 
conques //q,  Ui,  u.j,  . .  .,  u,,,  est  également  applicable  à  la  suite 
Ui,u.,Uz,  ...,?//,+!.  On  a  donc,  en  forçant  tous  les  indices 
de  u  d'une  unité, 

(2)     ^i>u^  —  Ui,^,  —  C'pUp-T-Clup_,  —  ...±C'l,Up^„+i  —  ...±Uy. 
Mais,  par  définition, 

A/'^'?/o  =  A''«i  —  A^i/o- 

En  retranchant  membre  à  membre  les  égalités  (i)  et  (2), 
on  a  donc 

A'^^ '</o  =«/>+!  — Cj,     ap-\-Cl\  u,,_,  —  .  .  .±zC'l,      \u,,_„^^zç...z^Uq' 
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On  a,  d'ailleurs,  d'une  manière  générale  (2G7), 

rn      —  C"^  s^  rn-1 

^p+i  —  ^p  ~t-  y^p     , 
et  la  relation  (3)  devient 

A/^+'  a,  =  u,,^,  -  C/U,  u^  +  C;,„  u„_,  -  .  .  .  d=  C;:,,  «^_,^,  q=  .  .  .  qi  «„• 

Ainsi,  lorsque  la  loi  indiquée  existe  pour  A/'«o,  elle  existe 
encore  nécessairement  pour  ^p+'ua.  Comme  elle  a  été  véri- 
fiée directement  pour  A^^,  et  ^^u„  elle  est  donc  complète- 
ment générale. 

On  peut  écrire  la  formule  qu'on  vient  de  démontrer,  savoir 

(D)       A"//—//         "//         ,    n{n  —  \) 

sous  la  forme  symbolique 

A"itQ  =  {a  —  i)", 

en  convenant  de  remplacer,  dans  le  développement  du  se- 
cond membre,  les  exposants  de  u  par  les  indices  correspon- 
dants et  le  dernier  terme  i  par  ;/o- 

Si  l'on  donne,  comme  précédemment  (UU),  les  sept 
nombres 

«0=10,         Ui=i^,         u,_—2i,         ;^3  =  33, 
"i=4i,         «5=5-,         «G  =63, 
on  a  directement 

Amo  —  («  —  i)3:z=57  — 541  +  10.33— 10.21+5.14—10=32. 

IH7.  II.  On  donne  le  nombre  u^,  ainsi  que  ses  m  diffé- 
rences successives  Amo,  A^Mo,  A^«o,  •  •  -,  A'"«o  (c'est-à-dire  la 
première  ligne  horizontale  du  Tableau  indiqué  au  n°  ikkk), 
et  Von  demande  de  trouver  l'expression  générale  de  l'un 
quelconque  des  m -h  1  nombres  correspondants,  tel  que  u,^ 
(c'est-à-dire  d'un  terme  quelconque  de  la  première  colonne 
verticale  du  même  Tableau). 

On  a,  par  définition  et  par  substitution, 

M,=  «o4-A«o,         AUi  =  lUo+  \-Uo,         A2«i  =  A-«o+ A^Mo,  . 

"2="i-^-^"i=«o4-2A«o+ A2«„,         \u,=  lui-h\-Ui, 
«3  =  «2  4-  A«2  =  «û  -^  3  A«o  +  3  A-  «0  +  A^  «0, 
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Dans  les  seconds  membres  des  égalités  obtenues,  on  recon- 
naît les  coefficients  du  développement  de  la  puissance  (qui 
correspond  ù  l'indice  de  it)  d'un  binôme  « -t- j7.  Pour  a.,,  on  a 
les  coefficients  d'un  carré;  pour  u-i,  les  coefficients  d'un  cube. 
Les  indices  de  A  sont  les  exposants  de  a:  dans  les  mêmes  dé- 
veloppements. Pour  prouver  que  cette  loi  est  générale,  il 
suffit  de  vérifier  que,  si  elle  est  vraie  pour  a^,,  elle  l'est  encore 
pour  «;j-i-i. 

D'après  l'hypothèse,  on  a 

u],  =  «0  -H  C;  A«o  4-  C;^  A'  «0  + . . .+  C^r  '  A«-'  u,  +  C;^  A«  «„  4-. . .  +  A/'  uo. 

Cette  relation  étant  admise  pour  u^  et  les  p  différences  suc- 
cessives A«o,  ^^"o>  A'«o>  •  •  •>  A''"o5  est  également  applicable 
à  la  suite  A;/,„  A-Uq,  A^ Uq,  A^'Uq,  . .  .,  Ap-^^  Kq.  On  a  donc,  en 
forçant  d'une  unité  tous  les  indices  du  signe  A, 

)  A«/, = Au, -\- q, A^ «0  +  ciA^uo-\-...-h C';r' a« «,+...  +  a/^+' «o- 

Mais,  par  définition. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  (i)  et  (2),  on  a 
donc 


i/p+i  =  </„  -f-  C*  I  A«o  +  Cf, 


A2^o  +  -.-  +  c;î 
+  cr 


A'^  «0  +  .   .    .  +   A/'+l  «n. 


En  tenant  compte,  comme  précédemment  (1446),  de  la  re- 
lation générale 

^^P+i  —  ^p  "T"  y^p     , 

la  relation  (3)  devient 

//,+,— «o+C;,^iA«o +  C;,^i  A- f/„-T-.  .  .H-C;^+iA««o^--  .4- A/^+'«o- 

Ainsi,  lorsque  la  loi  indiquée  existe  pour  Up,  elle  existe 
encore  nécessairement  pour  iip-^-i.  Comme  elle  a  été  vérifiée 
directement  pour  11.2  et  i/^,  elle  est  donc  complètement  géné- 
rale. 

On  peut  écrire  la  formule  qu'on  vient  de  démontrer,  savoir 

/  XT  X  fi  .  ni  II  —  I  )  . ,  . 

(  A  )        «„  —  u,^  -  Ai/o  -\ ^ A-  «0  +  •  •  •  +  A«  u^, 
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sous  la  forme  symbolique  (') 

en  roiivenanl  d'efTectucr  le  développemenl  comme  si  le  siprne 
A  était  une  fuianlilé,  et  en  regardant  les  exposants  trouvés 
pour  A  comme  les  indices  de  ce  signe  par  rapport  à  Wo- 

Si  l'on  donne,  par  exemple,  comme  précédemment  (liii), 
le  nombre  u<i=i\o  et  ses  cinq  différences  successives 

A//o=:4:        A-»o^=3,         \'^U^)^z1,         A*?/j^ —  II,         A' «0^32, 

on  a  directement 

a5^=(i-t-A)Mo=:io  —  5.4-H10.3  -f-io.2-T-o(^ — 1 1) -H  32  =  57. 

Différences  des  fonctions. 

Ii48.  Soit  une  fonction  quelconque  de  .r,  ;<^F(.r).  Dési- 
gnons par  X  et  par  x  -^  h  deux  des  valeurs  consécutives  attri- 
buées à  X.  L'expression 

\u  =  A  F(x)  =  F(.:r  -^  /O  —  F(^) 

est  la  différence  première  de  F(;r). 

De  même,  si  l'on  change  x  en  x  ^  h  dans  A  F(  j:-),  l'expres- 
sion 

A-^«  =  A2F(^)— AF(j:  -f-/0— AF(\r) 

est  la  différence  seconde  de  F(j:);  et  ainsi  de  suite. 

On  aura,  d'une  manière  générale,  pour  la  différence  d'ordre 
n  +  i  (lUo), 

A"^'?/  =  A«-^'F(^)=A«F(.r-H-/i)— A"F(.r). 

Soit,  par  exemple,    u^za^.  >'ous  aurons,  d'après  ce  qui 

précède, 

A«  =r  a^^'' —  a^^=:  a^{a'' —  i). 

La  différence  première  s'obtient  donc  ici  en  multipliant  la 
valeur  initiale  de  la  fonction  par  la  constante  a''—  i  relative  à 
l'accroissement  donné  i\x. 


(')  Il  est  utile  de  remarquer  ces  curieuses  analogies  des  puissances  avec 
les  différences  (1446,  1447)  et  avec  les  différentielles  (642  et  suiv.,  658  cl 
suiv.). 
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Il  en  résulte  évidemment 

Différences  des  fonctions  entières. 
1U9.   Soit 

(l)       y  ^-f{x)  —  koX"'  +  Al  J7'«-l  +  A,^'"-2  4-  .  .  .  ^  k,n-yX  +  A,„ 

une  fonction  entière  de  x.  Donnons  à  x  des  valeurs  en  pro- 
gression arithmétique,  telles  que 

l)        ...XQ—2h,       Xo —  h,       Xq,       Xn-^  h,       Xçf^lh,       ^q-t-SA, 

(La  raison  de  cette  progression  est  la  constante  li,  et  la 
quantité  x^  est  complètement  arbitraire.)  Désignons  par 

(3)  .-.    j-2,   y-i,    vo,    yx,   72,    yz,    ■■■, 

les  valeurs  correspondantes  de   la   fonction.    Nous   aurons, 
d'une  manière  générale,  d'après  la  formule  (D)  [lii.6], 

y=f{^), 

A7=/(^  +  /0-/(x), 

(4)  {  A-^j=/(^  +  2/0-2/(^  +  A)+/(^), 
AV  =f{^  -^  3/0—  3/(x  -f-  2h)-^3/{x  ^  h)—f{x), 

11  suffira  de  substituer  à  x,  dans  ces  relations  (4),  les 
termes  de  la  progression  par  différence  (2),  pour  obtenir  les 
valeurs  successives  de  la  fonction  et  celles  de  ses  différences 
des  divers  ordres. 

Cela  posé,  nous  démontrerons  le  théorème  suivant,  qui  est 
très  important  au  point  de  vue  des  applications. 

14o0.  Lorsqu'on  substitue,  dans  une  fonction  entière  de  x, 
de  degré  m,  telle  que 

y  =f{x)=\,x'"-^k,x"'-'^k.x"^-'--i-  ....  ^  A,„_,.r4- A,„, 

une  suite  de  nombres  en  progression  arithmétique,  la  diffé- 
rence d'ordre  m  de  la  fonction  est  une  quantité  constante, 
qu'on  peut  déterminer  immédiatement  d'après  la  fonction 
même. 
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On  a,  en  effet,  d'une  manière  générale,  d'après  la  seconde 
des  égalités  (A)  [14^9]  et  d'après  la  série  de  Taylor  (32i), 

Av  =  /(.r^/0-/(^) 

=  -/'(^)  4-  —  /"  (^) . . .  H -^ —  n-r). 

1  -^  i.s"^  1.2.3. ..m 

La  valeur  de  A)-  est  donc  une  fonction  entière  de  x,  de 
degré  m  —  i,  et  ayant  pour  premier  terme  ni\ohx"'-K 
On  peut  poser,  par  conséquent, 

Aj  =  mAoAj:"'-*-h 

Ainsi,  dans  l'hypothèse  adoptée,  la  différence  Aj  (ou  du  pre- 
mier ordre)  d'une  fonction  entière  de  x,  y  z^-f{x),  de  degré 
m,  est  une  fonction  entière  de  degré  m  —  i,  dont  le  premier 
terme  est  le  produit  de  la  dérivée  du  premier  terme  de  y  par 
la  raison  h  de  la  progression  formée  par  les  nomhres  substi- 
tués à  la  place  de  x. 

La  même  propriété  existe  nécessairement  pour  la  différence 
A-j  (ou  du  second  ordre)  de  la  fonction  j,  puisque  cette  dif- 
férence A-j  est  la  différence  du  premier  ordre  de  la  fonction 
A/;  et  l'on  peut  écrire  immédiatement  cette  suite  de  ré- 
sultats : 

A-j'  =z  m{m  —  i)  Aq/i-x'"-'-  -t-  . .  ., 

A^ j-  =  m{m  —  i){m—  2 )  Ao h^ x'"-^  -h 


A'">'=  m{in  —  i)  (m  —  2  j  ...  2.1.  AoA'"- 

Comme  le  degré  de  la  fonction  qui  représente  chaque  dif- 
férence est  égal  à  m  diminué  de  l'indice  de  la  différence,  ce 
degré  s'abaisse  d'une  unité  à  chaque  opération,  de  sorte  que 
la  différence  A"'j  {ou  d'ordre  m)  est  indépendante  de  x. 
Elle  s'obtient  d'ailleurs  en  multipliant  par  h'"  (m'^™^  puissance 
de  la  raison  de  la  progression  choisie)  la  nv^'^"  dérivée  de  la 
fonction  y  (32i). 

Le  théorème  énoncé  est  donc  établi,  et  l'on  voit  en  même 
temps  que  les  différences  de  la  fonction  y,  qui  sont  d'ordre 
supérieur  à  m,    sont  toutes  nulles 

[  A'"+»/o  =  ^"\}\  —  ^'"Vo  —  o]. 
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14.51.  Ce  théorème  montre  que,  si  l'on  doit  substituer  à  x, 
dans  une  fonction  entière  de  x,  y  ^=if{x),  de  degré  m,  une 
suite  illimitée  de  nombres  équidistants 

...,    x^  —  ih,    Xf,  —  /i,    X(.j    XQ-\-h,    x^-\--y.h,    Xq-\-^/>,     ..., 

il  suffit  de  calculer  directement  les  résultats  fournis  par  m 
substitutions  consécutives^  pour  pouvoir  ensuite,  par  de  sim- 
ples additions,  obtenir  les  résultats  de  toutes  les  autres  substi- 
tutions. 

C'est  ce  qui  résulte  des  indications  et  du  Tableau  du 
ii'j  14ii.  Ayant  m  valeurs  de  /,  on  en  aura  m  —  i  de  Aj,  m  —  2 
de  A"^j-, . . .  ,  une  seule  de  A'"-' j  ;  mais  on  connaît  directe- 
ment (14o0)  la  différence  A'"/.  Comme  la  dernière  colonne 
verticale  qui  renferme  cette  différence  constante  A'"/  peut 
être  continuée  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  un  seul  terme 
déterminé  dans  la  colonne  précédente  permet  d'en  écrire 
dans  celle-ci  autant  qu'on  veut  ;  et  ainsi  de  suite,  de  proche 
en  proche  (1443).  On  formera  donc  rapidement  les  lignes  ho- 
rizontales successives  du  Tableau,  et  l'on  continuera  en  même 
temps,  aussi  loin  qu'on  voudra,  la  première  colonne  verticale 
qui  renferme  les  valeurs  consécutives  de  la  fonction. 

1452.  On  utilise  ces  considérations  dans  toutes  les  branches 
des  Sciences  mathématiques,  pour  dresser  des  Tables  abré- 
geant ou  remplaçant  les  calculs  directs,  aussi  bien  que  pour 
obtenir  certaines  formules  numériques. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples. 


Applications. 

14o3.  Carrés  des  nombres  entiers.  —  La  fonction  est  ici  j  =  x-.  On 
doit  substituer  à  la  place  de  x  les  valeurs  i,  2,  3,  4?  •  •  •  ,  de  sorte  que 
la  raison  h  est  l'unité.  La  différence  seconde  de  la  fonction  est  con- 
stante (14o0)  et  égale  à  2.  Il  suffit  donc  d'écrire  dans  une  première 
colonne  verticale  les  deux  premiers  carrés  i  et  4)  dans  une  deuxième 
colonne  leur  différence  3  et,  dans  une  troisième,  la  différence  seconde 
constante  1,  pour  prolonger  ensuite  indéfiniment  le  Tableau  (1451),  en 
appliquant  les  formules 

^V"o  +  A;"o  =  Aj'i ,      A  Kl  -i- ji  =  j  2- 

De  C.  —  Cours.  IV.  [^2 
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CARRÉS. 

A. 

\K 

I 

3 

1 

4 

5 

•X 

9 

7 

■2 

i6 

9 

2 

25 

I  1 

2 

36 

13 

2     , 

49 

i5 

1 

64 

lioi.  Cubes  de9  nombres  entiers.  —  La  fonclion  est  '\c\y  =  x'^.  La 
raison  h  est  toujours  l'unité.  La  différence  troisième  de  la  fonction  est 
constante  et  égale  à  6.  Il  suffit  donc  d'écrire  dans  la  première  colonne 
verticale  du  Tableau  les  trois  premiers  cubes  i,  8,  27;  dans  une 
deuxième  colonne,  leurs  doux  différences  7  et  19;  dans  une  troisième 
colonne,  la  différence  seconde  correspondante  qui  est  12;  et  enfin,  dans 
une  quatrième  colonne,  la  différence  troisième  constante  6.  On  peut 
prolonger  ensuite  le  Tableau  indéfiniment,  en  appliquant  les  formules 


A3;- 


^\r 


A-J- 


A^J- 


=  A'2,  A;'2  -t-j2   =.;i 


CUBES. 

A. 

A2. 

1 

A3. 

I 

7 

12 

6 

8 

19 

18 

6 

27 

37 

24 

6 

l   64 

61 

3o 

6 

125 

91 

36 

6 

216 

127 

42 

343 

169 

5l2 

: 

• 

1435.  Somme  des  carres  des  n  premiers  nombres.  —  Considérons  la 
suite 


j-0=  o2,  Ji  =  02  4-  l2,  J-2=o2-|-  l2-^-2-,  J3  =  «'^  +  I  ^  +  2^ -+-  3",  . .. . 
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Les  différences  premières  de  cette  suite  étant  les  carrés  consécutifs 
1^  2^  32,  ... ,  il  résulte  de  ce  qui  précède  (  14o3)  que  les  différences 
secondes  des  différences  premières  de  la  suite  considérée  ou  ses  diffé- 
rences troinèmes  sont  constantes  et  égales  à  2,  de  sorte  que  ses  diffé- 
rez/ces d'ordre  supérieur  n'existent  pris.  On  a  donc  ici 


J- 

i 

A^-j. 

AV. 

02 

c-  — 

l- 

I*  —  22 

I 
4 
9 

3 
5 

2 

0-  — 

I2-+-22  +  32 

1 

1 

Pour  résoudre  la  question,  il  faut  trouver  le  terme  général  )-„  de  la 
première  colonne  du  Tableau,  terme  général  qui  est  égal  à       ' 


32 


■nK 


On  n-a  donc  qu'à  employer  la  formule  (X)  [14i7],  puisqu'on  connaît 
\jo  et  ses  n  différences  successives,  qui  se  réduisent  aux  trois  premières. 
■  Un  cl,  par  conséquent, 


1.2.3 


c'est-à-dire 


J)(/^  — 9.)  _    rt(«-^l)(2«H-l) 


comme  on  l'a  déjà  trouvé  (274,  278). 

On  pourrait  calculer  d'une  manière  analogue  la  somme  des  cubes 
celle  des  quatrièmes  puissances,  etc.,  des  n  premiers  nombres  entiers.' 

U06.  Somme  des  carres  des  n  premiers  nombres  impair,  -  Un 
aombre  impair  quelconque  peut  être  représenté  par  2.*'-+-!  r  rece- 
vant successivement  les  valeurs  o,  i,  2,  3,  ....  Si  l'on  considère  alors 
a  fonction  j  =  (2^ -M)^=  4^^-^4.r^T,  on  voit  que  les  différences 
n  /''  sont  constantes  et  égales  (14o0)  à  i.o^.X.h^-,  c'est-à-dire 
e^^aies  a  8,  puisque  la  raison  h  est  encore  égale  u  l'unité. 
Cela  posé,  prenons  la  suite 

y0=O\      j-,=o2-^l2,      j2  =  02-M2^32^      J-3  =  02  +  l  2  ^  32  _^  52^ 

Les  différences  premières  de  cette  suite  étant  les  carrés  i2,  32,  52^  ...^ 
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(les  nombres  impairs  conséculifs,  il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  dire 
que  les  différences  secondes  des  différences  premières  ou  les  diffé- 
rences troisièmes  de  la  suile  considérée  sont  constantes  et  égales  à  8, 
tic  sorte  que  ses  différences  d'ordre  supérieur  n'existent  pat.  On  a 
donc  ici 


X- 

V- 

A^J. 

1     A3j. 

1 

02 

I 

8 

1      s 

05^l2 

9 

i(j 

o2-^  I^H-  32 

23 

o2_^,2M-32-^    ',2 

1 

1 

Pour  résoudre  la  question,  il  faut  trouver  le  terme  général  j„  de  la 
première  colonne  du  Tableau,  terme  général  qui  est  égal  à 


0--I-  i--r-  3-  -+-  :;- 


■{-in— if. 


On  n'a  donc  qu'à  employer  encore  la  formule  (N)  [14i7],  puisqu'on 
connaître  et  ses  n  différences  successives,  qui  se  réduisent  aux  trois 
premières.  On  a,  par  conséquent, 


n  n{n  —  i)    ,       ,    n{n 


l)(n—i) 


1.2.3 


A^Jo, 


c'est-à-dire 

^n{n  —  \]{n — 2)        «(2//  —  i)(2//  — 11 

r„  =  «  +  4«(«  —  t^-; 3- = 3 

Si  l'on  pose,  pour  plus  de  simplicité,  in  —  i  =  /,  on  obtient 

On  pourrait  calculer  d'une  manière  analogue  la  somme  des  cubes 
celle  des  quatrièmes  puissances,  etc.,  des  n  premiers  nombres  impairs 


(•)  Les  dernières  formules  établies  (  1455,  1456)  sont  utiles,  entre  autre 
applications,  dans  la  théorie  des  Ponts  suspendus  :  elles  servent  à  cal 
culer  la  somme  des  longueurs  des  tiges  qui  relient  les  cliaincs  au  tablier 
quand  ces  tiges  sont  équidislantes. 
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Résolution  des  équations  numériques. 

1457.  La  séparation  des  racines  réelles  d'une  équation 
(1209)  s'obtient,  le  plus  souvent,  en  substituant  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  une  série  de  nombres,  en  gé- 
néral,  é(|uidislants.  Lorsque  le  nombre  des  substitutions 
nécessaires  s'accroît,  le  calcul  des  résultats  correspondants 
devient  pénible,  et  l'on  doit  chercher  à  le  simplifier  en  le  di- 
rigeant d'une  manière  méthodique.  L'algorithme  qui  résulte 
de  la  théorie  des  différences  peut,  dans  ce  cas,  intervenir 
utilement.  Nous  allons  insister  sur  ce  point. 

Ii58.  L'équation  proposée  r=/(a^)  =0  étant  de  degré  m, 
la  différence  m'è-^^e  dg  ^q^  premier  membre  est  constante 
(liSO)  et  égale  à  i  .2.3. .  ./«AqA'"  [Aq  est  le  coefficient  du 
pren)ier  terme  de  l'équation,  et  h  la  raison  de  la  progression 
arithmétique  formée  par  les  nombres  substitués  à  la  place 
de  a]. 

Ordinairement,  on  commence  par  substituer  des  nombres 
entiers  consécutifs,  tels  que 

...,     —3,     —2,     —I,     o,     I,     2,     3,     4,     ..., 

de  sorte  que  la  raison  h  est  alors  égale  à  l'unité.  Après  avoir 
obtenu  directement  les  résultats  de  /«  substitutions,  on  peut 
former  le  tableau  indiqué  précédemment  (1451),  et  le  pour- 
suivre rapidement,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  en  ayant 
soin  de  tenir  compte  des  limites  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion, pour  ne  pas  le  prolonger  inutilement. 

S'il  s'agit  d'une  équation  du  troisième  degré,  c'est  la  diffé- 
rence troisième  de  son  premier  membre  qui  est  constante, 
et  il  suffit  de  chercher  directement  les  valeurs  de  ce  premier 
membre  pour  trois  valeurs  de  x,  qu'on  prendra  naturelle- 
ment égales  à  — 1,0,  i. 

S'il  s'agit  d'une  équation  du  quatrième  degré,  c'est  la  diffé- 
rence quatrième  de  son  premier  membre  qui  est  constante, 
et  il  suffit  de  chercher  directement  les  valeurs  de  ce  premier 
membre  pour  quatre  valeurs  de  x  convenablement  choi- 
sies  

Le  Tableau  des  substitutions  effectuées  et  des  valeurs  cor- 
respondantes  du   premier   membre  de  l'équation    proposée 
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élanl  formé  dans  les  limites  convenables,  on  examine  le- 
changements  de  signes  qu'il  peut  présenter  d'une  substitu- 
tion à  l'autre.  Si  ces  changements  de  signes  répondent  an 
nombre  des  racines  réelles  possibles  ou  certaines  (d'apr- 
l'étude  complète  faite  au  Livre  IX),  les  racines  réelles  <l< 
l'équation  sont  séparées,  et  il  ne  reste  qu'à  en  approcher  da- 
vantage. 

En  général,  le  nombre  des  intervalles  marqués  par  le- 
changements  de  signes  sera  inférieur  au  nombre  des  racine- 
réelles,  possibles  ou  certaines.  Il  pourra  même  ne  pas  y  avoir 
de  changement  de  signes.  11  faut  alors  recourir  à  de  nou- 
velles substitutions  plus  resserrées  et,  pour  ne  pas  en  faire  (]<■ 
tout  à  fait  inutiles,  il  est  bon  de  s'aider  d'un  tracé  graphique 

Pour  cela,  on  n'a  qu'à  tracer  deux  axes  rectangulaires  0 
et  Or,  puis,  à  porter  en  abscisses  les  valeurs  équidistanic- 
de  .2?  et,  en  ordonnées,  les  valeurs  correspondantes  du  pre- 
mier membre  de  l'équation,  inscrites  au  Tableau.  En  joignant 
par  un  trait  continu  les  points  ainsi  déterminés,  on  a,  approxi- 
mativement, la  courbe  représentative  de  la  fonction  y  =/{■'  ' 
[1030],  et  les  points  oii  cette  courbe  rencontre  l'axe  O^r  foui 
connaître,  d'une  manière  également  approximative,  les  va- 
leurs de  ce  qui  annulent  la  fonction,  ou  les  racines  de  l'équa- 
tion y  r=if{x)  =:  G.  Par  conséquent,  ce  n'est  que  dans  les  in- 
tervalles qui  semblent  comprendre  ces  points  d'intersection 
que  l'on  peut  utilement  essayer  de  nouvelles  substitutions. 

Ces  nouvelles  substitutions  se  feront  en  prenant  la  raison/* 
de  la  nouvelle  progression  arithmétique  formée  par  les  va- 
leurs de  a:,  égale  à  o,i.  En  général,  elles  sufiisent  pour  dé- 
cider (en  reprenant  s'il  est  nécessaire  le  tracé  de  la  courbe 
représentative  dans  les  intervalles  considérés)  s'il  existe  on 
non  des  racines  réelles  dans  ces  intervalles. 

Le  Tableau  relatif  aux  nouvelles  substitutions  peut  d'ail- 
leurs être  établi  suivant  les  mêmes  règles  que  le  premier 
Tableau  relatif  aux  substitutions  entières. 

En  continuant  à  opérer  ainsi,  on  pourra  non  seulement 
séparer  les  racines  réelles  de  l'équation,  mais  en  approcher 
régulièrement  à  moins  d'un  dixième,  d'un  centième,  d'un 
millième,  etc. 

Nous  allons  montrer  comment  cette  méthode  spéciale  peut 
s'appliquer  aux  équations  du  troisième  degré  et  aux  équa- 
tions de  degré  supérieur. 
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Équations  du  troisième  degré 

li59.  Avant  de  passer  aux  exemples,  nous  indiquerons 
comment  on  peut,  au  lieu  de  chercher  directement  les  nou- 
velles différences  qui  répondent  à  la  nouvelle  raison  o,i 
et  qui  doivent  servir  de  point  de  départ  pour  approcher  da- 
vantage des  racines,  les  déduire  des  premières  différences 
calculées  en  supposant  h  =  i. 

L'équation  considérée  étant  du  troisième  degré,  on  a  ici  (14i9) 

|Aj-=-A/(^)=/(^  +  A)-/(^) 
^'^       i        =7/(^')+^,/'(^-)4-  ;-^/"(^)  =  9(^). 

9(j:)  est  une  fonction  entière  du  second  degré,  puisque/'"  (^) 
est  une  constante  (1450). 
On  a  alors,  à  la  fois, 

A^7  =  Ay(,r)  =  Ao(^')=  7?'(^)-+--;^?"(^), 
?'(^)-7/"(^)  +  :^r(-^), 

La  valeur  de  A^  >•  devient  donc 

(•2)       ^\r  =  AV(^)  =  h^i-^)  +  hY'i^)  =  ^(^). 

'l'(jr)  étant  à  son  tour  une  fonction  entière  du  premier  degré, 
il  vient 

(3)  A^r  =  Ay(^)  =  A  'h{a:)  =  /id;'(^)  zzi  h\f"' {œ). 

On  a  ainsi  les  relations  suivantes  : 

Aj  =.  ~  r{x)  +  ^^/"(^^)  +  '-^/'"{œ), 

A'-/  =  h'-f"{x)  +  h\f"'(x), 
L\Y=h\f"'{x). 

Ces  formules  étant  complètement  générales,  elles  seront 
encore  vraies  lorsque  la  raison  deviendra  dix  fois  plus  petite. 
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En  désignant  les  nouvelles  différences  par  le  symbole  ô  et  en 

remplaçant  //  par  — ,  on  aura  donc 
'      ^  '         lO 

àv^—      f  (.r)  H-  --   /"(^)  4-  ^-  /'"(,r), 
lo      ■'    ^     '       200   -^    ^    ^       6ooo  '    ^     ' 

lOO    '^  lOOO' 

■^  lOOO''      ■      ' 

On  voit  que  : 

i"  La  nouvelle  différence  ô'^xesl  la  millième  partie  de  la 
différence  primitive  A^r; 

/    ,  .  .  ,  AM- 

2'  o^Y  est  composée  de  cette  même  quantité — ^>  auff- 

lOOO 

mentée  de  la  centième  partie  de  [éq.  (2)] 

h'-f{x)  —  AV  —  h\f"'{x)  =  A^  r  —  A^  r, 

c'est-à-dire  de  la  centième  partie  de  la  différence  qui  précède 
verlicalement  A^/dans  la  colonne  des  A^  (ce  qui  tient  à  ce  que 
A*j  demeure  constant); 

3»  ôv  est  composé  de  trois  termes  dont  les  deux,  derniers 
sont  connus  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  et  égaux  respecti- 
vement à  la  deux-centième  partie  du  terme  qui  précède  ver- 
ticalement A-j'  dans  la  colonne  des  A-  et  à  la  six-millième 
partie  de  A^  r  ;  quant  au  premier  terme  de  ôr,  égal  au  dixième 
de  hf'{.x)  [éq.  (i)],  il  est,  d'après  ce  qui  précède,  égal  au 

dixième  de 

AM-  — A^r       AM- 

Ar ■- ^• 

2  0 

En  résumé,  si  l'on  désigne  par  Tq  '»  valeur  de  la  fonction 
f(x),  qui  sert  de  point  de  départ,  et  par/_i  la  valeur  qui  la 
précède  verticalement  dans  le  Tableau  déjà  formé  pour  les 
premières  substitutions  et  qui  correspond  au  symbole  A,  on  a 

àVo  ^  Z i~  ' > ~      ^/O  — jr- 


(A)  {à'-y,-- 


6000 

A^r-, 
200 

1000 

A^7■_, 
100 

A^ro 

1000 
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Les  formules  (A),  complètement  générales,  permettent  de 
passer  des  différences  A  qui  répondent  à  une  valeur  quel- 
conque de  la  raison  h  aux  différences  ô  qui  répondent  à  une 
raison  dix  fois  moindre. 

Exemple. 

1460.  Soit  r  équation  y  =^f{x)  =  .v^  —  ~x-\-'-  =  o,  dej'à  résolue  {I3ii). 

Celte  équation  a  deux  racines  positives  et  une  racine  négative.  Ses 
racines  ont  pour  limites  3  et  —  i.  La  fonction  prend  les  valeurs  i3,  7,  1 , 
pour  les  substitutions  —  1,0.  i. 

Les  deux  différences  premières  correspondantes  sont  donc  —  6  et  —  6. 
Quant  à  la  différence  seconde  constante,  elle  est  égale  à  6.  On  peut  donc 
établir  immédiatement  le  Tableau  suivant  pour  les  substitutions  entières. 


X. 

J- 

A. 

A2. 

A3. 

-  '1 

—  ^9 

3o 

—  18 

6 

-  3 

I 

12 

—     1 2 

6 

-   2 

i3 

0 

-      6 

G 

—   I 

i3 

—     6 

0 

6 

0 

7 

—     (i 

6 

6 

1 

I 

0 

12 

2 

I 

12 

3 

i3 

(')  En  effet,  soit  d  la  distance  d'une  droite  parallèle  à  Ox,  à  cet  axe;  si 
cette  droite  coupait  la  courbe  en  plus  de  trois  points,  l'équation  a^' — ■]X-h-}  =  d 
aurait  plus  de  trois  racines. 
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de  la  courbe  représentative  de  la  fonction.  Dès  lors,  si  la  courbe  ren- 
contre effectivement  l'axe  des  abscisses  à  droite  de  l'origine  0,  ce  ne 
peut  ôlre  qu'entre  les  points  i  et  a.  (La  courbe  a  un  point  maximum 
entre  .r  —  —  ■2  et  .r  =  —  i,  un  point  minimum  entre  x  —  1  et  .r  =  2,  un 
point  d'inflexion  sur  l'axe  des  j  au  point  7.; 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  partager  l'intervalle  de  x  =  i  à  x  =  2  1  : 
dix  parties  égales  pour  avoir  les  deux  racines  positives  à  o,  i  près. 

l'if!.  73. 


Le  \-j-  qui  correspond  à  .r  =  o  étant  G,  les  formules  (A)  du  n"  14o9 
donnent 

o3)"  =  0,006;        o-j- =  0,066;        0;' —  —  0,369. 

0.1  peut  donc  former  ce  second  Tableau,  en  négligeant  la  virgule  dans 
l'expression  des  différences  pour  simpliCer  l'écriture  : 


X. 

y. 

ô. 

S2. 

Ô3. 

1 

1 ,000 

—  369 

66 

6 

l  ,1 

o,63i 

—  3o3 

72 

6 

r ,  i 

0,328 

-    23 1 

78 

6 

1,3 

0,097 

-   i53 

84 

6 

1,4 

—  o,o56 

-     69 

90 

6 

I  ,5 

—  0,125 

21 

<J<i 

1,6 

—  0 , 1 04 

1 17 

1,7 

—  o,oi3 
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L'une  des  racines  cherchées  est  comprise  entre  i,3  et  i,4;  l'autre 
tombe  entre  i  ,6  et  1,7. 

En  suivant  le  môme  procédé,  on  approchera  davantage  des  trois  ra- 
cines séparées. 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  obtenir  la  première  racine  positive  à 
0,01  près,  on  substituera  à  x,  entre  i,3  et  1,4,  des  valeurs  variant 
d'un  centième. 

On  se  servira  encore  des  formules  (A)  (1439),  en  mettant  dans  leurs 
seconds  membres,  à  la  place  des  valeurs  des  A,  les  valeurs  des  o  qui 
répondent  au  nouveau  point  de  départ  et  qui  sont  fournies  parle  Tableau 
ci-dessus. 

Pour  .7;  =1,3,  on  a,  d'après  ce  Tableau, 


7  =  0,09; 


V 


o,  i53,         o^j'  =  0,084,         ô-^j'=  0,006. 


Les  nouvelles  valeurs  à  employer  pour  les  différences  0  seront  donc 
(le  o2  qui  précède  celui  indiqué  étant  0,078), 

oj  =  —  0,018909,         o-j' =  0,000786,        0*/ =  0,000006. 
On  pourra  ainsi  former  ce  troisième  Tableau  : 


.*'. 

y- 

V- 

S2j. 

r>J. 

1,3 

0,097000 

—  18909 

786 

6 

.,3i 

0,078091 

—  18128 

792 

6 

1,3. 

0,059968 

—  17331 

798 

6 

.,33 

o,o4'Jt637 

—  16533 

804 

6 

,,34 

0,026104 

-  15729 

810 

1,35 

0,010375 

-  149 19 

1,36 

—  0, 004514 

La  première  racine  positive  tombe,  par  suite,  entre  i,35  et  i,36,  et 
est  déterminée  à  0,01  près;  etc. 


Équations  de  degrés  supérieurs. 

14-61.  Le  procédé  que  nous  avons  suivi  relativement  aux 
équations  du  troisième  degré,  pour  déduire,  des  premières 
différences  obtenues  dans  chaque  cas  particulier,  celles  qui 
correspondent  à  une  raison  dix  fois  moindre,  s'applique  moins 
commodément  aux  équations  de  degré  supérieur.  Nous  indi- 
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queroiis  donc  ici  un  moyen  plus  c\[)édilir  de  |)arvenii  au  ré- 
sullal  cherché,  lorsqu'on  dépasse  le  troisième  degré. 

Supposons  qu'on  veuille  résoudre  parles  différences  l'équa- 
tion du  quatrième  degré 

(')  J=/(^)  =  o. 

Nous  aiirons  (li'+9) 

I  1.2  \  .'î .6  1.2.0.4 

On  peut,  par  suite,  en  parlant  des  deux  valeurs  jo^^/C-^o) 
ei.ri=/(j:-o+/0.  poser  [Ajo  =  7i  — 7o] 

j'i  ^  j)'o  -i-  ah  -\-  bh-  -+-  ch^  4-  dli*. 

Les  coefficients  a,  b,  c,  sont  inconnus;  mais  le  coefficient  cl 
de  A*  n'est  autre  chose  (324)  que  le  coefficient  de  x'*  dans 
l'équalion  (i). 

Pour  passer  de  ji  à  Vg  ou  à  j'3  (c'est-à-dire  du  résultat  qui 
correspond  à  Xq-\- h  à  celui  qui  correspond  à  a:Q-\--2h  ou  à 
,rQ-\-  3h),  il  suffît  de  remplacer  dans  la  valeur  de  ji  l'accrois- 
sement Il  par  2/1  ou  par  3//.  Nous  aurons  ainsi 

ro^^Vo-i-  2«/<  -f-46/i-+    8c/i^-+-  i6d/i'', 
T's  =^'9-1-  oa/i  -+-  gbh^ -+-  2~c/i^  +  81  d/i'*. 

Des  trois  relations  qu'on  vient  d'écrire,  on  tire,  d'après  la 
formule  fondamentale  (D)  (1446), 

/   Avo   =  «A  H-  bh--^  cli^  +  dh\ 
( 2 )         <  A- }'(,  =: y. 2  —  2 j'i  +  >o  =  2  ^>/i -  -t-  6 f  A'^ H-  1  '1  r/A ', 
(  A^jo  =  73—  ^/2+  3)-i— vo— 6cA^H-  i6dh'\ 

On  a  en  même  temps  (1450) 

A^  j'o  =  1 . 2 . 3 . 4  f/A*  =  24  f/A\ 

Ayant  calculé  directement  A}»,  A-Vo,  A\)-o»  les  trois  équa- 
tions (2)  serviront  d'ahord  à  déterminer  les  trois  inconnues  a, 
I),  c,  de  la  manière  la  plus  simple;  car,  d  étant  le  coefficient 
de  x'  dans  l'équation  (i),  la  troisième  des  équations  (2)  don- 
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nera  c,  la  seconde  fournira  alors  la  valeur  de  b  et.  la  première, 
celle  de  a. 

Cela  fait,  les  formules  ci-dessus,  qui  sont  complètement 
générales,  permettront  de  passer  aux  nouvelles  différences  o, 
qu'on  doit  employer  quand  la  raison  h  devient  dix  fois  moin- 
dre. En  remplaçant  le  symbole  A  par  le  symbole  o  et  —  par  h' , 
on  aura  donc  finalement  : 


(-V) 


oy^=      ah'  -t-      bh'--^      ch"-^dh"^, 
0-/0=    '2.bh'--r-    6c/i'^  -^  l4dh'% 
è^fo=   6ch'^^36dh"', 
o*yQ  =  '2\dh''\ 


1462.  On  opérerait  d'une  manière  identique  au  delà  du 
quatrième  degré. 

Pour  le  cinquième  degré,  en  parlant  de  la  relation 

ji  ^  Vo  -h  ah  -h  bh-  -f-  ch^ -:-  dh'*  +  gh'^, 

où  g  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  de  x''  dans  l'équa- 
tion proposée,  on  aura  d'abord 

y,  =r  j'o4- 2a/i -h  \bh--+-  Sch^-T-  i&dh* -+-  Zigh'', 
J3  rzz  jo H- 3 aA -h  o,bh^ -^  1- ch^ -^  %\dh'*-\-  i\'^g1v', 
y\  =  jo-h  4«/i  -r-  iÇ)bh-  ^  Ç)\ch^  4-  256âfA*4-  iO'2!\gh^. 

On  en  déduira 

A  ip  ^  ah  -h  bh-  -h  ch^  -h  dh'*  -h  gh^, 
A-jd  =/£ —  3  y,  -f-    ro=2  6/t^H-  6cA'-i-  i4  6?A*+  iogh^, 
A^jyo  =/3 —  3  )'2  -r-  3j'i  — l'o  ^=  6cA^  -h  36c^A*-i-  i5o^A^, 
^Vo  =7i  —  IVs  -^  6/2  —  4  r,  —  /o  =  24d/A*  -F  2^ogh\ 

On  a  en  même  temps 

A^  jo  ^  1 . 2 . 3 . 4 . 5 .  gh^  ^=  1 2ogh'\ 

Ayant  calculé  directement  les  différences  A,  elles  permet- 
tront de  déterminer  facilement  et  par  ordre  les  inconnues  d, 

c,   b,  a.  Cela  fait,  et  la  raison  A  devenant  A'=  — ,  on  ob- 
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liendra  les  nouvelles  différences  o  par  les  formules 
j    ô  jo  =  <7//'  -f-  bh'-  -h  c/i'-^  —  d/i'  -r-  ^'h''% 

(A")  <  d'yo  =  ^ch''+36dh"^i'jogh'% 


Exemple. 

1463.  Soit  l'équation  [y  z=  f{x)  =  o] 
(i)  S.r* — ^ox^^^5~x- — 4o-^-!-4<J  =  o. 

Son  premier  membre  présente  quatre  variations.  Elle  a  donc  quatre 
racines  positives,  ou  deux,  ou  aucune  (12ii).  Elle  ne  peut  avoir  aucune 
racine  négative  (131b),  et  l'on  voit  facilement  (130i)  que  5  est  une 
limite  supérieure  de  ses  racines  positives. 

L'équation  dérivée  est,  en  divisant  les  deux  memiircs  par  i, 

(2)  i6.r3 — 6oj7'-i-57JC  —  20  =  0. 

On  réduira  dabord  le  coefficient  du  premier  terme  à  lunité,  en  po- 
sant (10o7,  1060)  3  =  160-.  On  fera  disparaître  le  second  terme  delà 
transformée  en  z  obtenue, 

z^  —  60  3- -t-  9123  —  5iao  =  0. 

en  posant  (1064)  z  =  u  -h  20,  et  l'on  aura,  comme  iransformce  en  ^^, 

u^ —  liSu  —  2280  =  o. 

Cette  transformée  n'a  (I:24o)  qu'une  seule  racine  réelle,  positive.  Il 
en  est  donc  de  même  de  l'équation  dérivée  (2).  11  en  résulte  que  l'é- 
quation donnée  (i)  ne  peut  pas  avoir  quatre  racines  positives  (1242). 
Elle  en  a  donc  deux  au  plus,  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Nous  commencerons  par  former  le  Tableau  des  substitutions  entières  : 


X. 

J- 

A. 

A^ 

^'- 

i 

A*. 

i 

0 

49 

—  i5 

—  i4 

48 

192 

l 

34 

—  29 

34 

240 

192 

2 

3 

j 

274 

432 

3 

10 

279 

706 

4 

289 

985 

j 
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Comme  la  fonclion  ne  présente  dans  ce  Tableau  aucun  changement 
de  signe,  les  racines  positives,  si  elles  existent,  tombent  entre  deux 
entiers  consécutifs. 

Si  l'on  esquisse,  à  une  échelle  convenable,  la  courbe  représentative 
de  la  fonction  {fig.  74),  à  l'aide  des  valeurs  inscrites  au  Tableau,  en 

Fiff.  74- 


prenant,  pour  plus  de  commodité,  une  unité  cinq  fois  plus  petite  pour 
les  ordonnées,  on  voit  immédiatement  que  c'est,  probablement,  entre 
les  entiers  2  et  3. 

C'est  donc  cet  intervalle  qu'on  partagera  en  dix  parties  égales. 

On  a  ici,  d'après  le  nouveau  point  de  départ, 

A'  0  =  'h         ^-?'o  =  274,         A^jo  =  4^2,         Aijo  =  192. 

Comme  on  a  //  =  i  et  cl  =  8,  on  a  d'abord  à  résoudre  les  équations 

(1461) 

5  =  a-t-/;-T-c-f-8, 

274  —  2Z)-t-6r-t-ii-2, 
432  =  6c-H  288, 

qui  donnent  immédiatement 

c  =  24,        /;  =  9,        a  ^  —  36. 

Les  équations  (A')  [1461],  où  l'on  doit  faire  h'  =  0,1,  conduisent  en- 
suite aux  valeurs 

ojo  = — 3,4852;      0-^0  =  0.3352;      o3  )o  =  0,1728  ;      0^0  =  0,0192. 

Ces  résultats  permettent  d'établir  ce  second  Tableau,  où,  pour  plus 
de  rapidité,  nous  laisserons  de  côté  la  virgule  dans  les  différences. 


6t2 
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X. 

J- 

0. 

02. 

05. 

0*. 

2 

5 , oooo 

— 3i852 

3352 

1728 

192 

2,1 

i,5i',8 

— oiaoo 

5o8o 

1920 

192 

2,2 

—  1,6332 

— 26420 

7000 

2112 

192 

2,3 

—  4,^772 

—  19420 

91 12 

23o4 

192 

2,4 

—  6,2192 

—  io3o8 

11416 

2496 

'92    i 

2.5 

—  -,25oo 

1108 

13912 

2688 

192 

2,6 

—  7, '392 

i5o>.o 

1 6600 

2880 

192 

2,7 

—  5,6372 

3i6>.o 

19I80 

3072 

2,8 

—  2,4752 

5i  100 

22552 

2,9 

—  2,6348 

73652 

3 

10,0000 

)•  change  de  signe,  quand  .r  passe  de  2,1  à  2,2  et  de  2,8  à  2,9. 
L'équation  proposée  a  donc  deux  racines  positives,  l'une  comprise  entre 
2,1  et  2,2,  l'autre  entre  2,8  et  2,9.  Ces  racines  sont  séparées  et  déter- 
minées à  o,r  près.  On  pourra  en  approcher  davantage  en  renouvelant 
la  même  opération. 

Construction  de  Tables  numériques. 


liG'i..  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  faisant  remarquer 
l'utilité  de  la  théorie  des  différences,  pour  la  construction  des 
Tables  numériques  de  toute  espèce. 

Il  arrive  très  souvent,  en  effet,  que,  lorsque  l'on  considère  des 
nombres  dont  la  formation  est  assujettie  à  une  loi  régulière 
et  qui  se  succèdent  d'une  manière  suffisamment  rapprochée, 
les  différences  correspondantes  tendent  à  devenir  constantes 
à  mesure  que  leur  ordre  s'élève.  On  peut,  dans  ce  cas,  en  né- 
gligeant les  quantités  qui  n'inlluent  pas  sur  le  degré  d'ap- 
proximation demandé  (et  en  concordance  avec  la  méthode 
infinitésimale),  regarder  les  différences  d'un  certain  ordre 
comme  invariables  dans  un  intervalle  plus  ou  moins  étendu; 
ce  qui  donne  la  possibilité  de  calculer  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion dans  le  même  intervalle,  comme  si  elle  était  devenue 
une  fonction  entière  (1451). 

Nous  allons  appliquer  ces  indications  à  un  exemple  bien 
connu. 
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li6o.  Soit  la  fonction 

Il  =-  logx. 
Nous  aurons (14i8) 

à.u  =z  log(j7  -h  h)—  log^^rlog  (  1  H ; 

Mais  nous  avons  obtenu  précédemment  (G97)  le  dévelop- 
pement 

,f       l\  —  1 ! , ! L_ 

Il  viendra  donc,  en  posant  ^,  =  -  et  en  s'arrétant  au  Iroi- 
sième  terme  du  second  membre, 

(,)      â„  =  log(,  +  ^)=M(^-^,+J^j 

°  \         a;/  Vj;        2^-        3.3?'' 

Nous  aurons  ensuite,  d'après  la  formule  fondamentale  (D) 
(ikh-d)  et  l'accroissement  h  restant  constant  (1148), 

A'^//  ^  log(j?  -1-  2/i) —  i\og{jc  -+-  h)-\-  logjc 

=z  [log(.r  -h  ih)—  loger]—  2  [log(.r  -r-  h)—  \ogx'\ 

^l0g(x-^^)_2l0s(l+^ 

Pour  obtenir  log  (  i-i-  ^  j,  il  suffira  de  remplacer  h  par 

ih  dans  la  valeur  de  A;/.  On  trouvera,  par  suite,  en  substi- 
tuant et  en  simplifiant, 

/  h'  2  h^ 

(2)  A^„^_Mp,-4- 

\x-         x^ 

En  continuant  de  même, 

=  log(.r  -h  3  A)  —  3  log  (j7  -h  2  /«)  -+-  3  log  (j:  -h  h)~  log  j7 

=  [log(j:4-3/0— logx]— 3[log(.r+2//)— loga']-T-3[log(.r+/0  — log^zr] 

De  C.  —  Cours.  IV.  43 
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On  obtiendra  log  (  i  h ]  en  mellanl  3 A  à  la  place  de  A 

dans  la  valenr  de  Au.  On  ania  donc  finalement,  en  sub;tiluanl 
et  en  simplifiant, 

(3)  A^u  =  u(—~...j. 

On  a  d'ailleurs,  pour  le  modale  relatif  ^\  (50G,  700), 

M  =:  loge=:  0,4342944819032.51 .... 

Si   l'on  prend  [)0ur  point  de   dépari  >x- =  10000   et/<  — 1.  on 
trouve  alors 

A«  =      M  (  — r ;  -î-  o r;  —...)  =  o ,  000043427276863 . 

\io*       2.  lo*       3.  jo'-  /  -T  -^  /   / 


A-  «  =  —  M    — : n;  -^  •  ■  •  =-"  —  o ,  oooooooo43420-6 

\io^        jo'-  / 

A'*  u  ^=      M  f  — ^  — . . .  )  — -  o ,  000000000000868 . . 

vio'-  ' 

D'après  ces  valeurs,  on  voit  qu'il  est  permis,  si  l'on  ne  veut 
obtenirles  logarithmes  des  nombres  entiers  à  partir  de  loooo 
c|u'«rec  dix  décimales  exactea,  de  négliger,  pendant  un  long 
intervalle,  les  différences  du  quatrième  ordre  en  regardant 
celles  du  troisième  ordre  comme  invariables  (liSl).  On  for- 
mera donc,  suivant  la  règle  connue  (lii'i-),les  différentes 
lignes  horizontales  du  Tableau,  la  première  étant  complète 
et  commençant  par  4,  logarithme  de  loooo.  On  aura  ainsi, 
dans  la  première  colonne  verticale,  les  logarithmes  des 
nombres  consécutifs  loooi,  10002,  iooo3,  .... 

On  fera  les  calculs  ai-ec  quinze  décimales,  en  raison  de  l'ac- 
cumulation des  quantités  négligées  qui  doivent  finir  par 
inlluer  sur  le  dernier  chitïre  décimal  qu'on  veut  conserver, 
c'est-à-dire  sur  celui  du  dixième  ordre.  Il  faudra  donc,  de 
dislance  en  dislance, /a^re  la  preuve  des  calculs  effectués  ou 
comparer  les  résultats  obtenus  avec  les  logarithmes  des 
mêmes  nombres,  trouvés  directement.  Tant  qu'il  n'y  aura  pas, 
de  part  et  d'autre,  de  désaccord  dans  les  dix  premiers  chiffres 
décimaux,  on  contiuera  sans  changement;  mais,  dès  que  le 
dixième  chiffre   décimal  fourni   par  les  différences  cessera 
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(l'être  exact,  il  sera  nécessaire  de  modifier  le  point  de  départ. 
En  d'autres  termes,  on  calculera  de  nouveau,  à  l'aide  des  for- 
mules ci-dessus,  les  différences  A«,  l'i/,  A*«,  relatives  au 
dernier  nombre  auquel  il  aura  fallu  s'arrêter,  et  l'on  s'en  ser- 
vira pour  constituer  un  second  Tableau  qui  renfermera  les 
logarithmes  des  nombres  entiers  suivants. 
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CHAPITRE  II. 

DE    L'INTERPOLATIOK 


Définitions  et  observations  préliminaires. 

1466.  D'une  manière  générale,  V Interpolation  consiste  à 
insérer,  entre  les  termes  d'une  suite  donnée,  de  nouveaux 
termes  assujettis  à  la  même  loi  avec  une  autre  échelle.  Par 
exemple,  quand  on  insère,  entre  les  termes  consécutifs  d'une 
progression  par  différence  ou  par  quotient,  un  même  nombre 
de  moyens  {Alg.  élém.,  327,  338),  on  résout  un  problème 
d'interpolation. 

Dans  ce  cas,  la  loi  de  succession  des  termes  est  connue  et 
très  facile  à  appliquer  aux  termes  intermédiaires  que  l'on 
cherche.  Mais,  le  plus  souvent,  c'est  l'expérience  qui  a  fourni 
des  nombres  dont  la  loi  de  succession  reste  alors  inaperçue, 
et  ce  n'est  qu' approximativement  que  l'on  peut  calculer,  à 
défaut  d'expériences  directes,  les  nombres  intermédiaires.  On 
y  parvient  à  l'aide  de  la  théorie  des  différences,  en  imposant 
aux  termes  inconnus  la  condition  que  leurs  différences  soient 
nulles  à  partir  d'un  certain  ordre  ou  constantes  à  partir  de 
l'ordre  précédent.  Par  l'introduction  de  cette  condition,  l'in- 
détermination est  levée. 

C'est  ainsi  que,  pour  pouvoir  calculer  les  logarithmes  des 
nombres  non  inscrits  dans  la  Table,  on  admet  qu'il  y  sl  pro- 
portionnalité entre  les  petits  accroissements  des  nombres  et 
les  accroissements  correspondants  des  logarithmes  {Alg.  élém., 
364).  Dans  cette  hypothèse,  à  des  accroissements  égaux  des 
nombres  répondent  des  accroissements  égaux  des  logarithmes, 
c'est-à-dire  que  les  différences  premières  des  logarithmes  sont 
supposées  constantes  ou  que  leurs  différences  secondes  sont 
supposées  nulles.  L'examen  de  la  partie  élevée  d'une  Table  de 


i 
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l(tL;arithmes  {Alg.élém.,  369)  justifie  d'ailleurs  la  proporlion- 
iialilé  adoptée,  eu  égard  au  degré  d'approximation  consenti. 

1467.  D'une  manière  plus  précise,  l'interpolation  a  pour  but 
^'exprimer  une  fonction  d'une  variable  (exactement  ou  ap- 
proximativement), lorsqu'on  connaît  les  valeurs  de  la  fonction 
qui  répondent  à  un  certain  nombre  de  valeurs  données  de  la 
variable,  afin  de  pouvoir  ensuite  facilement  trouver  les  va- 
leurs intermédiaires  de  la  fonction  pour  des  valeurs  intermé- 
diaires de  la  variable. 

Il  est  clair  que  le  problème  demeure  indéterminé,  tant  que 
la  forme  ou  la  nature  de  la  fonction  cherchée  n'est  pas  fixée. 
Il  existe,  en  effet,  une  infinité  de  fonctions  qui  peuvent,  pour 
les  valeurs  données  de  la  variable,  présenter  les  mêmes  va- 
leurs que  la  fonction  inconnue  ou  se  confondre  avec  elle,  en 
s'en  écartant  plus  ou  moins  dans  les  intervalles  limités  par  les 
valeurs  communes. 

C'est  ce  qu'un  tracé  graphique  {Jig.  75)  met  complètement 


Fig. 

75. 

y 

^^-"Zx^ 

^f 

y 

0 

ï 

en  évidence.  Si  l'on  porte  en  abscisses  les  valeurs  de  la  va- 
riable et,  en  ordonnées,  les  valeurs  correspondantes  de  la 
fonction,  on  peut  réunir  les  différents  points  ainsi  obtenus 
par  une  infinité  de  courbes  qui,  toutes,  satisferont  aux  condi- 
tions imposées  ou  qui,  toutes,  représenteront  aussi  bien  la 
fonction  cherchée  si  l'on  s'en  tient  aux  seules  données  numé- 
riques de  la  question.  (Il  est  entendu  d'ailleurs,  au  point  de 
vue  physique,  que  la  continuité  qu'on  observe,  en  général, 
dans  les  phénomènes  naturels,  conduira  à  choisir,  entre  toutes 
les  courbes  possibles,  celle  qui  offre  le  moins  de  sinuosités 
ou  celle  qui,  dans  la  région  considérée,  se  rapproche  davan- 
tage de  la  marche  indiquée  d'une  manière  générale  par  l'en- 
semble des  points  construits.) 
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Pour  que  le  problème  énoncé  devienne  délerniiné,  il  (aul 
donc  (|ue  la  fonction  chercliée  soit  donnée  de  forme  et  (|u'elle 
renferme  autant  de  paramètres  distincts  qu'on  connaît  de  va- 
leurs de  la  fonction.  On  aura  alors  autant  d'équations  do  con- 
dition que  de  coefficients  inconnus,  et  l'on  pourra  trouver  la 
fonction  cherchée,  exactement  ou  approximativement. 

Nous  établirons  d'abord  la  formule  d'interpolation  de 
Newton,  qui  suppose  équidistantes  les  valeurs  données  de  la 
variable. 

Formule  d'interpolation  de  Newton. 

1468.  Considérons  la  formule  fondamentale  (N)  [1447],  en 
l'écrivant  comme  il  suit  : 

n   .  n  in  —  i  )  . ,  n  (n  —  i  )  (n  —  2)  . , 

1  1.2  1.2.3 

n(n  —  i)  (n  —  2).  .  .{n  —  n  ^  i)  ^^^ 

-+-  r, i*    Uq- 

i .2.0 . . .n 

On  connaît  n  + 1  valeurs  de  la  variable  x,  en  progression 
par  différence  de  raison  h,  désignées  par 

ainsi  que  les  n  + 1  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  «, 
désignées  par 

i/o,     //i,     a.„     «3,      ...,     //„. 

[Puisqu'on  donne  seulement  «+i  valeurs  de  la  fonction  u 
qu'il  s'agit  de  trouver,  elle  ne  doit  pas  contenir  plus  de  n  4-  i 
paramètres  distincts  (1467),  et  il  est  sous-entendu  que  ses  i 
différences  d'ordre  n  -h  i  doivent  être  nulles  (1466).] 
Posons  a'n=iXQ-\-  nh.  Nous  en  déduirons 


et,  en  substituant  celte  valeur  de  //  dans  la  relation  fonda-  i 
mentale,  il  viendra 

X  ,1        Xq\   IX„        X<^  \  IX„        Xfji  \  (  X„        Xf) 
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Remplaçons  maintenant,  dans  le  second  membre  de  celte 
égalité,  ccn  par  la  variable  x.  Nous  formerons  ainsi  une  fonc- 
tion/(a-),  qui  aura  pour  expression 


^(^)_..     ,     -^        -.....,-         -^ow-        -^0        .^A^«o 


,2.3 ...  // 


C'est  iîi  formule  d'interpolation  de  Newton. 

Il  est  facile  de  montrer  que  cette  fonction/(.r)  répond  aux 
conditions  imposées  et  peut  représenter  la  fonction  cher- 
chée a. 

En  effet,  substituons  à  la  variable  x,  dans  l'équation  (i), 
la  valeur  intermédiaire  ^Tq -+-/>/<  [/;»<«].  11  viendra,  puisque 

X  =z  Xq  —  ph  donne — ~^^p, 

\f{^o-t- ph )  =  «0 -4- p  A»,,  ~  ^^  ^^  A-  »o -H  •  •  • 

(  2  )        ' 

/  ^     /->(/>  — l)(/?— 2)... (/J  —  ^-T-l) 

I  .  2  .  3  .  .  ./7 


A/'  «0 . 


Tous  les  autres  termes  du  second  membre  disparaissent,  à 
partir  du  terme  de  rang  /?  +  a,  comme  contenant  le  facteur 
p  — p  ou  zéro  parmi  les  facteurs  de  leur  numérateur.  Le  se- 
cond membre  de  l'équation  (2)  est  d'ailleurs  l'expression 
même  de  11^,. 

Par  suite,  f{x)  qui,  d'après  l'équation  (i),  se  réduit  à  «0 
pour  JT  =  a'o  [ou  pour/?  =  o]  et  à  u„  pour  x^=Xn  [ou  pour 
p  =  n],  devient  «1, 11.2,  «3, .  . . ,  «„_i,  pour/?  =  i,  2,  3,  . . .,  n  —  i. 
On  voit  de  plus  que  f{x)  est  un  polynôme  en  x  de  degré  n 
(puisque  son  dernier  terme  renferme  n  facteurs  du  premier 
degré  en  x),  dont  la  différence  d'ordre  n  est  constante  (lioO). 
Le  problème  est,  par  conséquent,  résolu  dans  les  conditions 
indiquées  comme  nécessaires. 

D'ailleurs,  la  fonction  /{x)  est  le  seul  polynôme  en  x  qui 
puisse,  dans  ces  conditions,  répondre  à  la  question  ;  car,  sup- 
posons qu'il  en  existe  un  second,  o{x).  Puisque  les  diffé- 
rences d'ordre  n  -h  i  doivent  être  nulles,  le  degré  de  o{x)  ne 
peut  dépasser  /i.  En  outre,  o{x)  prend,  par  hypothèse,  les 
mêmes  valeurs  que/(.r)  pour  les  n  -f-  i  valeurs  données  de 
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la  variable,  il  en  résuite  que  i'équation  o{jc)  — /{^)  —  o,  au 
plus  de  degré  n,  admet  n  -+- 1  racines  et  se  réduit  à  une  iden- 
tité (1023).  On  a  donc  o{x)=/{x). 

1469.  L'avantage  de  la  formule  de  Newton,  dans  le  cas  où 
elle  n'est  qu'approchée,  c'est  que  cette  formule  renferme  les 
dilierences  successives  qu'on  déduit  des  valeurs  données  de 
la  fonction  clierctiée.  Ces  différences  diminuant,  en  général, 
très  rapidement,  on  peut  alors,  dans  la  pratique,  ne  conserver 
([ue  les  premiers  termes  du  second  membre,  en  négligeant 
tous  ceux  qui  n'influent  pas  sur  le  degré  d'approximation 
adopté, 

liTO.  Pour  simplifier  l'écriture,  on  pose  souvent 


h       ~    ' 
et  la  formule  de  Newton  devient 

1.2  1.2.0 

^(^-i)(G-2).  ..(z-n^i). 


1.2.3  ...  n 


A«  «, 


Supposons  A-  très  petit.  Si  l'on  ne  tient  compte  alors  que 
de  la  différence  première  (supposée  constante),  on  a 

.  u  —  «0  -^^  —  -^0 

U  =  «0  -H  ^  A«o  ou  — T =  ^  zr: 

A«o  à 

L'accroissement  de  la  fonction  est  supposé  dans  ce  cas  pro- 
portionnel à  l'accroissement  de  la  variable.  C'est  ainsi  qu'on 
opère,  comme  nous  l'avons  déjà  rappelé,  lorsqu'on  cherche 
les  logarithmes  des  nombres  ou  des  rapports  trigonomé- 
triques  non  inscrits  dans  les  Tables. 

Supposons  A^  très  petit.  Si  l'on  ne  tient  compte  que  des 
deux  premières  différences,  en  regardant  A-  comme  une  con- 
stante, il  vient 

H  =  «0  4- -3  A«o -t- ^-^-^ — A-«o> 

relation  très  usuelle;  etc. 
Quand  /?  =  i ,  z  devient  j:  —  ji\  et  représente  directement 
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l'accroissement  donné  à  la  variable  à  partir  de  la  valeur  qui 
sert  de  point  de  départ. 

1471.  C'est  dans  le  petit  Traité  intitulé  :  Methodus  differen- 
tialis...,  publié  en  1711  avec  le  consentement  de  Newton,  que 
se  trouve  l'exposé  de  sa  méthode  d'interpolation  : 

ce  Newton  regarde  les  termes  donnés  comme  autant  d'or- 
données d'une  courbe  de  genre  parabolique  (1030),  et  il 
cherche  l'équation  d'une  courbe  de  cette  espèce  qui  passerait 
par  tous  les  points  donnés.  Ayant  cette  équation,  on  a  évi- 
demment la  loi  de  toute  la  courbe,  et  par  conséquent  la  va- 
leur de  toutes  les  ordonnées  intermédiaires,  qui  sont  les 
termes  à  interpoler  (*).  » 

Représentation  exacte  d'une  fonction  entière  par  la  formule 
d'interpolation  de  Newton. 

1472.  La  formule  d'interpolation  de  Newton  détermine 
ejcaclement  toute  fonction  entière  de  œ,  de  degré  m,  dont 
on  connaît  m  +  1  valeurs  répondant  à  /«  +  1  valeurs  de  la  va- 
riable X  en  progression  arithmétique.  Il  y  a  alors,  en  etîet, 
identité  entre  la  fonction  f{oc)  fournie  par  la  formule  de 
Newton  et  la  fonction  inconnue,  comme  cela  résulte  de  la 
remarque  présentée  à  la  fin  du  n°  1468.  La  fonction  entière 
qu'on  veut  trouver  a  donc  pour  expression 


A2«n 


A'"  11^ 

.2.3... 

On  peut  alors  faire  la  remarque  suivante,  le  point  de  dé- 
part «0  variant  à  volonté.  Si  les  quantités  u^^,  Auq,  A^w,,  •  •  •» 
A'"«o,  sont  devenues  toutes  positives,  et  qu'on  donne  à  x'  une 

valeur  telle  que  le  dernier  facteur  - — r— ^  —  m  -1-  i  soit  nul  ou 

n 

positif,  la  valeur  de  f{x)  sera  positive  et  ira  toujours  en  crois- 
sant à  mesure  que  x  augmentera  (1444).  Par  conséquent, 
a^Q-h  {m —  [)/i  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  l'équation  /(  j?)  =  o. 

(  '  )  Lagrange,  Sur  les  interpolations.  OEuvres  complètes,  t.  VII. 
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De  mùnic,  si,  pour  une  certaine  valeur  de  ^o>  les  quantités 
Uq,  A«o,  A-«o»  •  •  »  ''^'""o»  sont  alternativement  positives  et  né- 
gatives, il  est  clair  que,  pour  toute  valeur  de  jr  inférieure, 
fi-r)  sera  toujours  positive  ou  toujours  négative  et  ne  pouria 
plus  devenir  nulle.  Par  conséquent,  la  valeur  de  ^o  dont  il 
s'agit  est,  à  son  tour,  une  limite  inférieure  des  racines  réelles 
de  réquation/(^)  z=  o. 

Applications. 

1473.  i"  Troiwer  la  fonction  entière  du  quatrième  degré  [j'  =y"(,rj]. 
qui,  pour  les  cinq  valeurs  — 2,  — i.  o,  i,  2,  de  la  variable,  prend  le; 
cinq  valeurs  67,  i4,  3,  .{,  ir. 

On  a  ici  .ro  =  —  2.  Ii  —i.  cl  l'on  peut  former  le  Tableau 


X. 

J- 

A,-. 

A^j. 

A-V. 

^'X- 

— 2 

67 

-53 

42 

— 3o 

24 

—  I 

14 

—  1 1 

12 

-  6 

- 

0 
1 

3 

4 

I 

6 

2 

II 

Il  suffit  alors  de  substituer  dans  la  formule  de  î^e^vton  les  valeurs 
}o  =  67.        A)  0  =  —  53,         A2jo  =  42,        A^jû  =—  3o,        A*jo  =  24. 
On  obtient  ainsi 
j>-  =  f{x)  =  67  —  53(x  -+-  2)  -t-  2i(.r  -+-  2)(x  -i-  i) 


c'est-à-dire 


—  5(.r-t-  'i)(x  -+-  i).r-i-  {x  -h  2)(.r  -i-  i).r(.r  —  1), 


3x^  -h  5  .r-  —  2  .r  -1-  3 . 


L'équation  correspondante  du  quatrième  degré  n'a  aucune  racine  né- 
gative, et  il  résulte  du  Tableau  précédent  [en  prenant  pour  nouveau 
point  de  départ  xq  =  o,  et  en  remarquant  que  le  facteur 


X  —  .t'n 


de  la  formule  générale  devient  alors  .r  —  3]  que  3  est  une  limite  supé- 
rieure de  ses  racines  positives  (1472). 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  683 

li7i.  2"  Calculer  avec  sept  décimales  le  logarithme  de  sin  i°i7'35".  7. 

Prenons  la  Table  de  Schron,  décrite  précédemment  (Trigo/i.,  120). 
Nous  regarderons  les  logarithmes  contenus  dans  la  Table  trigonomé- 
trique  comme  les  valeurs  de  la  fonction  j-,  et  les  valeurs  des  arcs  se- 
ront celles  de  .r. 

La  Table  nous  donnera  immédiatement 

i'q  =  logsini"  ij'So"  =  2,3529910, 
Ajo  ^=  0.0009328,         ^"j  0  =  —  0,0000020,        A^j  Q  =  0,0000001. 

On  a  d'ailleurs 


"■-    h 

5",  7 
=  — ^  =  0,37. 
10              ' 

On  aura,  par  suite  (  1470), 

3A)o  =  o,ooo53i7, 

^^'--^ 

=  o,oooooo3 

.(.-l)(^-2) 

)n   =   0.00000000 

SS'llî.T. 

1.2.3  ■""  ' ^^.■^-'• 

On  voit  que,  si  l'on  veut  seulement  sept  décimales  exactes,  on  peut 
négliger  ce  dernier  terme,  dont  la  valeur  ne  s'élève  pas  à  six  unités 
du  neuvième  ordre  décimal.  Il  restera  donc  simplement  (1470) 

_/ ■.\ 

J  =  J'o  -t-  z  A)-o  +  ^^-j^ —  A2J-0, 

c'est-à-dire 

r  =  log  sini°i7'35",7  =  2,353523o. 

Ce  résultat  concorde,  comme  on  peut  s'en  assurer,  avec  celui  fourni 
par  la  Table  de  logarithmes-sinus  (où  les  arcs  varient  de  seconde  en 
seconde),  placée  au  commencement  des  Tables  trigonométriques  de 
Callet. 

Aire  d'une  courbe,  formule  de  Thomas  Simpson. 

147ij.  En  exposant  (7oo  et  suiv.)  les  premiers  principes  du  Calcul  in- 
tégral, nous  avons  vu  que  l'aire  ACDB  d'une  courbe  AB  (  Jig.  76),  rap- 
portée aux  axes  rectangulaires  O.r  et  Or  et  ayant  pour  équation  v=/(.r), 
n'est  autre  chose,  entre  les  limites  o:  =  OC  et  x  =  OD,  que  l'intégrale 
définie 


,1 Af 


Pour  arriver  à  l'évaluer  ou  à  effectuer  la  quadrature  correspondante 
(7o8).  on  peut  avoir  recours  à  la  formule  d'interpolation  de  Newton. 


()8j 
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Kn  rciiiplnrant  la  courbe  AB  par  une  parabole  du  «'"■""  depré  ayant  n 
points  coiiunuiis  avec  elle,  on  substituera  à  /(.r)  une  fonction  entière 
du  «''■""'  deyré  (1^71,  1030),  pour  laquelle  l'intégration  deviendra  facile 

(773). 

.'/ 


On  peut  aussi,  comme  nous  allons  l'expliquer,  employer  une  suite  de 
paraboles  du  second  degré,  en  les  substituant  aux  parties  correspon- 
dantes de  la  courbe  donnée  ou  de  l'aire  cherchée. 

Faisons  passer  l'axe  Oj  par  la  première  ordonnée  de  la  courbe  AB, 
dont  l'aire  sera  alors  AODB  {Jîg.  77).  Partageons  la  base  OD  —  >r  en  un 


^ 

--^ 

i 

Vn-i 

y» 

yn-2 

nombre  pair  de  parties  égales,  et  désignons  par  //  l'une  des  divisions 

.K        ^ 

-•  Considérons  maintenant  les   trois  points   A,   wi,   /«o,  qui,    sur  la 

courbe,  correspondent  aux  trois  premiers  points  de  division  0,pi,  p-y, 
de  la  base  OD.  Par  ces  trois  points  A,  /nj,  mz,  qui  ont  des  ordonnées 
équidistantes,  on  peut  toujours  faire  passer  une  parabole  du  second 
degré  ayant  son  axe  parallèle  ù  Oj  (').  L'équation  de  cette  parabole 
sera  de  la  forme  (2) 

j  z=  a  -+-  bx  -r-  ex-, 


(')  Voir  l.  V.  —  Voir  aussi  Traité  dk  Géométrie,   par  Eugène  Rouché 
et  Ch.  de  Goinberousse,  n"  1178,  5"  édition,  Gaulhier-Villars,  i883. 
(^)  Lorsqu'une  parabole  est  rapportée  à  son  axe  comme  axe  des  x  et  à 
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Cl  l'on  aura,  pour  les  trois 

points  considérés. 

(A)                        0-0=    o, 

Jo  =  «, 

(m,)                       j"i  =    //, 

V,  =  a  ^     bh  -^ 

cli\ 

(/"o)                        .^"2  =  2//, 

^2  =^  a  -^  ibh  -\- 

.\clr-. 
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[Il  en  résulte  (14i2)  Ajo  =  M  -;-  f//-  ot  A^  >  0  =r  ar//^.  de  sorte  que 
les  trois  constantes  «,  b,  c,  seront  connues  en  fonction  de  //  ot  des  or- 
données des  points  donnés.] 


On  a  d'ailleurs  (773) 
.2// 


/       j- dx  =  I        (a -h  bx-hc.T^)dx  = 'la/i 
ce  qu'on  peut  encore  écrire 


■>.b//-  -. ^ — 


/ 


j-  dx  =  -(«-+-  4  «  -I-  4  /-'/'  -i-  4  c/i^  ^-  a  -\~  1  b/i  —  ^  ch-  ) 
=  ô(Jo^-4Jl-^J■2). 


On  peut  opérer  de  même  pour  les  autres  parties  de  la  courbe  AB,  en 
tenant  compte  toutefois  d'une  remarque  faite  précédemment  (Gebm., 
fin  du  n°264).  Ces  autres  parties  donneront,  à  leur  tour,  pour  les  aires 
correspondantes,  en  introduisant  chaque  fois  trois  ordonnées  consécu- 
tives. 

/'/ 

3(72     -i-4r3     -^J4), 

3(^-4         ^4j5        ^Jg), 

3  0'«-2+4j«-i-î-j«) 
ou,  en  faisant  la  somme  de  tous  les  résultats  obtenus, 
reAODB=  ^[fo-^yn-^  2(/2-^j4-f-.  •  .-^j«-2) -^  4(ji+j3-^-- •  •+j«-i  )J 


la  tangente  au  sommet  comme  axe  des  y,  son  équation  est  [Géom.,  756] 
jK'=  ^px  ou  .27  =  A'JK^  Par  suite,  si  l'on  permute  les  axes,  cette  équation 
devient  y  =  kx-.  Si  l'on  déplace  alors  ces  mêmes  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes,  il  suffit  de  remplacera;  par  x  -+-  a.  cl  y  par  y  +  f>i  d'où  la  forme 
indiquée. 
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C'est  la  formule  de  'l'Iiomas  Simpson  (Ge'om.,  203),  qui  donne  une 
grande  approximation  lors(iue  la  valeur  chnisio  pour  //  est  suffisamment 
petite. 

Formule  d'interpolation  de  La  grange. 

14-76.  La  formule  (Vinterpolalion  de  L.4.gra>'GE  (')  suppose 
que  les  valeurs  données  à  la  variable  x  sont  quelconques. 

Cette  formule  est  donc  plus  générale  que  celle  de  Newton, 
mais  elle  est  moins  commode  à  appliquer. 

Il  s'agit  toujours  (1407)  de  trouver,  exactement  ou  approxi- 
mativement, les  valeurs  d'une  fonction  u  (que  nous  suppose- 
rons d'abord  entière  par  rapport  à  x  et  de  degré  n)  ou  cette 
fonction  elle-même,  lorsqu'on  connaît  les  n  -^  i  valeurs  Uq, 
//,,  //,,  . .  .,  Un,  qu'elle  prend,  pour  /i -i- i  valeurs  quelconques 
Xi),  .2-],  x^,  . . . ,  x,i,  données  à  la  variable  x. 

Posons,  pour  la  fonction  cherchée, 

(i)      uz=Ao^"-h  A,^"-'  + A,x«-2  +  . .  .-+-A„-iX-h\^. 

(]ette  relation  doit  être  satisfaite  par  les  n  -+- 1  couples  de  va- 
leurs {x„,  Uo),  {Xj,  «]),  (x2,  «2))  •  •  -î  i-^/n^n)-  Ou  a  doiic 

"0  — -  A.0"^0  ~^  -"^l  "^0        ~^-'^2'^o     ""+"••  •+A,)_i  Xq  -t-  \„. 

«1  =  ko^'^  -\-  AiX'l'^  -i-  A.x'l;-'^  -+■ .  .  .  + A/j-iJ:-!  -f- A„, 
U,^::^  AoX',l-+- AiX',[      -h  A^x'fl    "  4- .  .  .  +  A„_j  O^^  +  A,;. 

Ces  n  4-  I  équations  de  condition  sont  du  premier  degré  par 
rapport  aux  «  +  1  coefficients  inconnus  Aq,  A,,  A,.  ...,  A„. 
On  n'aura  donc  qu'à  en  tirer  ces  coefficients  et  à  substituer  les 
résultats  obtenus  dans  la  valeur  générale  de  la  fonction  u, 
pour  que  la  question  soit  résolue.  Mais  la  marche  suivante, 
indiquée  par  Lagrange,  est  beaucoup  plus  rapide.  D'après  les 
formules  générales  relatives  aux  équations  du  premier  degré 
(80),  les  coefficients  inconnus  contiennent  les  quantités  u^), 
«1,  U.2,  . . . ,  u,i  au  premier  degré.  On  peut  donc  écrire,  en  grou- 
pant les  termes  qui  renferment  ces  quantités, 

(2)  u  =  iio"o+  [J-iUi^  n.Uo-\-.  .  .-\-p.,^u„, 


(')  Leçons  de   Mathématiques   données  à  l'École  A'orniale  en   1790. 
Leçon  cinquième. 
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/^O)  l'^u  1^2)  •  •  •  ;  [J-n  étant  des  fonctions  de  .v  et  de  jt^,  ^j,  j:,,  .-., 
:r„  qui  doivent,  d'après  le  problème  énoncé,  satisfaire  aux 
conditions  ci-après. 

Pour  ^=:.ro,  il  faut  qu'on  ait  ?<  =  Uq  :  ce  qui  exige  que  fXo 
se  réduise  à  l'unité,  et  que  ;j.i,  ,U;,  .  .  .,  /jl„  deviennent  nulles 
(puisque  les  quantités  Uq,  iti,  iu_ ;/„  n'ont  entre  elles  au- 
cune relation  oljligée); 

Pour  x^  jTi,  il  faut  qu'on  ait  u  =  //,  :  ce  qui  exige  que  \i\ 
se  réduise  à  l'unité,  et  que  fx,,,  u.^,  .  . .,  |j.„  deviennent  nulles; 

1 

Pour  X  =z  Xn,  il  faut  qu'on  ait  //  =  //„  :  ce  qui  exige  que  |x„ 
se  réduise  à  l'unité,  et  que  ;j.o,  [j-i,  .  .  .,  ;j.,j_,  deviennent  nulles. 
D'après  cela,  prenons  la  fonction  ao-  Elle  doit  être  nulle 
pour  j^=:^i,  x,,  ^3,  ...,  Xn-,  et  son  degré  ne  peut  pas  dé- 
passer II.  On  peut  donc  poser 

[J.0  =  /.■  (  J7  —  a-i  )  (  ^  —  ^2  )  •  •   .{,X  —  X,^). 

De  plus,  Uo  devant  se  réduire  à  l'unité  pour  x  =  x^,  on  en  dé- 
duil 


A  = 


Par  suite, 


\Xq         X^  )  \Xfj         X^  )  •  •  •  (-^O         •^H  ) 

(.r  —  x^^{x  —  x^^...{x  —  X,, ) 

(3n  trouvera,  de  la  même  manière, 

_     {x  —  X^){X  —  X^)  .  .  .{x  —  Xn) 

(•^1 ^Q  )  (-^l  -^2  )  •  •  •  ("^1  '^«  ) 

1 

_     {x  —  x^)[x  —  x^)..  .{x  —  x^-k)    _ 

(•^■«  —  ^û)  (-^'J         '■^ij  •  •  •  (-^re         ■^«  — 1  ) 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  (2)  de  «,  on  a  la 
formule  d'interpolation  de  Lagrange,  qui  est 

ix  —  x,){x  —  xA.  .  .{x  —  x„) 


\  -^n        '^i  )  (  >^o         ^2  )  •  •  •{  '^0         •^n  ) 

[ÛC         Xf^  )  {'^         •^2)  •  •  •  \^         ^n  I 

{Xi  —  ^0)  ('•*'l  —  ^'2  }  •  •  •{■^1         -^n  ) 


{x  —  Xo){x  —  Xi).  .  .{x  —  X„_i) 
{X/i  —  cï;qJ(jJ7;i        ^l)  •  ■  •{  ■^11        ^  n—  1  ) 
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Comme  on  l'a  déjà  fait  remarquer  (1VG8),  toute  autre  fonc 
tion  (lu  «'^'"''  degré  remplissant  les  mêmes  conditions  se  con- 
fond avec  celle  qu'on  vient  d'obtenir. 

Il  est  donc  évident  que,  si  les  valeurs  de  x  sont  en  pm- 
gression  arithmétique,  la  formule  de  Lagrange  reproduit  iden 
liquement  celle  de  Newton.  On  peut  le  vérilier  faciiemen!. 
(Ml  appliquant  l'algorithme  de  Lagrange   à   la   question   du 
n' li73. 

Ii77.  La  démonstration  précédente  prouve  d'elle-même 
que  le  problème  de  l'interpolation  est  complètement  indéter- 
miné. Car,  si  l'on  n'exigeait  pas  que  la  fonction  inconnue  fût 
entière,  on  pourrait  soumettre  les  diflerences  x  —  x^,  x  —  x^, 
X  —  j?2j  ■  •  --iX  —  Xn  à  tels  signes  coinenablement  choisis  qu'on 
voudrait. 

On  pourrait  poser,  par  exemple, 

sin(.r  —  .^i)  sin(j"  —  x^).  . .  sin(^  —  x„) 


'  '       sin  {Xq  —  ^1  )  sin  (  j"o —  ■^2)-  •  •  sin(j;o —  -£«) 

sans  cesser  de  remplir  les  conditions  du  problème,  mais  eu 
obtenant  une  fonction  bien  dilïérenle  de  celle  qu'on  vient  de 
trouver. 
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CHAPITRE  III. 

NOTIONS   SUR  LA  RÉSOLUTION   DES   ÉQUATIONS 
TRANSCENDANTES. 


Observations  préliminaires. 

1478.  Toutes  les  fonctions  qui  ne  sont  pas  algébriques  (1393) 
sont  transcendantes.  Lorsque  le  premier  membre  d'une  équa- 
tion (le  second  étant  supposé  égal  à  zéro)  renferme  des  fonc- 
tions transcendantes,  l'équation  est  elle-même  transcendante. 

Nous  ne  considérerons  que  des  équations  transcendantes  à 
une  seule  variable  ou  à  une  seule  inconnue.  Le  premier 
membre  de  l'équation  renfermera  alors  une  fonction  expo- 
nentielle ou  logarithmique,  une  fonction  circulaire  directe 
ou  inverse,  une  fonction  hyperbolique,  ou  plusieurs  de  ces 
mêmes  fonctions  rapportées  à  l'inconnue. 

Ii79.  Lorsque  l'équation  donnée  ne  renferme  que  des  rap- 
ports Irigonométriques,  on  peut,  dans  certains  cas,  la  résoudre 
comme  une  équation  algébrique  (sauf  la  discussion  des  va- 
leurs obtenues). 

Par  exemple,  si  le  premier  membre  de  l'équation  peut  être 
exprimé  rationnellement  en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus 
de  l'arc  inconnu  a-,  on  remplacera  cosj?  et  sin.^:  par  les  va- 
leurs (1289) 

OC  ce 

I  —  tang-—  2  tang  — 

2  °  2 

et     — 


OC  oc 

I  H-  tang-  -  I  +  tang^  - 

2  2 

JC 

et  l'équation  deviendra  algébrique  par  rapport  à  tang  -  prise 
pour  inconnue. 

Dr  C.  —  Cours.  IV.  !x\ 
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De  même,  si  réqualion  est  homogène  et  de  déféré  m  rela- 
livemenl  à  sinx  et  à  cos.r,  on  la  transformera  en  une  é(|ua- 
tion  algébrique  où  l'inconnue  sera  langx,  en  divisant  les 
deux  membres  de  l'équation  par  cos"'j:'. 

Habituellement,  quand  l'équation  Iranscendanle  renferme 
plusieurs  rapports  Irigonométriques  d'un  môme  arc  inconnu, 
on  exprime  ces  rapports  en  fonction  d'un  seul  d'entre  eux. 

1480.  Si  l'on  a  des  Tables  numériques  pour  la  fonction 
transcendante  T  qui  entre  dans  l'équation  proposée,  il  est 
clair  qu'on  résoudra  simplement  cette  équation  à  l'aide  des 
Tables,  toutes  les  fois  qu'on  pourra  la  ramener  à  la  forme 

T  =  const. 

Nous  en  avons  déjà  donné  des  exemples  (.1/^.  élém..  374, 
375). 

1481.  Il  est  d'ailleurs  impossible  d'exposer,  pour  les  équa- 
tions transcendantes,  une  méthode  de  résolution  uniforme  et 
certaine.  Il  n'y  a  plus  de  types  réguliers  comme  dans  les 
équations  algébriques,  plus  de  degré  qui  puisse  guider.  Le 
théorème  de  Descartes  n'est  plus  applicable,  non  plus  que 
celui  de  Sturm.  Chaque  équation  transcendante  exige,  pour 
ainsi  dire,  un  examen  spécial,  lorsqu'on  veut  reconnaître  si 
elle  a  un  nombre  fini  de  racines  réelles  ou  si  elle  en  admet 
une  infinité. 

Lorsque  la  nature  de  la  question  montre  qu'une  seule  solu- 
tion, renfermée  entre  certaines  limites,  est  admissible,  on 
peut,  au  surplus,  ne  s'occuper  que  de  la  détermination  de  la 
racine  correspondante. 

1482.  Tous  les  procédés  indiqués  précédemment  pour  ré- 
soudre les  équations  algébriques  (dans  le  cas  des  racines  in- 
commensurables) reposent  directement  sur  la  continuité  de 
la  fonction  et  de  ses  dérivées  successives,  jusqu'à  un  certain 
ordre.  Ces  procédés  peuvent  donc  être  mis  en  œuvre,  sauf  les 
modifications  nécessaires,  lorsque  la  fonction  transcendante 
qui  constitue  le  premier  membre  de  l'équation  donnée  peut 
être  regardée  elle-même  comme  continue,  ainsi  que  ses  dé- 
rivées, au  moins  dans  un  certain  intervalle. 
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Nous  énoncerons,  par  conséquent,  les  propositions  ou  les 
remarques  suivantes  : 

1°  Lorsque  deux  nombres  substitués  à  la  place  de  l'inconnue 
donneront,  dans  l'intervalle  oii  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion considérée  varie  d'une  manière  continue,  des  résultats  de 
signes  contraires,  il  existera  entre  ces  nombres  une  ou  plu- 
sieurs racines  de  l'équation  proposée  :  lorsqu'il  n'y  aura  au- 
cune racine  de  l'équation  entre  les  deux  nombres  substitués. 
les  résultats  obtenus  seront  de  même  signe. 

2°  Le  théorème  de  Rolle  subsiste  pour  les  équations  trans- 
cendantes, et  l'étude  de  leur  équation  dérivée  peut  aider  à 
la  séparation  de  leurs  racines  réelles. 

3°  Une  fois  les  racines  réelles  séparées,  on  peut  en  appro- 
cher davantage  par  de  nouvelles  substitutions. 

4°  La  méthode  de  Newton  et  de  Fourier  est  applicable  aux 
équations  transcendantes,  de  sorte  qu'on  pourra  y  avoir-  re- 
cours dès  que  les  racines  qu'on  doit  calculer  seront  obtenues 
avec  un  certain  degré  d' approximation . 

5^  L'emploi  de  courbes  représentatives  déjà  connues  ou  fa- 
ciles à  construire  ne  devra  pas  être  négligé,  et  conduira,  dans 
certains  cas.  très  rapidement  au  résultat  cherché,  avec  une 
prem ière  approximation . 

Application  de  la  théorie  des  différences  à  la  résolution 
des  équations  transcendantes. 

Ii83.  On  opère  alors  absolument  comme  pour  les  équa- 
tions algébriques,  et  il  n'y  a  de  changemeut  q(U'  dans  le  dé- 
tail des  calculs. 

On  substitue  dans  l'équation  proposée,  à  la  place  de  l'in- 
connue X,  des  nombres  équidistants.  Lorsque  deux  substitu- 
tions consécutives  donnent  des  résultats  de  signes  contraires, 
on  en  conclut  (14-82)  qu'elles  comprennent  une  racine  de 
l'équation.  On  substitue  alors,  dans  l'intervalle  de  ces  deux 
substitutions,  des  nombres  équidistants  plus  resserrés,  de 
manière  à  renfermer  la  racine  entre  deux  limites  plus 
étroites.  On  forme  alors,  comme  précédemment  (liVS)  et 
pour  l'intervalle  considéré,  le  Tableau  des  différences  succes- 
sives du  premier  membre  de  l'équation. 

Si  l'on  reconnaît  que  les  différences  d'un  certain  ordre  sont 


négligeables,  on  peut  assimiler,  sans  erreur  sensible,  dans 
l'inlervaile  qu'on  étudie,  le  premier  membre  de  l'équation  à 
une  fonction  algébrique  d'un  degré  moindre  d'une  unité,  et 
toute  difficulté  disparaît. 

Par  exemple,  si  les  différences  troisièmes  sont  très  petites, 
on  a  à  former  et  à  traiter  une  é(|uation  du  second  degré;  si  ce 
sont  les  différences  secondes,  l'équation  donnée  est  ramenée 
à  une  équation  du  premier  degré. 

Quelques  exemples  vont  nous  permettre  de  préciser  la 
marche  à  suivre. 

Problèmes  et  exemples. 

148i.  1°  P(ir  un  point  A  pris  sur  une  circonférence  de  cercle 
(  fig.  78  ),  mener  une  corde  AB  qui  détermine  un  segment  A/«B  éqna'o- 
lent  au  quart  de  l'aire  de  cercle. 

Fig.  ■;«. 


Tout  revient  à  trouver  l'angle  AOB  et,  par  conséquent,  on  peut  sup- 
poser le  rayon  de  la  circonférence  donnée  égal  à  l'unité. 
Soit  z  l'arc  A/wB.  On  doit  avoir  (Gr'om.,  262) 


segm.AmB  =  -(3 — sinz)  :^  7 


=  sin: 

■2 


Posons,  pour  simplifier, 


z =  .r. 

2 


Nous  aurons  à  la  fois  (  Trigon.,  32) 
.r  =  sins        et        z  —  -  — 


sm  z  =  cos  JT. 


L'équation  du  problème  est  donc 

(  I  )  a-  =  cos.r         ou         r  —  cosr  =  o, 
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et  la  question  est  ramenée  à  tromper  (dans  la  circonférence  de  rayon  i) 
l'arc  dont  la  longueur  ev/  égale  à  celle  de  son  cosinus  (•  ). 

La  dérivée  du  premier  membre  de  Téqualion  est  la  quantité  toujours 
positive 


de  sorte  que  la  fonction  .r  —  cosx  croît  constamment  (722).  Lorsque  x 
varie  de  o  à  -,   la  fonction  croît  de  —  [à  -  en  traversant  zéro.  L'é- 

■JL  2 

quation  proposée  a  donc  une  racine  réelle  et  une  seule,  comprise  entre 
les  limites  o  et  -• 

2 

En  examinant  la  Table  placée  à  la  fin  de  ce  Volume,  qui  donne,  de 
degré  en  degré,  les  arcs  et  les  lignes  trigonomélriques  naturelles  ex- 
primées en  parties  décimales  du  rayon  pris  pour  unité,  on  s'assure  im- 
médiatement que  l'arc  cherché  est  nécessairement  compris  entre  4'-*"  et 
.^i".  On  a,  en  effet, 

arc42''=  o,733o4,        cos42"=  0,7431  j, 
arc43"  =  0,75049.         cos43"  =  o  ,73i35. 

C'est  donc  bien  dans  l'intervalle  de  i?"  à  ^3°  que  la  fonction  ,r  —  cos.r 
change  do  signe  (en  passant  du  négatif  au  positif),  en  traversant  zéro. 
Nous  allons,  par  conséquent,  en  posant 

?<  =  .r  —  cos.r. 

chercher  les  valeurs  de  u  pour  les  arcs  ^1°.  42°,  4'^",  44"-  en  nous  ser- 
vant de  la  même  Table.  Nous  pourrons  ainsi  former  le  Tableau  sui- 
vant. 


X. 

u. 

A. 

IK 

41° 

—  0,0391 3 

0,02903 

0 , 0002 l 

4?-" 

—  0,01010 

0,02924 

0 , 00022 

43° 

-^0,01914 

0,02946 

44° 

0,04860 

En  regardant  la  différence  seconde  comme  constante,  on  assimilera  la 
fonction  considérée  à  une  fonction  algébrique  du  second  degré,  c'est- 
à-dire  qu'on  posera  (  1470) 

Z(3-1) 


U  =  «0  -<-•  z  A?<o  -^ 


A-MO  ~  O- 


(')  EuLER,  Introduction  à  l' Analyse  infinitésimale,   Livre  II.  —  Tra- 
duction de  J.-B.  Labey,  1797. 
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On  a  ici  //  =  1°,  c'csl-à-dire  c  —  x  —  xq  (on  degrés),  .ro  correspondant 
à  ^f".  En  prenant  x  —  xo  pour  Inconnue,  on  aura  à  résoudre  l'cquation 
du  second  degré 

o , 000 1 1  (.î;  —  Xo)(  X  —  Xq  —  I )  +  o , oig?. i{x  —  Xq)  —  o , o  1  o i o  —  o 

ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  10'', 

I  i(,r  —  .ro)-+  ■^,9i3(jr  —  .ro)  —  10 10  =  o. 

On  a.  par  suite,  en  ne  prenant  que  la  racine  positive, 

— -2913-1- V  291 3  -i-44f^o  „,„,         '/c-/i-Q 

X  ~  Xo=  ■ ^^-=^^   =  o ,  3463  =  20  46  ,  68. 
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c'est-à-dire 

X  =:4-2''2o'4(i".r)8. 

EiLER  trouve,  par  la  règle  de  fausse  positimi  {Ariihin.,  i43)  et  en  cal- 
culant à  sept  décimales, 

X  =  42°  20' 47".  23. 

Notre  solution  comporte  donc  une  erreur  y:»*?/'  défaut  de  o",55  ou  d'une 
demi-seconde  environ. 
En  revenant  au  problème  direct,  on  a,  pour  Tare  cherché, 

z  =  -  -f-a-  =  i32°2o'4G",68, 
■2 

et  la  corde  qui  sous-tendra  ce  dernier  arc  sous-tendra  (sauf  l'erreur 
indiquée)  un  segment  équivalent  au  quart  du  cercle.  Si  l'on  mène  un 
diamètre  parallèle  à  cette  corde,  elle  divisera  donc  en  deux  parties 
équivalentes  le  demi-cercle  correspondant. 

Une  construction  graphique  pourrait  intervenir  ici  efficacement  i>our 
fournir  une  première  approximation.  L'équation 

.f  —  COS.''  =  o 

étant  le  résultat  de  l'élimination  dey  entre  les  deux  équations 

j-  =  X        et        j  =  cos.r, 

il  suffira  (fig.  79)  de  construire  la  droite  j  =  .r,  qui  est  la  bissectrice 
de  l'angle  jOx,  et  la  cosim/wïde  r  =  cosj:  {Trigon.,  21).  Il  est  clair 
que  la  droite  OC  et  la  courbe  BID  ont  un  point  commun  et  un  seul;  ce 
qui  prouve  l'existence  d'une  seule  racine  réelle.  En  mesurant  ensuite 
avec  beaucoup  de  soin,  à  l'échelle  adoptée,  l'abscisse  OP  du  point  d'in- 
tersection M  obtenu,  on  aura  la  valeur  de  la  racine  avec  une  première 
approximation  de  0,01  environ. 

L'arc  auxiliaire  étant  égal,  d'après  notre  solution,  à  0,73907  (')  et, 


(')   Voir  la  Table  I,  à  la  fin  du  t.  Il  de  ce  Cours. 
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plus  exactement,  d'après  celle  d'EuIer,  à  o  7890847,  la  coiislruction 
graphique  pourra  donner  0,74. 


1483.  1"  Diviser  par  une  corde  un  cercle  en  moyenne  et  c.i trente 
raison  { '  ). 

Le  plus  grand  des  deux  segments  déterminés  par  la  corde  inconnue 
doîl  être  moyenne  proportionnelle  entre  le  cercle  entier  et  le  plus  petit 
segment.  Nous  allons  chercher  l'arc  qui  correspond  à  ce  plus  petit  seg- 
ment, en  supposant  (ce  qui  ne  modifie  pas  le  résultat  demandé;  que  le 
rayon  du  cercle  donné  est  égal  à  l'unité. 

Lorsqu'on  divise  une  quantité  quelconque  en  moyenne  el  extrême 
raison,  la  plus  petite  partie  de  cette  quantité  en  est  une  fraction  mar- 

Fig.  80. 


quee  par 


3  — v/î 


(Ge'om.,  190j.  On  doit  donc  avoir  (/"«•.  80),  si  AB  est 


la  corde  inconnue, 


sesmAwB  = 


_  3  —  /5  _ 


Soit  a  l'arc  qui  répond  à  l'angle  AOB.  On  aura  également  (Ge'om.,  :2G2 


segmAwB  =  -(  j^  —  sin.r). 


(')  Question  proposée  au  Concours  d'admission  à  1" École  Polytechnique, 
en  l'^og. 


(igG  ALGÈBnE  supérieure. 

IA''([ii;ili()ii  du  problème  est  donc 

X  —  sin.r  =  (3  —  \/j)  - 

ou,  en  remplaçant  ^5  et  -  [lar  leurs  valeurs  en  décimales, 
(  I  )  .r  —  sin.r  —  u ,  3999632  =  o. 

Le  premier  membre  a   pour  dérivée    la   quantité   toujours   positive 

I  —  tos.r;  il  est  donc  constamment  croissant.  Pour  x  =  -  ,  il  se  réduit 

à  — 1,829666961,  pour  x  =  7:,  à  H- 0,7416294- L'équation  (i)  admet,  par 

suite,  une  seule  racine  réelle  comprise  entre  -  et  7:  ou  entre  90"  et  180". 

mais  beaucoup  plus  près  de  cette  dernière  valeur. 

Nous  sommes  alors  conduit  à  faire  varier  d'abord  .r,  de  10°  en  10".  e/i 
remontant.  En  se  servant  toujours  de  la  Table  placée  à  la  fin  de  ce  Vo- 
lume et  en  représentant  par  u  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  on 
trouve  les  valeurs  suivantes 


.r  =  170°, 
X  =  160°, 

X  =  1  ')0°, 


«  =  o, 39343, 
a  r^  o,o5o5j, 
«  =  —  0,28197. 


La  racine  cherchée  tombe,  par  conséquent,  entre  160''  et  i5o°,  mais 
beaucoup  plus  près  de  160".  Nous  ferons  alors  varier  .r,  de  degré  en 
degré,  toujours  en  remontant.  Nous  aurons 


x=  159°, 

X  =  i58°, 


a  =      0,0)675, 
//  =    -  0,01695. 


La  racine  cherchée  tombe  finalement  entre  158"  et  159°,  à  peu  près  à 
égale  distance  de  ces  deux  limites.  Pour  en  approcher  davantage,  nous 
formerons  le  Tableau  suivant,  en  faisant  varier  x  de  i5'en  i5'.  et  en 
effectuant  les  calculs  avec  sept  décimales  à  l'aide  des  grandes  Tables. 
Nous  serons  seulement  forcé  de  remonter  aux  nombres  pour  les  loga- 
rithmes sinus. 


X. 

u. 

A. 

A^ 

158° 

i58°i5' 

[58''3o' 

i58V,5' 

159" 

—  0,0169483 

—  0,0085357 

—  0,0001 160 
-+-  o,oo83io6 

0,01674  '\i 

0,0084126 
0,0084197 
0,0084266 
o,oo84336 

0,0000071 
0,0000069 
0 , 0000070 

& 
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On  peut  évidemment  regarder  A-  comme  une  constante,  et  remplacer 
l'équation  (d  par  cette  équation  du  second  degré  (1470) 

(2)  Uo^  -■  \Uo- l-Uo=  o, 

I  .2 

OÙ  l'on  a 

//  I  y 

le  point  de  départ  étant  j:o=  iSS^So',   d'après  le  Tableau  ci-dessus. 
L'équation  (2)  est  donc 

o,ooooo35  z{z  —  I)  -^  0,0084266  :;  —  0,0001 160  =  o. 

En  multipliant  ses  deux  membres  par  10".  elle  devient 

35:;--^  8423 13  —  1160  =  0, 

et  l'on  en  déduit  (en  ne  conservant  que  la  racine  positive) 


—  84231 -^  V  8423  r  —  1 62400 
:;  = =  0.013-7. 

Il  en  résulte 

.r  —  .ro=  o, 01377  X  iï'=  12". 393. 

La  racine  cherchée  est,  par  suite, 

X  =  1 58°  3o'  1 2",  393  ; 

et  il  est  facile  de  s'assurer  que,  si  Ton  ne  dépasse  pas  les  millionièmes, 
elle  transforme  l'équation  (i)  en  une  identité. 

On  pourrait  avoir  recours  à  une  construction  graphique,  comme  dans 
le  problème  précédent. 

1486.   3"  Déterminer  lea  racines  réelles  de  l'équation 
(\  )  .r^=  100         ou         x^ — 100  =  o, 

considérée  par  Eller  (  '). 

Il  sera  plus  commode,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 
de  la  mettre  sous  la  forme 

xlogx  =  logioo  =  2 
ou 

(i  bis)  f(-^)  =  .ï^logx  —  2  =  0. 

Nous  devrons  supposer  dans  celte  équation  x  positif  {909,  911  j.  Les 

(■■)  Instit.  Cale.  diff.  (Principes  de  Calcul  diiïérentiel).  t.  II. 
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deux  premières  dérivées  de  son  premier  membre  sont  (570,  58.j) 


f'(.r)  —  log.r  -i-  -^-s_  —  logjp  _^.  loge, 


,/■  variant  de  o  à  --  x,  la  seconde  dérivée  esl  toujours  positive,  cl  la 
première  dérivée  varie  de  — x  à  —  x.  (i96),  en  étant  constamment 
croissante.  Elle  ne  traverse  donc  qu'une  fois  la  valeur  zéro,  de  sorte 
ipie  Féqualion  dérivée 

log.r  -r-  loge  —  o 

n'a  qu'une  seule  racine  réelle  répondant  à  log.r 
par  conséquent, 

I 

e 


loge  et  qui  est, 


.lusqu'à  celte  racine,  la  première  dérivée /'(.r)  demeure  négative,  et  le 
premier  membre  de  réquation  (i  bis),  allant  toujours  en  diminuant  (  lH) 
et  commençant  par  être  négatif  [puisqu'on  a  a:\os,x  =  o  pour  x  =  o 
(717)],  reste  lur-nième  négatif.  Ce  n'est  donc  qu'au  delà  de  la  va- 
leur x  =  -   que,  /'(.r)  devenant  positive  et  le  premier  membre  de 

l'équation  (i  bis)  croissant  alors  indéfiniment,  ce  premier  membre  peut 
lui-même  devenir  positif.  Ainsi  l'équation  (i  bis)  ne  peut  avoir  égale- 
ment qu'une  seule  racine  réelle,  qui  sera  plus  grande  que  -• 
Une   construction  graphique  très  simple  conduit  au  même  résultat 

Fi  g.  8i. 

y 

;C 


y 
On  peut  mettre  l'équation  (i  bis)  sous  la  forme 

log.r  =  - , 
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et  la  regarder  comme  provenant  de  réliininalion  de  j   entre  les  deux 
équations 

:^=IogJ;        et       J»  =  ^• 

La  première  équation  représente  une  logarithmique  (AMB)  facile  à 
construire  (o09).  La  seconde,  qui  revient  à  .rr=2,  représente  une 
hyperbole  e'quilatère  (CMD,  CD')  ayant  les  axes  coordonnés  pour  asym- 
ptotes [Alg.  élém.,  318;  Ge'om.,  7â7).  En  prenant,  pour  plus  de  commo- 
dité, une  échelle  moitié  moindre  pour  les  abscisses,  on  voit  facilement 
que  les  deux  courbes  ne  peuvent  avoir  qu'un  seul  point  M  commun  (ce 
qui  démontre  l'existence  d'une  seule  racine  réelle),  et  l'on  s'assure  sans 
peine  sur  l'épure  que  l'abscisse  de  ce  point  d'intersection  est  comprise 
entre  3  et  4-  La  racine  cherchée  est  donc  comprise  elle-même  entre  3  et  \. 

L'équation  (i)  conduit  au  même  résultat;  car,  si  l'on  pose 

U  =  X^ 100, 

on  a  immédiatement  les  valeurs  correspondantes 

.r  r^  3,         11= — 73;         jr=45         ?<  =  -î-i56. 

Proposons-nous  d'obtenir  à  o,oooooi  près  la  racine  que  nous  venons 
de  séparer.  Revenons  à  l'équation  (i  bis) 

f{.v)  =  a:  logj:  —  2  =  o, 

et  essayons  d'abord  les  deux  substitutions  3,5  et  3.6.  Nous  aurons 

x  =  3,5.        logj"  =  0,54  406804.        ./(■^)  =  —  0,09676186, 
X  =  3,6.         log.r  =  G,  5563o25o.        /(•^\)  =  -r-  0,00268900. 

La  racine  cherchée  tombe  donc  entre  3,5  et  3,6,  mais  beaucoup  plus 
près  de  3,6. 

Essayons  donc  3,  59  c/i  remontant.  Nous  aurons 

.^■=3,59,         logx  —  0,55509445,        f(.c)= — ^  0,00721  092. 

La  racine  cherchée  tombe  donc  entre  3,59  et  3, 60,  plus  près  de 
cette  dernière  valeur. 

Appliquons  maintenant,  pour  arriver  rapidement  à  l'approximation 
demandée,  la  méthode  de  Newton  et  de  Fourier. 

/(.r)  et/"(.ï^)  devant  être  de  même  signe  (1345)^  nous  devrons  partir 
de  la  valeur  par  excès  et  prendre  pour  nouvelle  valeur  approchée 

.,  -         /(3,6o; 

■^'60  —  ■•  ;,  '  -  .  =  3,60  —  0,00271432. 
/  (3, 60) 

Cette  nouvelle  valeur  approchée  (toujours  par  excès)  est  donc 
3,597285  18. 


"jOO  ALGEunr:  sipérikukk. 

La  mélhodo  dos  parties  proporlionnclles  donne  on  même  temps  la 
valeur  par  défaut 

3,r)o  —  o,oi  r,n-',  l  rr-i  ^  <  =  -^/^^^  ""  0,00271  Gl8, 

c'est-à-dire 

3,397''.8  382. 

La  moyenne  arithmétique  des  deux  résultats  étant  3,59728465.  ot 
leur  demi-différence  o,oooooo83,  la  valeur  de  la  racine  de  l'équation 
donnée  est  à  un  millionième  près,  par  excès  ou  par  défaut, 

X  :=   3,  597285. 

[Comme  on  a/(3,597  285  )  =  —  0,04 936 38 1,  l'approximation  indiquée 
a  lien  par  défaut].  Eulkr  trouve  .r  =  3,5972852. 

1487.  Trou¥er  ions  les  arcs  qui  sont  égaux  à  leur  tangente  ('). 
L'équation  à  résoudre  est 
(1)  .r  =  tangjc        ou        X — tang.r  =  o. 

Cette  équation  se  présente  en  Physique  mathématique;  elle  peut  aussi 
provenir  de  problèmes  de  Géométrie. 

Une  étude  sommaire  de  l'équation  peut  être  faite  à  l'aide  d'une  con- 
struction graphique  très  simple.  L'équation  (i)  résulte  de  Télimination 
de,}-  entre  les  deux  équations 

y  =  X        et        y  =  tangj:. 

La  première  représente  {fig.  82)  la  droite  OB,  bissectrice  de  l'angle 
des  axes  coordonnés;  la  seconde  représente  une  tangentoîde. 

Nous  avons  vu  {Trigon.,  28)  que  cette  courbe  est  composée  d'une 

série  illimitée  de  branches  infinies,  à  droite  ot  ù  gauche  de  l'origine.  Ces 

branches  infinies  . . . .  C,  D',,  CD,  CiD,,  ....  se  succèdent  en  ayant  pour 

asymptotes  communes,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  les  parallèles  à 

Oj,  menées  par  les  points  ...,  H'i,  H',  H,  Hj,  ...,  de  l'axe  0.r  qui  ont 

,.  5  7:  37:  TtTroTrSTï 

pour  abscisses  ...,—■ —  , , ,  -,  — -,  —  ,   ••••  Les  pomts 

2  2  2     2      2       2 

...,  O'i,  0,  Oi,  ...,  où  les  différentes  branches  coupent  l'axe  O.c,  sont 

à  la  fois  des  points  d' inflexion  et  des  centres. 

Les  points  d'intersection  de  la  droite  OB  avec  la  tangentoîde  corres- 
pondent aux  racines  de  l'équation  (i),  représentées  par  les  abscisses  de 
ces  points  d'intersection.  Or  la  droite  coupe  évidemment  toutes  les 
branches  de  la  courbe. 

Par  conséquent,  l'équation  proposée  a  une  infinité  de  racines  réelles. 

('  )  EuLER,  Introduction  à  V Analyse  infinitésimale,  Livre  IL 
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[Sur  la  figure,  les  points  d'intersection  . . . ,  M',  0,  M.  ....  correspondent 

aux  racines  . . . ,  —  OP',  zéro,  OP ]  De  plus,  les  points  dintersec- 

tion,  tels  que  M'  et  l\l.  sont  x)  métriques  par  rapport  à  l'origine  0,  de 
sorte  que  les  racines  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires 
(comme  le  montre  d'ailleurs  l'équation  donnée  elle-même,  qui  ne  change 
pas  lorsqu'on  remplace  x  par  —x).  On  peut  donc  se  borner  à  la  re- 
cherche des  racines  positives. 

Fig.  82. 


Considérons  maintenant  directement  l'équation  (i). 

Lorsque  x  est  positif,  il  faut  que  tango:  le  soit  aussi,  pour  que  l'équa- 
tion puisse  être  satisfaite.  Les  arcs  .r  qui  sont  racines  ne  peuvent, 
d'après  cela,  avoir  leurs  extrémités  que  dans  les  quadrants  de  rang 
impair  (i,  3,  5.  7,  . . .,  in  -f-  i  ),  puisque  la  tangente  n'est  positive  que 
dans  ces  quadrants  [Trigon.,  26),  et  leurs  valeurs  sont  comprises. 


d'uue  manière  générale,  entre  n-  et  (  «  —  -  Ir,  n  étant  un  entier  po- 
sitif quelconque. 
Les  arcs  dont  les  extrémités  se  succèdent  dans  un  quadrant  de  rang 

impair  variant  de  mz  à  n- -^  -,  tandis  que  leurs  tangentes  varient  de 

o  à  —  3c.  il  y  a  un  instant  et  un  seul  où,  dans  chaque  quadrant  de  rang 
impair,  l'arc  est  égal  à  sa  tangente.  Ce  qui  prouve  de  nouveau  que 
l'équation  (i)  admet  une  infinité  de  racines  réelles  positives  et.  par 
suite,  de  racines  réelles  négatives. 
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La  première  racine  positive,  qui  corrcsi)on(i  au  premier  quadrant,  est 
.r  =  o. 

A  mesure  que  le  rang  du  quadrant  considéra  s'accroît,  Vextre'mite 
de  l'arc  racine  qui  appartient  à  ce  quadrant  s'éloigne  aussi  de  son 
origine.  On  peut  le  montrer  comme  il  suit. 

La  w"'"*  racine  positive  correspond  au  «""""quadrant  de  rang  impair 
ou  au  (•>.«  — i)''"*  quadrant,  et  elle  est  égale  à  nr.-r-'x,  l'arc  a  étant 

toujours  compris  entre  o  et  -•  La  (n -r- p )''""'  racine  positive  est  de 
môme  égale  à  (n  -i-p)~  -f-  p,  l'arc  ^i  étant  toujours  compris  entre  o  ei 
—  •  Or  on  a  à  la  fois,,  puisqu'il  s'agit  de  racines  de  l'équation  (i)  et 
d'après  la  période  de  la  tangente  (Trigon.,  23  ), 

tang(«--^a)=         //--i-a        =  tanga. 
tang[(rt-^p)7r—  3]  =(«—/?)-—  3  =  langS. 
Il  est  clair  que  («  -^  p)~  -+-  3  surpasse  n-  -r-  a,  puisque  x  et  Ji  sont 
tous  deux  inférieurs  à  -  et  que  p  est  au  moins  é»al  à  i.  On  a  donc  tou- 
jours  {Trigon.,  22) 

tang3>langx        ou         Jî  >  a. 

Enfin,  la  fonction  x —  tangx-  commence  toujours  par  être  positive, 
relatii'ement  à  chaque  quadrant  de  rang  impair,  puisque  l'on  a 

tang.r  =  o 

pour  [origine  de  ce  quadrant.  Quand  la  racine  qui  lui  correspond  est 
dépassée,  le  premier  membre,  x—  tang.r,  de  l'équation  (i)  change  de 
signe  et  sa  valeur  devient  négative.  Par  conséquent,  lorsque  la  racine 
est  approchée  par  excès,  la  tangente  surpasse  l'arc;  lorsque  la  racine 
est  approchée  par  défaut,  l'arc  surpasse  la  tangente. 

Après  ces  indications  générales,  proposons-nous  de  calculer  la  se- 
conde racine  positive,  celle  dont  l'extrémité  tombe  dans  le  troisième  qua- 
drant, et  posons 
( I )  /( X )  =  X  —  tang.r  =;  o. 

La  Table  abrégée,  placée  à  la  fin  de  ce  Volume,  montre  qu'on  a  en 

même  temps 

arcaâyo^  arc77°-f-  arc  180"=  4,48549, 

lang257°=  tangjj"  =4,33f48, 

arc258°=  arcjB"-}-  arc  180°=  4,50295, 

tang258''  =  tangyS"  =  4  ,7o463. 

On  a  donc  arc 257° >  tang257'',  arc 258"  <  lang258",  et  la  racine  cher- 
chée tombe  entre  257°  et  9.58°. 

Pour  resserrer  ses  limites,  nous  allons  faire  croître  .r  à  partir  de  257°. 
de  10'  en  10'.  [Pour  calculer  les  arcs  en  parties  du  rayon,  on  peut  se 
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servir  de  la  Table  I  placée  à  la  fin  du  Tome  II  ;  et,  pour  avoir  les  tangentes 
naturelles  correspondantes,  de  la  Table  II  placée  à  la  suite,  en  diminuant 
les  arcs  de  180°  ou  en  partant  de  77°.] 
On  trouve  ainsi 

^•=257°       =4,48549,  tang257°       =4,33i48,  f(.r  )  =  o,  i54oi, 

.r:=  257°  10'=  4,48840,  tang257'' 10' =  4,38969,  /(j:)  =  0,09871, 

,r  =  257°2o'=:  4,49i3i,  tang257''2o'=  4  ,44947,  /(j:)  =  0,04189, 

,r  =  257°3o' =  4  j494^2,  tang2J7°3o'=  4)5io7i,  /(j;)  =  —  0,01649. 

La  racine  est  comprise,  par  suite,  entre  257° 20'  et  257° 3o',  et  elle  est 
beaucoup  plus  voisine  de  cette  dernière  limite. 

Partons  donc  de  'i.5y°-2y',  en  faisant  croître  l'arc  de  minute  en  mi- 
nute (1  ). 

^' =  257^27'=  4, 493350  )   -., 

,  /  -Q     /(x)  =  0,001197, 

lang.r  =  4,4921  j3  ]'  ^ 


2  57°  28'=  4,493541 
tangjr  =  4,498323 


/'(,/■)  =  — ■  0,004682. 


La  racine  cherchée  tombe  donc  entre  257^27' et  257''28',  plus  près  de 
la  première  valeur.  Pour  en  approcher  davantage,  on  pourrait  continuer 
de  la  même  manière.  On  peut  aussi  employer,  comme  il  suit,  la  méthode 
de  Newton  et  de  Fourier. 

De  /(■r)  =  .r—  tang.r.  on  déduit  (601,  56i) 

f'{x)  =  I  —  (i  -t-  tang2.r)  =  —  lang2  j-, 
f"{x)  =  —  2  tang.r(i  -Jr  tang-,rj. 

Il  faut  que  /(.r)  et  f"(.r)  soient  de  même  signe  (  I3i5).  Comme  f"i  .r ; 
reste  négative,  il  faut  partir  de  la  valeur  par  excès 

a-  =  257°28'  =  4  )  49364  I , 

pour  laquelle,  d'après  une  remarque  précédente,  l'arc  est  plus  petit  que 
la  tangente.  On  aura  donc,  pour  le  terme  de  correction  (1315),  en  se 
reportant  aux  résultats  précédents, 

/(.r)  .r  —  tang.r  _       tang.r  —  .r 

f'{x)'~        — tang2.r   ~  tang-.r 

o,oo^68>,  „    , 

—    — G , 00023 1 4 • 


20,234903 


(')  Nous  devrons  ici  avoir  recours  aux  Tables  de  Callel,  el  nous  servir 
notamment  de  la  Table  de  réduction  qui  précède  celle  des  logarithmes 
des  rapports  trigoiiométriques,  établie  suivant  la  division  centésimale. 
Cette  Table  de  réduction  est  intitulée  :  Rapports  des  longueurs  des  de- 
grés au  rayon  pris  pour  unité.  A  chaque  opération,  il  faudra,  pour  la 
tangente,  remonter  du  loganlhme  au  nombre. 
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On  obtient  ainsi,  comme  nouvelle  valeur  de  l'arc  .r, 

4,4936408  —  o,ooov.}i4  :=  4,4934094. 

L'intervalle  considéré  étant  l'arc  de  1' =^  0,000290888,  si  l'on  avait 
appliqué  la  méthode  des  parties  proportionnelles  (1339),  on  aurait  eu 
comme  nouvelle  valeur  du  môme  arc,  d'après  les  calculs  ci-dessus, 

0,004682 
4,4936408  —  0,000290888  '     ^ 


0,001197  -i-  0,00468a 
,  .^^  ,  r»       o,oooooi36iq376i6 
^'  -^  0,003879 

=  4 1 49^6408  —  0,0002816  =  (,4934092. 

La  moyenne  arithmétique  des  nouvelles  valeurs  trouvées  par  les  deux 
méthodes  est  4,4934093,  et  leur  demi-différence  est  0,0000001.  On  a 
donc  finalement  (avec  une  erreur  par  défaut  qui  peut  s'élever  au  plus  à 
0,0000004) 

•r  =  \  :  493409- 

Comme  la  valeur  de  l'arc  d'un  dixième  de  seconde  est  0,00000048. . . , 
ce  résultat  est  cerlainemenl  obtenu  à  o",i  près.  On  a  d'ailleurs,  d'après 
la  Table  de  réduction, 

•^■  =  4,493409 
2J7"27'  =4>49335o 


o,ooooog 
=  o,oooo58 


0,000001 
o  "  ,2  =  o , 000000969 


Ainsi,  la  seconde  racine  de  l'équation  .r  —  tangx  =  o  est,  à  o",i  près 
])ar  défaut, 

•i"  =  4,493409  =  2t57''27'l2',2. 

Nous  })Ourrions  calculer  de  même  les  autres  racines  positives  de  l'équa- 
tion. 

EuLER,  en  résolvant  l'équation  d'une  manière  plus  générale  (nous  re- 
viendrons sur  la  marclie  indiquée  par  lui,  dans  le  Chapitre  suivant), 
trouve,  pour  la  seconde  racine, 

270° — (l2"32'48")  =  257°27'l2'. 

Des  racines  imaginaires  des  équations  transcendantes. 

ikSS.  De  même  que  les  équations  algébriques,  les  équa- 
tions  transcendantes  peuvent  admettre   des  racines   imagi- 
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naires.  Seulement,  ces  racines  imaginaires  peuvent  être, 
comme  leurs  racines  réelles,  en  nombre  illimité.  Leur  déter- 
mination, pour  laquelle  il  ne  semble  pas  qu'il  puisse  exister 
une  métbode  générale,  est  une  question  très  délicate;  et  nous 
n'avons  pas  d'autre  but  que  d'appeler  l'attention  sur  ce  point, 
à  l'aide  d'exemples  très  simples  ('). 

1489.  Dans  certains  cas,  on  peut  s'assurer  qu'une  équation 
transcendante  n'a  que  des  racines  réelles.  Pour  le  montrer, 
prenons  l'équation 

(i)  sin^  =:  o, 

traitée  pour  la  première  fois  par  Eller. 

Remplaçons  z  par  x-\-yi,  x  ei  y  étant,  comme  à  l'ordi- 
naire, deux  variables  réelles. 

On  a  alors  (907) 

(2)  sins  =:  sin(j:  +  ji)=i  sin^r  coiyi  -h  cos^sin  vi  =  o. 
Mais  (975) 

ey-\-e-y          .      .     e-y~ey      ey—e~y  . 
cos  Yi  =■ 5         sin  r  «  = : —  ■=^ i. 

2»  "  Il  2  . 

Il  vient,  par  suite, 

(3)  i(^-*  +  ^~^)  sinj?  +  \{ey —  e~y)i coix  =  o. 

Cette  équation  se  partage  dans  les  deux  suivantes  (820)  : 

(4)  {ey -\- c~y) 'èxnx^^o,         {ey — e^y)co?,x  ^=0. 

Tant  que  x  ei  y  sont  des  quantités  réelles,  la  première  de 
ces  équations  ne  peut  être  satisfaite  que  si  l'on  a 

sinx=:o         et,  par  conséquent,         cos^^±i; 

la  seconde  donne  alors 

ey  —  e~y  =:o         ou         e-y  =  r , 

c'est-à-dire  [/  étant  une  quantité  réelle  (911)] 
y  =  \Li=o. 

(')  On  pourra  consulter,  en  particulier,  sur  ce  sujet  difficile  :  I-'ourier, 
Théorie  analytique  de  la  chaleur  et  Analyse  des  équations;  Poisson, 
Théorie  mathématique  de  la  chaleur  :  Cauchv,  Anciens  Exercices  de  Ma- 
thématiques, 1826. 

De  C.  —  Cours.  IV.  45 
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Il  faut  en  conclure  que  y  disparaîl  dans  toutes  les  racines 
imaginaires  de  l'équalion  (i),  ou  quf  celle  équation  n'admet 
aucune  racine  imaginaire.  [Elle  a,  au  contraire,  une  inlinité 
«le  racines  réelles,  qui  correspondent  au\  points  d'intersec- 
tion de  l'axe  Ox,  représenté  par  l'équation  7  =  o,  avec  la  si- 
nusoïde représentée  par  l'équation  k  =  sin- =  sinr,  et  dont 
l'expression  générale  est  x  :=  n  t..  | 

On  peut  appliquer  un  raisonnement  analogue  à  l'équation 

cosc  =0, 
qui  n'a  aussi  que  des  racines  réelles. 

Ii90.  Considérons  encore  l'équation 
(,)  tang:;  =  ;, 

déjà  étudiée  (1487)  [avec  une  notation  dilTérente]. 

La  construction  graphique  que  nous  lui  avons  appliquée 
semble  prouver  d'avance  que  cette  équation  ne  peut  avoir 
aucune  racine  imaginaire.  Nous  allons  le  vérifier  par  le  calcul. 

Posons  z^x-^yi,  x  et  y  étant  deux  variables  réelles. 
Nous  aurons  à  satisfaire  à  l'équation 

tang(^  +  jO^ -^ -^y^' 
Mais  [Trigon.,  81;  Àlg.  sup.,  907] 

sin2.r-i-sin2r?  _  2  s'mjj.-  -t-  y  i)  cos{.r  —  y  i)  __  j.^j^^^^.  _^  ^. -y 
cos2j+cos2jf        2C0s{j: -hyi)  cos{jc— y  i) 

Par  suite  (975), 

^'""■^+77(^~'-~^'-"^_sin2,r-^^(e^r-e-^r) 
(2)       a.'-^yi—    c0S2.r  +  4,  (e--^-T-e --■>■)    "~   C0S2  .r  —  |(e^-'-^  e^-J^ 

Cette  équation  se  partage  dans  les  deux  suivantes  : 
2sin'2x  e-y—e--y 


(3) 


e^-y  -+-  2  cos  2 a-  +  e--y  '       -         e-y  -r  2  cos  2  x -h  e 


Les  variables  x  et  y  étant  supposées  ditTérentes  de  zéro  et 
les  dénominateurs  des  deux  relations  précédentes  étant  les 
mêmes,  on  en  déduit  évidemment 


(^) 


e^y—e-^y       sin2,2? 
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Or,  tant  (jue  la  valeur  de  j  n'est  pas  nulle,  celte  dernière 
équation  est  impossible.  On  a,  en  elîet  (974),  pour  son  pre- 
mier membre, 

e'-y—e-^y  (^yV  (2y)'* 

4/  1.2.3       1.2.3.4 

(juanlilé  supérieure  à  l'unité,  et,  a  fortiori,  au  second 
membre  de  l'équation. 

L'équation  (i)  ne  peut  donc  admettre  de  racines  imagi- 
naires complexes,  et  nous  allons  prouver  qu'elle  ne  peut  en 
avoir  de  simples  (803). 

Si  l'on  suppose  ^:=o,  l'équation  (2),  qui  nous  a  servi  de 
point  de  départ,  devient 

._    ^_{e'-y—e-'y)i 

^^~~  i  +  {(e2/+e-^r) 
ou 

e-r—  e-^y     _  {ey-{-  e-y)  {ey—  e-y)  _  ey—  e-y 
^  ~  2  +  e^y  -h  e-^y  ~         {ey-^-  e-y  Y         ~"  ey+e-y  ' 

relation  qu'on  peut  écrire 

er+e-r        ey—e-y 


(•>)  y 


2 


Mais  on  a  (97'i.) 
ey-h-  e~y y-  y]  y 


1  1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 

ey—  e-y  _  y  y^  y"^  ,  .)-' 


2  I        1.2.3        1 . 2 . 3 . 4 .  •>        1 . 2 . 3 . 4  •  5 . 6 . 7 

c'est-à-dire,  en  substituant  dans  l'équation  (5)  et  en  réduisant 
les  termes, 

,  /'  '  '        K"  I  y'*  \ 

"     \  3        .)    r  .  2  . 3        7   1 . 2 . 3 . 4  .  •)  y 

y  étant  une  quantité  réelle,  l'équation  (6)  ne  peut  être  satis- 
faite que  par  la  solution  jk  =  o.  L'équaiion  (1)  n  admet  donc 
finalement  aucune  espèce  de  racine  imap;inaire. 

1491.  Dans  d'autres  cas,  on  peut  distinguer  et  trouver,  sui- 
vant les  différentes  hypothèses,  les  racines  réelles  ou  les  ra- 
cines imaginaires  de  l'équation  proposée. 
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Soil  l'équalioii 
(i)  sin:;  =  «, 

où  a  est  une  quantité  réelle.  Posons  zz=z  x  +  yi,  x  et  )  étant 
deux  variables  réelles.  Nous  aurons,  comme  précédemment, 

sin;  =  sin  r  cos  iw"  -h  cos.r  siii  t/, 

ey  +  v-y  .      .     ey—  e-y  . 

cos  r  f  =; •>         SI  n  y  <  = / . 

L'équation  (i)  devient  ainsi 
{•?.)       sin ^  =  -  (ey+  e~y)  sin.r  h —  (ey —  e-^')  t  cos.r  =  a. 

2  2 

Elle  se  partage  immédiatement  eu  deux  autres 

(3)  -  {ey -\- e-'y)<,m.rz^a, 

(4)  ]^{ey—e-y)Q.osx  =  o. 

Premier  cas.  —  Supposons  la  valeur  absolue  de  a  supé- 
rieure à  V unité. 

D'après  l'équation  (3),  la  valeur  de  y  ne  pourra  pas  être 
nulle.  L'équation  (4)  exige  alors  qu'on  ait  cos.37=:o  et,  par 
suite,  sin.z;=:iti.  Introduisons  cette  dernière  condition  dans 
l'équation  (3). 

Si  a  est  positif,    on    ne   pourra    admettre   que    la    valeur 

sin  .y  =^  +  I  ou  .r  =  (  2 /<  H-  -  j  77. 
On  a,  en  effet  (974), 

-  {ey  +  e-r)  z=  I  +  -^  H ^1—  +  .  .  .  , 

2  1.2  1.2.0.4 

quantité  positive  plus  grande  (pie  i.  Pour  sin^r  =:+  1,  l'équa- 
tion (3)  devient  d'ailleurs 

-  {ey -^  e-y)  :^  a         ou         e'^  —  2«eJ-h  i  =:  o. 
'2 

On  en  déduit 

eJ'  =  a  zb  \/à^  —  \         ou         j  =  l(^a  ±:  \/a'  —  1  ) . 
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On  a  clone  alors 

c  =  f  -2 «  -i jT.  -T-  il{a±:  \Ja-  —  i), 

et  l'équation  (i)  n'admet  que  des  racines  imaginaires. 

Si  a  est  négatif ,  il  faut  prendre  seulement  sinx  =: —  i,  c'est- 
à-dire  X  =r  (  2/i j-,  et  l'équation  (3)  devient 


-  ( ey  H-  e~y  )  =1-^  a         ou         e->' -r-  i  ae^ -h  i  =  o. 

On  en  tire 

t'->'= — az:^\a-  —  i  ou         y  ^=z  ly — azizsja- — i}. 

On  a,  par  conséquent, 

z=:  iin ]~  -^  ^^{ —  a±\a'-  —  i  ), 


et  l'équation  (i)  n'admet  encore  (|ue  des  racines  imaginaires. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  la  valeur  absolue  de  a  infé- 
rieure à  l'unité. 

L'équation  (4)  peut  être  alors  satisfaite  par  r  =  o  ou  par 
cosj:-  3=  o.  Mais  cette  dernière  condition  entraîne  sin^=:±:  i, 
de  sorte  que  l'éqnation  (3)  devient  impossible.  La  solution 
r  zz:  o  est  donc  seule  admissible.  L'équation  (i)  se  réduit  à 
sin  JT  =^  «et  n'admet  que  des  racines  réelles.  Ces  racines  réelles, 
en  nombre  illimité,  sont  comprises  dans  les  deux  formules 
■2n~  ^-  arc  sina  et  (a/i  -f- 1)-  —  arc  sma. 

Ce  dernier  résultat  est  d'accord  avec  la  construction  gra- 
phique qu'on  peut  employer  pour  déterminer  les  racines  de 
l'équation  sin  j-  =  a,  qui  résulte  de  l'élimination  dev  entre  les 
deux  équations 

j-  =  r/,         V  =  sinj". 

La  première  représente  la  parallèle  menée  à  l'axe  Ox  à  la 
dislance  a,  et  la  seconde  représente  la  sinusoïde  déduite  du 
cercle  trigonométrique.  Si  la  valeur  absolue  de  a  est,  comme 
on  le  suppose,  inférieure  à  l'unité,  la  droite  rencontrera  la 
courbe  en  une  infinité  de  points  dont  les  abscisses  mesureront 
les  racines  de  l'équation  s\nxz=a. 
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Troisième  cas.  —  Supposons  la  valeur  absolue  de  a  égale  <i 
r  unité. 

l/équalion  (  A  )  est  satisfaite  par  }■  =  o  ou  par  cos x  ^  o,  l)an> 
la  première  hypollièse,  l'éciuation  (3 )  se  réduit  à  sinvr=d=i; 
ce  qui  entraîne  cosj?  =  o;  dans  la  seconde  liypollièsc  on  ;i 

sin^  ==  I ,  et  l'équation  (3)  se  réduit  à  -  (e-^'4-  e-y)  =  i,  d'où 

l'on  tire  facilement /  =  o.  Les  deux  hypothèses  rentrent  donc 
l'une  dans  l'autre,  et  ce  troisième  cas  ne  diffère  du  second  que 
par  la  valeur  particulière  donnée  à  a.  Cetl,e  valeur  particulière, 
introduite  dans  les  formules  de  résolution  du  premier  cas, 
permet  également  de  passer  de  ce  premier  cas  au  troisième. 
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CHAPITRE  IV. 

MÉTHODE  DES  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES. 


Principe  de  la  méthode  et  condition  de  son  emploi. 

1^.92.  La  mélhode  la  plus  simple  qu'on  puisse  appliquer  à 
la  résolution  des  équations  numériques,  algébriques  ou  trans- 
cendantes, est  la  méthode  des  approximations  successif- es  par 
substitution.  C'est  même,  dans  certains  cas,  la  seule  méthode 
qu'on  puisse  réellement  employer. 

D'une  manière  générale,  elle  consiste  à  mettre  l'équation 
proposée  sous  la  forme  particulière 

(A)  x—f{x), 

c'est-à-dire  à  isoler  l'inconnue  dans  le  premier  membre, 
sans  s 3  préoccuper  de  la  laisser  engagée  dans  certains  termes 
du  second  membre.  En  négligeant  alors  ces  mêmes  termes, 
f{x)  prend  une  certaine  valeur  9  et  l'on  obtient  pour  x  une 
première  valeur  approchée 

(,)  ^1  =  ?- 

En  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  x  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (A),  on  a  une  seconde  valeur 

(2)  ■a"2=/('^l)- 

qui  doit  être  plus  approchée  de  la  valeur  exacte.  En  substi- 
tuant encore  cette  seconde  valeur  à  la  place  de  x  dans  le  se- 
cond membre  de  l'équation  (A),  o;i  est  conduit  à  une  troi- 
sième valeur 

(3)  ^3=/(^2); 

puis,  en  substituant  toujours  la  nouvelle  valeur  obtenue  à  la 
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place  (le  r  dans  le  seconrl  membre  de  l'équation  (A),  à  une 
quatrième  valeur 

(4)  ^,:=/(.r,); 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'approximation  soit  jugée 
suffisante. 

Les  valeurs  a-,,  x.^,  x-^,  x.^,  ainsi  obtenues,  convergent  sou- 
vent très  rapidement  vers  la  valeur  exacte  de  x  ou  vers  la  ra- 
cine de  l'équation  (A)  qu'on  veut  déterminer. 

Les  valeurs  approcbées  peuvent  former  une  seule  série 
croissante  ou  décroissante.  Il  peut  arriver  aussi  que  ces  va- 
leurs approchées  soient  alternativement  plus  petites  et  plus 
grandes  que  la  racine  cherchée,  ou  qu'elles  forment  deux  sé- 
ries, l'une  croissante,  l'autre  décroissante.  Le  sens  et  le  de- 
gré de  l'approximation  sont  alors  parfaitement  fixés  à  chaque 
période  de  l'opération  ('). 

Que  deux  valeurs  successives  soient  approchées  ou  non 
dans  le  même  sens,  les  chiffres  qui  leur  sont  communs  appar- 
tiennent nécessairement  au  résultat  exact. 

Ii93.  Cherchons  la  condition  fjui  doit  être  remplie  pour 
que  la  méthode  soit  applicable. 

Désignons  par  x^  et  par  x^  deux  valeurs  trouvées  successi- 
vement par  ce  procédé  dans  la  même  série  (1492),  et  soit  a  la 
racine  exacte. 

Le  module  d'une  quantité  réelle  étant  celte  quantité  prise 
positivement  (820),  il  faut,  pour  que  X:,  approche  plus  que  x^ 
de  la  racine  exacte,  qu'on  ait 

mod ( X.2  —  (7 )  <  mod {xi  —  a). 

Mais,  d'après  ce  qui  précède  (1492),  on  a 

^2=/(-^i),  (t  =  f\a). 

11  vient,  par  conséquent, 

mod  [/(a-,  )—/(«)]<  mod  (a-,  — a), 

ou  (821,  842) 

(H)  mod  ^-^ — -^ —  <i. 


(')   Voir  à  ce  sujet  différents  problèmes  relatifs  aux  Intérêts  composes 
et  aux  Annuités  {Alg.  élém.,  387,  394,  399). 
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D'auti'e  part,  si  la  fonction  /(j")  admet  une  dérivée /'(a) 
pour  toutes  les  valeurs  de  r  comprises  dans  l'intervalle  con- 
sidéré qui  renferme  Xi  et  a,  on  aura,  pour  toute  valeur  .r., 
comprise  dans  cet  intervalle  entre  .r,  et  a  (63i), 

ou,  d'après  (B), 

mod  /■'(.r2)  <  I. 

Or  cette  condition  sera  évidemment  satisfaite  si,  pour 
toutes  les  valeurs  de  j?  comprises  dans  l'intervalle  considéré, 
on  a,  en  valeur  absolue. 

On  doit  avoir  soin  de  s'assurer,  dans  chaque  question  [rar- 
ticulière,  (|ue  cette  inégalité  est  vérifiée.  Dans  le  cas  contraire, 
on  pourrait,  en  appliquant  la  méthode,  s'éloigner  de  la  racine 
exacte  au  lieu  de  s'en  rapprocher, 

La  relation  (C)  pouvant  s'écrire 

la  valeur  de/'(^)  indique  à  peu  près  la  rapidité  de  la  con- 
vergence obtenue. 

Les  applications  de  cette  méthode  sont  nombreuses  dans 
toutes  les  branches  des  Mathématiques.  Nous  allons  traiter 
quelques  exemples. 

Application  aux  équations  du  second  degré. 

149i.  Soit  l'équation  du  second  degré 

a  a:-  -h  ba;  -i-  c  =  o. 
On  en  déduit 

c        ax- 

et,  sous  cette  forme,  on  peut  lui  appliquer  la  méthode  des 
approximations  successives  (on  suppose  les  racines  réelles). 
On  a  ici 

/(-)  =  - 7,--^-         et        /'(^)  =  _-^. 
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Il  faut  qu'on  ail  dans  l'intervalle  considéré  (1493)/'(.r)<  i, 

c'est-à-diie 

2«x  h 

—  — j— <  I  ou  .r>--— • 

b  ia 

Des  deux  racines^'  et  x"  de  l'équation,  la  méthode  ne  s'ap- 
pliquera donc  (lu'à  la  première 


,       —  h  +  Jb'  —  i\ac 
X  z=z î- — 


La  racine  x"  sera  ensuite  donnée  par  la  relation 

X  ->^  X  =  —  —  • 
a 

Maintenant,  dans  quel  cas  le  procédé  peut-il  le  mieux  con- 
venir? C'est,  évidemment,  lorsque  le  produit  ac  est  très  petit 
par  rapport  à  b-.  Dans  cette  hypothèse,  la  racine  x'  est  elle- 
même  très  proche  de  zéro,  et  il  faut  poursuivre  plus  ou  moins 
loin  l'extraction  de  la  racine  carrée  \  b-  —  ^ac  pour  faire 
apparaître  les  chiffres  décimaux  nécessaires.  Bien  qu'il  n'y 
ait  là  aucune  difficulté  et  qu'on  puisse  même  préférer  le  cal- 
cul direct,  comme  les  formules  d'approximation  qui  se  pré- 
sentent ici  peuvent  servir  de  type  dans  heaucoup  d'autres 
questions,  nous  allons  les  indiquer,  en  remarquant  que, 
lorsque  ac  est  très  petit,  c'est  la  racine  x'  qui  est  proche 

de  —  j  {Alg.  élém.,  -24.1),  tandis  que  la  racine  x"  est  proche 

de 

a 

Nous  aiu"ons  d'ahord,  en  négligeant  le  terme  en  x-  dans  le 
second  membre  de  l'équation  (A), 

c 

En  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  x  dans  le  terme 
négligé,  il  vient 

c       ac- 

'"''-''  b~'b^' 

En  substituant  .ïo  '>  'a  place  de  a-  dans  le  même  terme,  on  a 

c        aie        ac- 


b       b\       b        b' 
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OU,  en  développant, 

c        ai-        la-c'^        a'^c' 


b         b'  b'^  b- 

Nous  devrons  alors,  dans  l'expression  de  œ^,  supprimer  le 

dernier  terme  très  petit  par  rapport  an  précédent,  dont  il  ro- 

«c     -^  ,     . 

présente  le  produit  par  -^-j*  JNous  substituerons  donc 
•2  b- 

c        ac"-        lorc'^ 

à  la  place  de  .r  dans  le  second  membre  de  l'équalion  (A),  et 
nous  aurons 

c       ai       c       ac-        ia-c^ 
'^''^~  b~  J,\      1j~  lï^  W 


ou,  en  développant  et  en  réduisant, 


c 
Ji:\  =  —  -r  — 


ac"-        2(7-c'        oa^c'        i\a'*c^        [\a^d' 


b         b'  b'-'  b'  b'  b^' 

Nous  supprimerons  les  deux  derniers  termes  de  celte  ex- 
pression pour  la  même  raison  que  ci-dessus,  et  nous  pren- 
drons 

c        ac-        2a-c'^        5a^c'' 

^''^~  b~  1^  F^  b^' 

Il  sera  facile  de  continuer  indéfiniment. 
On  peut,  d'après  cela,  prendre  comme  formules  d'approxi- 
mation successives 


c       c  /  ac 
b"  b\l/- 


c 

ac- 

a:,-^-- 

~~b^ 

c 

ac''- 

^.  =  -J,- 

~1^ 

e 

ac- 

X;=z--~ 

"  1^ 

c 

ac"- 

~~b' 

b' 

c        ac-        ac-  [  ac 


2  a-  c'        0 
b"  2 
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En  résumé,  comme -.- est  supposé  très  polil,  la  formule 

générale  qu'on  obtient,  permet  d'approcher  de  la  valeur  de  la 
racine  jc'  par  une  suite  d'approximations  dont  Vordre  est  de 
plus  en  plus  élevé  (320),  de  sorte  que  l'erreur  qui  persiste 
après  l'addition  de  chaque  terme  peut  être  regardée  comme 
très  petite  par  rapport  à  ce  terme  lui-même.  Il  en  résulte 
que,  en  s'arrètant  à  un  certain  terme,  on  sait  toujours  si  la 
valeur  adoptée  est  approchée  par  défaut  ou  par  excès,  puis- 
qu'on n'a  qu'à  consulter  le  signe  du  premier  terme  de  cor- 
rection négligé.  Les  conditions  que  doit  remplir  autant  que 
possible  tout  procédé  d'approximations  successives  sont  donc 
satisfaites  d'une  manière  complète. 

1495.  On  peut  arriver  beaucoup  plus  rapidement  aux  rela- 
tions qu'on  vient  d'établir;  car  la  formule  du  binôme  (691) 
peut    être    ici    appliquée    à    In     transformation    du    radical 


s/h-  —  ^ac.  On  a,  en  effet. 


v'6"'  —  4«c  =i /  b-i^i  —  ^\  =  b(\ 


et  ac  est  supposé  très  petit  par  rapport  à  b-.   Il  vient,  par 
suite  (691), 

1.3     f^ac\^        1.3.5     f\nc 


2.4.6  \  6-  /        2.4.6.8  \  />- 


\lb'''—[\ac  _    b         c        ac"'  a-c^       ^à^c* 


ia  "ia        b         b^  b^  b 

On  aura  donc  finalement 


c        ac-  a-c^        ^  a^c* 


comme  précédemment  (14-94). 
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Application  aux  équations  transcendantes. 

1490.    i"  Chercher  les  racinex  réelles  de  l'équation 

(i)  c^  =  17,6439  r. 

• 

e-^'  reste  positif,  (luel  que  soit  x  [i88J.  Il  en  résulte  que  réqualion 
donnée  ne  peut,  d'après  l'expression  du  second  membre,  admettre  au- 
cune racine  négative. 

Pour  trouver  ses  racines  positives,  nous  la  transformerons  en  prenant 
les  logarithmes  vulgaires  des  deux  membres.  Il  vient  ainsi 

(1)  .rloge  =  log  17,6439  -^-  log.r. 

On  a 

loge  =  o , 4342944  •  •  ,         log  1 7 , 64 39  =  1 , 2463945 . 

Eu  effectuant  la  division  de  ces  deux  derniers  nombres,  on  peut  donc 
mettre  l'équation  (2;  sous  la  forme 

(3)  .r  =  2,8703887-^       ]IT  rr 

0,4342944 

C'est  celle  à  laquelle  l'équation  (1)  doit  être  ramenée,  pour  qu'on  puisse 
lui  appliquer  la  méthode  des  approximations  successives. 

Pour  abréger  les  calculs,  nous  aurons  recours  à  une  construction 
graphique  approchée,  en  posant 

0,43... 

L'équation  (3)  résultant  de  l'élimination  de  ^r  entre  ces  deux  équa- 
tions, les  abscisses  des  points  d'intersection  des  lieux  que  ces  équa- 
tions représentent  feront  connaître  approximativement  les  racines  posi- 
tives de  l'équation  (3)  ou  de  l'équation  (i). 

Le  premier  lieu  {fig.  83)  est  la  bissectrice  OC  de  l'angle  -lOy  ;  le 
second,  une  courbe  AlB,  d'espèce  logarithmique,  facile  à  construire  en 
se  reportant  au  n°  309. 

Pour  x—o,  on  aj-  =  —  ce,  et  la  courbe  a  pour  asymptote  la  partie 
négative  de  l'axe  Oj.  On  a  y  —  o.  pour 

log.r  =  —  (2,87...x  0,43...)=  —  \  ,2463945  =  2, 7534053. 

Ou  en  déduit  x  =  0,0566768.  Telle  est  l'abscisse  du  point  d'mtersec- 
tion  de  la  courbe  AIB  avec  l'axe  Qx. 
Pour  .r  =  I,  on  a  j  =  2,87. . . .  Enfin,  pour  x  =  \o.  on  a 

^  2,2405945  ^  .  ^ 
"■  0,4342944    ' 
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La  construction  de  la  courbe  AIB  indique,  comme  on  le  voit, 
deux  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la  bissectrice  0(^  cl 
tieux  racines  positives  de  l'érpialion  (3)  ou  (i):  l'une  est  très  petite  et 
1res  peu  difîérente  de  01  =  OjOîfifijGS,  puisque  la  tangente  à  la  courbe 

Fi«.  83. 


AIB  au  |)oinl  l  fait  avec  l'axe  O.r  un  angle  dont  la  iangenie  trigononié- 

Irique  est   [535,3851-  =  z- =  17,6    environ,    c'est-à-dire    on 

'  '^  ^  j-       0 ,  o56 ... 

angle  voisin  de  87°  ;  l'autre  racine  positive  OP  est  comprise  entre  4  et  5. 
C'est  à  la  recherche  de  cette  racine  que  nous  allons  appliquer  le  pro- 
cédé des  approximations  successives. 
On  a  ici 

/(.r)=  2,8703887  '^"'*' 


G,  434-29  14 


On  en  déduit 


/'(-) 


loge    _   I 
.rloa;e       ./; 


La  racine  ./■cherchée  étant  comprise  entre  4  p'  ^j  tiïi  ^o't  q»cy'(jr) 

est  à  peu  près  -•  Par  suite  (1493),  chaque  nouvelle  valeur  sera  à  peu 

4 
près  quatre  fois  plus  approchée  que  la  précédente,  et  l'approximation 

marchera  assez  lentement. 

D'après  l'épure  (/î"^'.  83),  nous  commencerons  les  substitutions  à  4,3. 

Xiius  aurons  ainsi,  comme  première  valeur, 

log  '1 , 3 


j'i  =  2,8703887 


1,3290038. 


0,434-29^4 
En  substituant  cette  valeur  à  la  place  do  .v  dans  le  second  membre 
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(le  l'cquation  (3),  nous  obtiendrons,  comme  seconde  valeur  plus  appro- 
chée, 

.  ^^rs  102  4.32qOo38     ,  oor   -i  r 

r.,  =  2,8703887  -r-^-^5T^^7-  =  4,335703  î. 

'  0,43)2944 

En  opérant  toujours  de  la  même  manière,  nous  trouverons,  comme 
Videurs  successives, 

.3  =  a,87o388;  -  i%|^î  =  4,^^7-7-^. 
^  0,4342944 

loff4 53372726       ,  „^  „.,,,. 

.r,  =  2,8703887  -T-      ^    ].,/    i,      ^  î^, 337634b. 
'    ^  ^  0,4342944 

102:4,3376346         ,    .-..^ 
.r5  =  2,8703887^  /Q/'    //      =4,3377101, 

'    '  0,4342944 

./•,..  =  2,8703887  -^ Tir-, j-r-    =  4,  JJ/  /^J^, 

'  0,4342944 

102:4,3377355  ,    „.^ 

,,;-  =  2,8703887 -^  °  ,; /^,,    =- 4,3377412. 

'  ^  0,43^2944 

^     „^^         lo2:i, 337741^        ,   0-.      '  r 
xs  =  2,8703887  ^     -^     ',  ^,,      =  4,3377,2b. 

'     '  '  0,4342944 

Nous  nous  arrêterons  à  cette  dernière  valeur,  en  prenant 

,r  =  4  ;  337743. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  ce  résultat  est  exact  à  six  décimales; 
car  on  trouve  alors,  pour  le  second  membre  de  léqualion  (3). 

log4, 337743  ^     .,„«     .   0,6372638 

2.8703887^-  °  ,'     '  ,,    =2.8703887  +  ^- 
'   '         '         0,4342944  0,4542944 

=--  2,8703887  -H  1,4673543  =  4,3377430. 

1497.  2"  Résolut (0/1  générale  de  V équation 
(^)  x  —  lang.r  =  o. 

Nous  suivrons  la  marche  indiquée  par  Euker  (•).  Celte  marche  est 
d'ailleurs  analogue  à  celle  que  nous  avons  exposée,  relativement  aux 
équations  du  second  degré  (U94). 

Nous  avons  vu  précédemment  (1487)  que  l'équation  (i)  a  une  inli- 
nité  de  racines  réelles,  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  et 
nous  avons  déterminé  sa  seconde  racine  positive.  11  s'agit  maintenant 
d'établir  une  formule  qui  permette  d'obtenir  une  racine  positive  de 
rang  quelconque. 

^extrémité  de  chaque  arc-racine  positif,  tel  que  x,  tombe  dans  un 


(•)  nuroduclion  à  l'Analyse  infinitésimale,  Livre  II. 
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(|iia(lraal  de  rang  impair,  de  sorte  que  la  {n  -+-  t  )'•"■<=  racine  est  moindre 
(\no  {-i/i  -h  O'i  •  0'^  pc"''  fJt)nc  écrire 

(  '■i  )  {'l/l  -h    l)-  =  X-i-  OL, 

1 

a  éianl  un  arc  posilif  moindre  que  - ,  qui  désigne  la  distance  de  Vex- 

/rcmite  i\G  la  racine  cherchée  à  l'extréniitc  du  quadrant  correspondant. 
Un  en  déduit  (Trigon.,  "23) 

tang    (%n  -4-1) a    =r  cota  =  tangx. 

il  en  résulte,  d'après  l'équation  (i). 

cota  =  X        ou        tane  a  =  - . 

""  X 

L'équation  (:i)  revient  donc  à 
(3)  (1  n  ^i)  -  =  X  -r-  arc  tans  -  • 

Mais,  -  étant  moindre  que  l'unité  (à  partir  de  la  seconde  racine  posi- 
tive), on  peut  développerarc  tang-par  la  formule  connue  (70i;,  etTima 

(  { )      iin  -h  [)-  =  X  -i .-,--  ô  -+  ^-^ i .    . 

2  X        ,>jr3         3j"'         -X'         9.7-9 

Il  vient  donc,  en  posant  (an  -f-i)-  =  a, 

, .  _  _      i_        j_  Il  I 

,/•        3j?-^        5x''  ~^  -; x'        9^9  ~~  '  '  ■  > 

formule  qui  se  prèle  parfaitement  au  calcul  par  approximations  succes- 
sives, et  qui  présente  les  mêmes  caractères  que  la  formule  relative  aux 
éipiations  du  second  degré  (li9i). 
On  a  ici  (1493,  574) 

f  {X)=   — p-i h... 

x-         X*         x^         x^  ' 

quantité  inférieure  à  l'unité  (à  partir  de  la  seconde  racine  positive). 

La  première  valeur  approchée  de  x  sera  (1492)  x  =  a. 

Nous  obtiendrons  la  seconde  valeur  approchée,  en  remplaçant  .rpar  a 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (  5  ),  et  en  négligeant  tous  les  termes 
du  second  membre  à  partir  du  troisième. 

La  seconde  \aleur  sera  donc 

'     I 
3"  =  a 
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Pour  avoir  la  troisième,  nous  substituerons  la  seconde  valeur  à  la 
place  de  x  dans  le  second  membre  de  l'équation  (5),  en  négligeant  les 
termes  de  ce  second  membre  à  partir  du  quatrième.  Il  viendra 


a  —  -        3  (  a ) 

a  \  a/ 


La  première  division  donne  (en  ne  conservant  que  les  troisièmes 
puissances  de  a) 

1  I  I 


I        a       (û 

a  —  - 


Là  seconde  division  donne  (sous  la  même  réserve) 


3  [  ri 


On  a  ainsi,  pour  la  troisième  valeur  approchée, 


I  I   \  I  12 

1 ■    I   -H =  ''< ■    .s — 5 


Pour  avoir  la  quatrième  valeur  approchée,  il  faut  de  même  substituer  la 
troisième  valeur  à  la  place  de  x  dans  le  second  membre  de  l'équation  (J), 
en  négligeant  tous  les  termes  qui  contiendraient  des  puissances  de  a 
supérieures  à  la  cinquième.  11  vient 


Va\  effectuanl  les  divisions  (sous  la  réserve  indiquée),  on  a 


I         I        jj^ 

a        d^        3  a-' 


3  a-' 


/           I  2   \*        3«''        ^' 

3     « :;;—  ) 


\  a        3  a 
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Par  suite,  la  quatricmc  valeur  approchée  est 


I  0.  i3 


On  pourra  calculer  de  la  même  manière  cl  de  proche  en  proche  les 
autres  valeurs  approchées.  On  trouvera,  pour  la  cinquième  et  la  sixième. 


I 

'i 

i3 

.46 

fl 

~  37^'  ' 

I  5  a'" 

io5«" 

I 
a 

2 

i3 
I  j  a^ 

i46 

^^^^ 781 

a        3a^        i'>a^        i  o  5  a'        3 1 5  r/'-* 

Pour  avoir  les  différentes  racines  positives  à  partir  de  la  seconde,  il 
suffira  de  remplacer,  dans  la  dernière  formule,  o  par  sa  valeur  (1/1  -r- 1)7 
et  de  substituer  les  nombres  i ,  2,  3.  . . . ,  à  la  place  de  n.  En  rempla- 
^•ant  en  même  temps  ^  (')  par  sa  valeur   1,570796326794896...,    on 

aura 

/      X     r    r'>   r      'O  r        0 ,  6366i977236758o 
.V  =  (2n-~i)x  1,570796026794896 -^ 

0,1720081836   0,09062596 
(^in  -f-  i)'      (2«  +  ly 
__  0,05892837  _  o,o4258543  _ 

{ ■2/1^1)'        (i/i-i-iy 

A  mesure  que  n  augmente,  le  nombre  des  termes  de  la  formule  qu'on 
doit  conserver  pour  le  même  degré  d'exactitude  va  en  diminuant. 

En  convertissant  les  coefficients  du  second  membre,  qui  sont  expri- 
més en  parties  décimales  du  rayon  pris  pour  unité,  en  degrés,  minutes 
et  secondes,  à  l'exemple  d"Euler,  et  comme  il  est  facile  de  le  faire  a 
l'aide  de  la  Table  de  réduction  dont  nous  avons  déjà  parlé  (1  iST).  on  a 
la  formule  transformée 

i3i3i2",25        35470", 24  i86q3" 

.T  =  ('3,n-r- 1)90" ^ — —  — — — 

^  ^  2  /^  -M  (  2  //  —  I   '        (  2  //  -f-  I  )" 


I2i55" 
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(  2  //  ^-  I  )"        (  2  //  -I-  I  j^ 
Cherchons,  par  exemple,  la  seconde  racine  positive  en  fiiisant  // 


(  ')  On  a,  avec  quinze  décimales  exactes. 

-—3,141592653589793  et         -  —  o,3i83o  r)S!>!iM  sï^-Qo. 
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Nous  aurons,  d'une  part,  3  x  90"=  270"  et,  d'autre  part, 

l'iiSra",  25       ,„      „     . 
3 =  4^770  )7*o 

35479",  24  ..,.    ^r. 

—    i3i4  ,040 

27 


18693'^ 
243 

12155" 
2187 

8784'^ 
19683 


70",  29G 
5",  558 
o",  440 


45167",  726  =  i2°32'47",7i6. 
On  a  donc,  pour  la  seconde  racine  positive, 

,7;  =  270° — 12°  32' 47",  726  =  257°  27' 12",  274. 
Le  calcul  direct  nous  a  donné  (  1  i87) 

257''27'l2",2. 

Nous  terminerons,  en  indiquant,  d'après  Euler  {loc.  cit.),  le  Tableau 
des  dix  premières  racines  de  l'équation  x  —  tang.r  =  o. 

xi   =  90°— 90"  =        o", 
.r,  =    3x90° —  i2°32'48"=:    257''27'r2", 

a-3  =    5  X  90°^  7° 22' 32"=    44'-i°37'28", 

X.,  =    7x90°—  5<'i4'22"=    624°45'38", 

X5  =    9x90° —  4"   3'59"=    8o5°56'    i". 

.rg   —  Il  X  90" —  3°  19' 24"=    98G°4o'36", 

X-   =13x90° —  2°48'37"=  1 167"  1 1'23", 

Xi  =  i5  X  90" —  2"26'  5"=:  i347°33'55", 

Xg  =  17x90" —  1"   8'5i"=  i527°5i'  9", 

Xn,=  19  X  90" —  i°55'i6"=  1708"   4'44  • 
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CHAPITRE  V. 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES  EN  FRACTIONS 
SIMPLES.  —  DES  SÉRIES  RÉCURRENTES. 


Définitions. 

1498.  Toute  fonction  rationnelle  (1393)  de  la  variable  a 
peut,  en  effectuant  la  division  du  numérateur  par  le  dénomi- 
nateur, tous  deux  ordonnés  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  a:,  être  remplacée  par  une  fonction  entière  de  a 
(f|ui  peut  être  nulle),  augmentée  d'une  certaine  fraction  corn 
plémenlaire  (6).  C'est  à  celte  fraction  complémentaire,  dans 
laquelle  le  degré  du  numérateur  est  nécessairement  Inférieui 
à  celui  du  dénominateur,  que  l'on  donne  spécialement  le  non 
de  fraction  rationnelle.  Nous  nous  proposons  de  montrei 
comment  on  peut  toujours  décomposer  une  pareille  fractior 
en  d'autres  fractions  plus  simples  ou,  plus  exactement,  er 
fractions  simples. 

On  appelle  ainsi  les  fractions  de  la  forme 

A  M^  -H  N 

et 


{x  —  a)"-  [{X  —  y.)- -^- '^^-y 

n  étant  un  entier  quelconque. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  représenterons  la  fraction  ration- 
nelle considérée  par 

fi:^ 

¥{xy 

et,  F(x)  étant  du  degré  m,/{x)  sera  au  plus  de  degré  ni —  i. 
On  peut  toujours  supposer  la  fraction  rationnelle  donnée 
irréductible,  c'est-à-dire  que  ses  deux  termes /(j?)  et  F(.r; 
ont  été  rendus  premiers  entre  eux  et  n'ont  plus  aucun  fac- 
teur premier  commun.  On  doit  admettre  aussi  qu'on  a  résolu 
à  part  l'équation 

F(.r).---0, 


ALGEBRE    SUPERIEURE.  'J20 

Mlitenue  en  égalant  son  dénominateur  à  zéro,  et  qu'on  coii- 
uaîl  les  racines  a,  b,  c,  d,  . . .,  l,  de  celte  équation. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  les  racines  de 
l'équation  F(.r)  =o  sonl  ou  non  toutes  inégales. 

Premier  cas  :  l'équation  F(.r)=ro  !s 'a  que  des  racines  inégales. 

1499.  L'équation  F(x)  =  o,  dont  les  coefficients  sont  expres- 
sément supposés  réels,  ayant  ses  m  racines  a,  b,  c,  d,  . . .,  /, 
inégales,  nous  allons  chercher  à  mettre  la  fraction  rationnelle 
considérée  sous  la  forme 

^      L 

JC  ■ —  / 

où  A,  B,  c,  . . .,  L  sout  des  constantes  qu'on  doit  déterminer 
(si  cela  est  possible)  de  manière  à  transformer  l'équation  (i) 
on  identité. 

L'idée  d'essayer  cette  transformation  est  toute  naturelle, 
puisque,  en  réduisant  les  fractions  du  second  membre  au 
même  dénominateur,  on  obtiendra,  en  tout  état  de  cause, 
ime  fraction  rationnelle  de  même  dénominateur  F(^)  et  qui 
aura  pour  numérateur  une  fonction  entière  de  x  de  degré 
moindre  que  F(.r). 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (i)  par  F(j); 
elle  deviendra 

^(^N^AF(a^)    ,    BF(^)    ,    CF(^)  ,    LF(a;) 

■^  X  —  a     '     X  —  b     '     X  —  c     '■■■■     X  —  / 

Tous  les  termes  du  second  membre  sont  entiers,  puisque 
F(j7)  a  pour  facteurs  premiers  les  différents  dénomina- 
teurs .r  —  a,  X  —  b,  X  —  c,  . . . ,  x  —  /.  On  pourrait  donc 
obtenir  m  équations  pour  calculer  les  m  inconnues  A,  B, 
C,  ...,  L,  en  écrivant  que  l'équation  (2)  est  une  identité, 
c'est-à-dire  en  égalant  les  coeflicienls  des  mêmes  puissances 
de  X  dans  les  deux  membres  (17).  Mais  on  parvient  plus  rapi- 
dement au  but,  à  l'aide  de  la  remarque  suivante. 

Remplaçons  x  par  a  dans  l'équation  (2);  a  étant  racine 
de  F(x)  =  o,  on  a  F(«)  =  o.  Toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion Y{x)  =  0  étant  d'ailleurs  inégales,  on  voit  que  tous  les 
termes  du  second  membre  disparaîtront,   à  l'exception  du 
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premier  (|iii  se  présenlcra  sous  la  Corme 

AF(a)  _  o 
a  —  a        o 

Mais  celle  indéterminalion  n'est  qu'apparente,  et  la  règle  de 

L'Hospilal  (70G)  donne  immédiatement  pour  la  vraie  valeur 

,    ,    ,.       .       A  F  (  .T  )    , 

de  la  Iraclion  —  ,  lorsqu  on  v  lail  .r  r=  «, 

jc  —  a 

—~      ou     A  !•'(«). 

L'équalion  (2)  se  réduit  donc  en  réalité,  pour  jc=:za,  à 

/(«)  =  AF'(«),       d'où       -^=W(^y 

Cette  valeur  de  A  est  d'ailleurs  parfaitement  déterminée  :  elle 
ne  peut  pas  être  mfinie,  puisque  l'équation  F(j^)  =0  n'ayant 
(|ue  des  racines  inégales  ne  peut  avoir  aucune  racine  com- 
mune avec  l'équation  dérivée  F'(.r)  ==  o  [1088];  elle  ne  peut 
pas  être  nulle,  puisque,  par  hypothèse  (li98),  f{oc)  et  Y{x) 
n'ont  aucim  facteur  premier  commun. 

En  remplaçant  successivement  x  par  b,  c,  d,  ..  .,  /,  dans 
l'équation  (2),  on  trouvera  successivement,  de  la  môme  ma- 
nière. 


B 


¥\0)  ^       F\c)  "       F'(/) 


Pour  avoir  les  différents  numérateurs  constants  des  frac- 
tions simples  du  développement  (i),  on  n'a  donc  qu'à  former 
l'expression  générale 

F'(^)' 

et  à  y  remplacer  successivement  x  par  les   m   racines  de 
l'équation  F(jr)=:o. 

Le  raisonnement  précédent  prouve  que  l'équation  (2),  et 
par  conséquent  l'équation  (i),  est  satisfaite  par  les  m  va- 
leurs a,  ù,  c,  (l,  ...,  l  de  x,  lorsqu'on  donne  aux  con- 
stantes A,  B,  C,  ...,  L  les  valeurs  indiquées  ci-dessus  et 
qui  sont  les  seules  possibles.  Comme  l'équation  (2)  est  au 
plus  du  degré  m  —  1  et  qu'elle  admet  ainsi  m  racines,  elle 
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SG  réduit  nécessairement  à  une  identité  (1023),  et  il  en  est 
de  même  du  développement  (i). 

1500.  Au  défaut  de  la  règle  de  L'Hospital  (70G),  la  formule 
deTaylor  (32i)  aurait  facilement  conduit  à  la  vraie  valeur  du 
"liiotient 

AFÇr)^ 
X  —  a 
pour  X  =  a. 

En  effet,  on  peut  écrire  F(j;')  ^Yia-^x  —  a)  et  regarder 
X  —  a  comme  un  accroissement.  On  a  alors 

F(.^)  =  F(a) -^  ^^— ^F'(rt)  ^  ^^^^^^F"(«)  4-.  .  . . 

I  1.2 

F(j7)  étant  une  fonction  entière  de  x  de  degré  m,  le  dévelop- 
pement est  limité,  et  l'on  a,  en  divisant  les  deux  membres  par 
X  —  (7,  puis  en  faisant  x  =  a. 


lim 


^1       =F'(«). 


Transformation  spéciale  relative  aux  racines  imaginaires  simples. 

1501.  Les  conclusions  précédentes  subsistent,  que  les  ra- 
cines inégales  de  l'équation  F(j?)  =  o  soient  réelles  ou  ima- 
ginaires. Seulement,  les  fractions  simples  correspondantes 
sont  elles-mêmes  réelles  ou  imaginaires. 

Or,  si  l'équation  F(j7)  =  o  admet  des  racines  imaginaires 
inégales,  ces  racines  imaginaires  sont  du  moins  conjuguées 
deux  à  deux;  et,  alors,  les  deux  fractions  simples  imagi- 
naires qui  répondent  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées 
peuvent  être  remplacées  par  une  seule  fraction  simple  de 
seconde  espèce  (li98),  c'est-à-dire  réelle. 

Supposons,  en  effet,  que  les  constantes  A  et  B  répondent 
aux  deux  racines  imaginaires  conjuguées  a-^'^i  et  y.—  'bi. 
Onaura(li99) 

_/(a  +  30  /(g -.30 

F'(a-^30'  F{y.  —  pi)' 

Ces  deux  quotients,  ne  différant  que  par  le  changement  de 
signe  de  i,  sont  eux-mêmes  conjugués.  En  désignant  par  P 
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Cl  Q  deux  fonctions  réelles  et  rationnelles  de  y.  et  de  j,  on 
jieul  donc  poser 

A  =  P  +  O  /,         B  =.  P  -  0  i. 

Les  fractions  simples  correspondantes  seront,  par  suite, 
P+Qf  P— Q< 

et  leur  somme  aura  pour  expression 

i'9{x  —  a)  —  2Q_J  _ 

c'est-à-dire  qu'elle  se  réduit  à  une  fraction  simple  réelle, 
dont  le  numérateur  est  du  premier  degré  en  x,  et  le  déno- 
ininaleur,  du  second  degré. 

1502.  En  résumé,  chaque  racine  simple  réelle  de  l'équa- 

/(■^) 
F(.r)' 


lion  F(^)  =  o  donne  lieu,  dans  le  développement  de 


à  une  fraction  simple  de  la  forme 


;   et  chaque  cou|»k' 


X  —  a 

de  racines  imaginaires  simples  conjuguées,  à  une  fraction 
simple  de  la  forme 


{x  —  olY--^^- 


ou 


M^  +  N 
"'-V  px  H-  q 


Second  cas  :  l'équation  F(jr)  =  o  a  des  racines  égales. 

1503.  Supposons  que  l'équation  F(.r)  =  o  ail  des  racines 

('gales,  et  soit  a  1  une  de  ces  racines;  1  expression  A  =  î;77 — - 

I  14-99]  donnera  pour  A  une  valeur  infinie  (1088).  La  décom- 
position indiquée  précédemment  n'esl  donc  plus  possible,  ei 
elle  doit  être  remplacée  par  un  développement  de  forme  dif- 
férente. 

Admettons  que  a  soit  une  racine  multiple  d'ordre   //   de 
l'équation  r(.r)  =  o.  Nous  pourrons  poser 

F(a.)  =  (./•-«)"  F,  (.r), 

et  aucun  des  facteurs  premiers  du  polynôme  Fi(.r)  ne  sera 
plus  égal  à  .r  —  a. 

En  remplaçant  x  par  a -\- x  —  a,  on  peut  dévelo|)per,  par 
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la  formule  de  Taylor  (Sâi),  /(^)  et  Fi(^)  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  l'accroissement  x  -—  a. 
On  a  ainsi 

f{x)  =  fia)  +  -^  fia)  +  ^-~^f'W  +  •  -  -, 

F,(^)  =  F,{a)  +  "^^-^  F\{a)  +  ^-^-=^  ¥\{a)  +  .  . . . 

Lo  degré  de  F{x)  étant  m,  le  degré  de  f{x)  est  au  plus 

//?  —  I,  et  celui  de  Fi(^)  est  m  —  n. 

Divisons /(j:-)  par  Fi(^),  en  regardant  x  —  a  comme  la 

lettre  ordonnatrice.  Le  premier  terme  du  quotient  sera  la 

•  '  /(«)  j^  •  4      . 

(luantite  constante  :^  ,    ,  ?  que  nous  désignerons  par  Aq.  Le 

premier  reste  ne  contiendra  plus  de  terme  constant  et,  A, 
étant  un  second  coefficient  constant,  le  second  terme  du  quo- 
tient sera  Ai{x  —  a).  Le  second  reste,  à  son  tour,  ne  con- 
tiendra plus  de  terme  en  x  —  a  et,  A,  étant  un  troisième 
coefficient  constant,  le  troisième  terme  du  quotient  sera 
A^{x  —  a)-;  etc.  On  poursuivra  la  division  de  cette  manière, 
jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  écrire  au  quotient  un  terme  en 
I  /•  —  «)""S  qui  sera  A„_i(j7  —  «)"~^  Le  reste  correspondant 
ne  contiendra  plus  de  terme  en  (j?  — «)"^S  de  sorte  que, 
tous  ses  termes  étant  divisibles  par  (.r  —  «)",  on  pourra  le 

mettre  sous  la  forme 

(x-arMjr). 

On  écrira  alors  l'identité  qui  résulte  de  toute  division,  et  l'on 
aura 

Jl ^^^ 

f{.r)  =  Fi  (,v)  [Ao-i-  Al  {x  —  a)^À.{^  —  ay--\-..  .-h  A„_i  (.r  -  a)«-i]-4-  (x  —  «)«/,  (.r). 

F,  (^)  étant  du  degré  m  — /i  par  rapport  à  x,  le  produit  du 
diviseur  par  le  quotient  sera  du  degré  m  —  i.  Le  dividende 
étant  au  plus  du  degré  m  —  i,  il  en  sera  de  même  du  reste  R. 
Par  conséquent,  le  polynôme  fi{x)  sera  au  plus  du  degré 
/n  —  /i  —I.  D'ailleurs,  /i(^)  et  Fi(^)  ne  peuvent  admettre 
aucun  facteur  premier  commun,  sans  quoi  ce  facteur  premier 
commun  appartiendrait  à  la  fois  à  f{x)  et  à  F(^)  et,  contre 

l'iivpothèse,  la  fraction  rationnelle  considérée,  :^~-~^  ne  se- 

F(^) 

rait  pas  irréductible. 
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Cela  posé,  si  l'on  divise  par  F(r)  ou  par  (j?  —  «)"  F,(u7)  les 
deux  membres  de  l'idenlilé  (i),  il  vient  évidemment 

/ .^  j    /(•^)  ^        Aq        _^         Al  _         A 2 A„-i   _^  /, (x) 

F(.r)        {.c  —  a)'t        (x  —  fi)"-^     '    (.r  — r/)"-2    .r  — rt~^K,(a-j 

La  racine  multiple  d'ordre  n  représentée  par  le  facteur 
multiple  {jc —  a)'*  donne  donc  lieu  à  n  fractions  simples,  dont 
les  dénominateurs  respectifs  sont  les  puissances  successives 
(^  —  a)"-,  (^  —  «)""',  (^  —  «)""">  •  •  • ,  jusqu'à  jc  —  a,  et  dont 
les  numérateurs  respectifs  sont  les  coefficients  des  n  premiers 
termes  du  quotient  trouvé  en  divisant/(a;)  par  Fi(a;),  comme 
ou  vient  de  Tindiquer. 

[On  remarquera  que  la  première  fraction  du  groupe  de  frac- 
tions simples  ainsi  obtenu  existe  toujours  et  est  parfaitement 

1  -         •    -         •         ,,         .         f{fi) 
determuiee,  puisque!  on  a  Aq^tt-^^ — r  t^t  Qu  aucune  des  quan- 

tilés  f{cf)  et  Fi(a)  ne  peut  être  nulle;  mais  les  autres  coeffi- 
cients A,,  Ao,  . . .,  A„_i  peuvent  être  égaux  à  zéro.] 
Il  reste  maintenant  à  décomposer  la  fraction  irréductible 

•  V^  ,  )  dont  le  dénominateur  est  du  degré  m  —  n,  et  le  numé- 
F,(^-) 

rateur,  au  plus  du  degré  /n  —  /i —  i . 

Si  l'équation  Fi  {x)  =  o  admet  alors  une  racine  b  dont  l'ordre 

<le  multiplicité  soit/j,  on  posera  encore 

et  l'on  opérera  sur  /*,  (x)  et  sur  F2(-c)  comme  on  vient  d'opérei- 
sur  /(.r)  et  sur  Vi{a:).  On  aura  donc 

./•.(■^)  ^ Bo Bi  _        ,     Bp-,   _  A(x) 

Fi{a:)        {x  —  by    '    {jc  —  by-'         "'^  x  —  b        Fj(j:)  ' 

f'.ix) 

iv^- — -  représentant  une  fraction  irréductible,  dont  le  déno- 

)!.{X) 

minateur  sera  du  degré  m  —  n  — />,  et  le  numérateur,  au  plus 
du  degré  m  —  n  —  p  —  i . 

On  continuera  de  même,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une 

fraction  complémentaire  ^~ — f  ?   dont  le  dénominateur  égalé 

Fa.(^) 

il  zéro  n'admette  plus  de  racines  égales  et  qui  soit,  par  cou- 
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séquent,  décomposable  par  le  procédé  indiqué  en  premier 
lieu  (1W9). 

1504.  La  décomposition  qu'on  vient  cVeJfectuev  nest  pos- 
sible que  d'une  seule  manière,  c'est  ce  qui  reste  à  établir. 

On  ne  peut  pas  affirmer  a  priori,  en  effet,  que,  si  l'on  com- 
mençait la  décomposition  de  la  fraction  rationnelle  donnée 
en  considérant  la  racine  multiple  b  au  lieu  de  la  racine  mul- 
tiple a,  on  parviendrait  à  un  résultat  identique,  c'est-à-dire 
que  les  coefficients  (A)  et  (B)  correspondant  à  ces  racines 
conserveraient  les  mômes  valeurs.  Rien  ne  prouve,  non  plus, 
qu'une  autre  marche  que  celle  que  nous  avons  suivie  ne  con- 
duirait pas,  sauf  la  forme  des  fractions  simples,  à  une  décom- 
position complètement  différente. 

Pour  lever  tous  les  doutes,  supposons  donc,  pour  un  in- 
stant, deux  décompositions  différentes  possibles,  et  admettons 
les  deux  systèmes  de  fractions  simples 

An  A.  ^       ^  _. JLo__  B,         ^ 

{x  —  a)"-        {x  —  r/)"-i    '   ■  ■  ■    '    {x  —  b)i'        (x—  b)''-^ 

et 

a:  A',  ^_     K         '    b; 


{x—a')"'        (,r  — «')"-'       ■■         {x  —  b')P'        {x  —  b'y'^^ 

Ces  deux  systèmes,  représentant  la  même  fraction  rationnelle 

'-,—, — r>  doivent  être  égaux  quel  que  soit  x. 
r (X)  o         1         1 

Or,  si  l'on  multiplie  les  deux  expressions  égales  comparées 
par  (j?  —  a)",  elles  devront  demeurer  égales;  et,  si  l'on  fait 
ensuite  x  ■=  a,  la  première  se  réduira  à  A(,. 

Mais,  si  aucune  des  fractions  simples  ([ui  composent  la  se- 
conde expression  n'a  alors  pour  dénominateur  une  certaine 
puissance  de  x  —  a,  cette  seconde  expression  s'annulera  pour 
X  ^  a,  au  lieu  de  devenir  Aq.  Il  faut  donc  nécessairement  que 
quelque  fraction  du  second  système  ait  pour  dénominateur 
une  puissance  de^  —  a,  c'est-à-dire  que  a',  par  exemple,  soit 
égal  à  a. 

Cela  ne  suffit  pas.  On  doit  avoir  en  même  temps  n'  =.  n.  Car, 
si  n  était  supérieur  à  n' ,  la  même  difficulté  se  représenterait  : 
après  la  multiplication  par  {x  —  a)",  le  second  système  s'éva- 
nouirait encore  pour  x  =  a,  tandis  que  le  premier  se  rédui- 
rait toujours  à  Aq.  Si,  au  contraire,  n  était  inférieur  à  n' ,  le 
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premier  système  se  réduisant  à  Ao  pour  .r  —  a,  le  second  de- 
viendrait infini  poui-  la  même  valeur. 

On  a  ainsi  à  la  fois  a'  =  a  et  n':^  n.  L'égalité  des  deux  sys- 
tèmes, après  leur  multiplication  par  {x  —  a)"  ou  {x  —  a')"', 
aui'a,  par  suite,  pour  expression, 

A„  +A,(,r-«)+A,(..-«).  +  .. .+  ,,,;-«,.  [^--A'.^-  +  (^--V"    " 
a;,  +  a; (.. _ „) H-  a; (,.-„,=+...+  (..  - aV  [ç^j 3^-^  -.  — »),^-^,  . 

el,  si  l'on  fait  niainlenanl  x  ^^  a,  il  restera 

La  première  fraction  simple  du  premier  système  fait  donc 
forcément  partie  du  second  système.  Après  avoir  supprimé  de 
part  el  d'autre  les  deux  fractions  égales,  les  restes  seront 
égaux,  el  l'on  pourra  appliquer  le  même  raisonnement  à  la 
seconde  fraction  simple  du  premier  système,  el  ainsi  de  suite. 
Les  deux  systèmes  supposés  sont,  par  conséquent,  identiques. 

11  en  résulte  que,  de  quelque  manière  qu^oti  procède,  on 
trouvera  pour  les  nuinéraleurs  Ao,  A],  Ao,  ...,  lip?  Bj,  B2,  ••■, 
des  valeurs  uniques  et  identiques. 


Transformation  spéciale  relative  aux  racines  imaginaires 
multiples. 

loOo.  Les  raisonnements  précédents  subsistent,  que  les  ra- 
cines égales  considérées  soient  réelles  ou  imaginaires.  Mais, 
si  l'équation  l^{x)z:=.o  admet  une  racine  imaginaire  multiple 
d'ordre  n,  elle  admet  aussi  la  racine  imaginaire  conjuguée  au 
môme  ordre  de  multiplicité  (103V).  Nous  allons  montrer,  en 
concordance  avec  ce  qui  a  lieu  pour  les  racines  imaginaires 
conjuguées  simples  (1501),  que  l'on  peut  alors  remplacer  les 
deux  parties  imaginaires  du  développement,  qui  répondent 
aux  deux  racines  imaginaires  conjuguées  d'ordre  n 

{y.+  ^iy     et     (3t— ^o", 
par  une  seule  partie  réelle  de  la  forme 

_MofJ^-  No  M 1  .r  4-  N ,  __^  M„-ia:-(-N„  _ , 

\{x  -ra)i'^~p"q«  +  [(^—^)-  H-  t^^ï^ï  ^  ■  •  ■  "^  Ti-  -  a)2  +  [3-  ■ 
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En  effet,  en  réunissant  les  deux  racines  imaginaires  con- 
juguées a-r-pi  et  a  —  ^i  dans  le  trinôme  du  second  degré 
{x —  a)-+|3-,  posons  comme  précédemment  (1303) 

(!)  Y{a:)  =  [^x-ar-^^^-'YY,{x). 

Désignons  par  Mo  et  No  deux  constantes  indéterminées,  et  for- 
mons le  polynôme 

(2)  /(^)-(Mo^-4-X„)F,(^). 

On  peut  disposer  des  deux  indéterminées,  de  manière  que  ce 
polynôme  soit  exactement  divisible  parle  trinôme  {x — a)--t-j3-. 
11  suffit  pour  cela  que  ledit  poljnôme  s'annule  successivement 
quand  on  remplace  x  par  la  racine  a  +  |3i  et  par  la  racine 
conjuguée  a  —  S/. 

Si  nous  représentons  par  A  li:  B/  et  par  C  ±  Df  les  valeurs 
conjuguées  que  ces  substitutions  font  prendre  à  f{x)  et  à 
F,(j?),  nous  obtiendrons  les  deux  équations  de  condition 

(  A  ^  B  0  —  [Mo (  a  +  5  0  -^  \o]  (  C  4-  D  i)  =  o, 
(  \  -  B/)  -  [Mo(a  -  ,5  0  -^  No]  (C  —  DO  =  o. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  étant  conjugués, 
elles  reviennent  aux  deux  équations  qu'on  obtient  en  égalant 
à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  d'une  seule 
d'entre  elles,  la  première  par  exemple.  On  trouve  ainsi 

j  (.3D-aC)Mo-CNo  =  -A, 
'  f  (3C-aD)Mo-DNo=B. 

Ces  équations  sont  du  premier  degré  par  rapport  aux  con- 
stantes indéterminées  Mq  et  No,  et  le  dénominateur  commun 
<le  leurs  formules  de  résolution  est  égal  {Alg.  éléni.,  liS)  à 

(;iD  — aC)D  +  (^C-T-3(D)C     ou  à     '^^{O  —  W). 

Ce  dénominateur  ne  peut  donc  èli-e  nul;  car,  si  ^  était  nul, 
les  racines  considérées  cesseraient  d'être  imaginaires  et,  si 
C-4-D'  était  nul  [c'est-à-dire  si  l'on  avait  C  =  o,  D=o],  le 
polynôme  F,(^)  contiendrait  encore  (lOlo),  contre  l'hypo- 
thèse, les  facteurs  x  —  y.  —  (3«  et  j?  —  y-  -^  ^  '• 

Les  équations  (3)  donneront,  par  conséquent,  pour  Mo  et 
No,  des  valeurs  finies  et  déterminées,  qui  ne  peuvent  être 
nulles;  car,  s'il  en  était  ainsi,  on  aurait  [équations  (3)]  A  =  o 
et  B  =  o;  f{x)=:o  admettrait  les   deux  racines  x^^i  et 
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a  — pi,  el  la  fraction  rationnelle  proposée  i^-, — r  ne  serait  plus 

irrédiutilile. 

Pour  ces  valeurs  de  Mo  et  de  No,  le  polynôme  (2)  devenant 
exactement  divisible  par  {x  —  a)"-  +  ^-^  on  a,  en  a|)p<^lani 
o(Jc)  le  quotient, 

f{x)  -  (Mo^r  -r-  No)  F,  (^)  ^-  [(^  -  y.y-  +  ,3']  ?(-r)  ; 

et  l'on  en  déduit,  d'après  la  valeur  (1)  de  Y{x), 

f{x)  _     __>ïo^r^^No__  ^         _  o(.r) 

il  reste  à  décomposer  la  seconde  partie  du  second  membre. 
f{x)  étant  au  plus  du  degré  m  —  \,  o{x)  est  au  plus  du 
degré  m  —  3;  Fi(jc)  étant  du  degré  m  —  m, 


2.  Par  conséquent,  la  fra 
taire  dont  il  s'agit  est  tout  à  fait  analogue  à  la  proposée 


est  du  degré  m  —  2.  Par  conséquent,  la  fraction  complémen- 


F(a-) 

Il  en  résulte  qu'en  opérant  sur  la  seconde  fraction  rationnelle 
comme  on  vient  de  le  faire  sur  la  première,  on  obtiendra 

9(^)  Mi^-f-N,  '    'Jy{ar) 


[(.c  _  a)2  +  ^2-|«-i  F,  (X)        [(X  —  y.Y-  -t-  ,3-J«-»        \{x  —  5:)2^  ;32]"--  F,  {x\ 

On  continuera  ainsi,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  les  facteurs 

{x — a)-+5-  et  qu'on  soit  arrivé  à   une  dernière  fraction 

5  (  .r  ) 

complémentaire  de  la  forme  = r?  ciu'on  développera  elle- 

*  F,(.c) 

même  d'après  la  nature  des  racines  de  son  dénominateur 

égalé  à  zéro. 

Résumé. 

fiX) 

i.oOG.  Etant  donnée  la  fraction  rationnelle  "L       -,  on  peut 

Fia-) 

toujours,  en  posant  F(a;)=:o,  décomposer  son  dénominateur 
F(jr)  en  ses  facteurs  réels  (simples  ou  multiples)  du  premier 
et  du  second  degré  (1033),  de  manière  à  avoir 

F(.r)  r=(.r  —  r/)'"(.r  —  h)"  ...{x- -^  px  -^  q)"''(x--i-  /\r -}-5)"'..., 
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les    exposants    /»,  n,  ...,  m',  n' ,  ...    pouvant  se  réduire   à 
l'unité. 

Le  développement  de  la  fraction  rationnelle  aura  alors  pour 
expression,  d'après  ce  qui  précède, 


X) 

Ao 

x) 

{x  —  a)'" 

1^0 

(j"  —  «)'""'  X  —  a 

Bi  _B,,-^ 

{x—by     '     {x  —  b)"-^        '"       x—b 


73-1  -h.  . 


{x^-hpx  -i-q)"^'        {x^-\-px-hq 

Ro.:t:--}-So  ,  B,.r  +  S, 


p,„- 

-iX-f- 

Q,n'-, 

X- 

-+-  px  +  q 

(x-  -h  rx  -]-  s)'^'        {x-  -^  rx  -^~  s)"-'-^  x^-\-rx^.s 


1507.  Dans  le  cas  des  racines  simples  réelles  de  F{x)  =z  o, 
on  déterminera  les  numérateurs  des  fractions  simples  corres- 
pondantes, en  appliquant  la  règle  démontrée  au  n°  H99.  On 
pourra  suivre  la  même  règle  relativement  aux  racines  simples 
imaginaires,  quille  à  réunir  en  une  seule  fraction  réelle  les 
fractions  simples  qui  répondent  à  deux  racines  imaginaires 
conjuguées. 

Dans  le  cas  des  racines  réelles  multiples,  on  déterminera 
les  numérateurs  de  la  série  de  fractions  simples  (jui  répond  à 
chacune  de  ces  racines,  en  effectuant  la  division  indiquée  au 
n°  1503.  Pour  les  racines  imaginaires  multiples  et  conjuguées, 
on  exécutera  les  calculs  prescrits  au  n°  1505. 

Mais  ces  calculs  sont  pénibles,  et  on  les  remplacera  avec 
grand  avantage  en  employant  la  Méthode  des  coefficients  indé- 
terminés, dont  l'usage  se  trouve  ici  parfaitement  justifié 
(25,  30).  Celte  même  méthode  convient  d'ailleurs  aussi  aux 
autres  cas. 

Lorsqu'on  veut  y  avoir  recours,  on  écrit  le  développement 

flx) 
de  ^TT — -  selon  la  règle  théorique  que  nous  avons  résumée 
V  {x) 

plus  haut,  on  chasse  le  dénominateur  F(a)  et,  après  réduc- 
tion, on  égale  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x 
dans  les  deux  membres  de  \ identité  Q^w'on  doit  obtenir.  On  a 
ainsi  autant  d'équations  du  premier  degré  qu'il  existe  de 
coefficients  constants  à  déterminer,  et  il  \\\  a  plus  qu'à  les 
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résoudre.  L'habiliulc  du  calcul  suggère,  en  général,  de  tioiii- 
breuses  simplifications. 

1508.  On  peut  préciser  comme  il  suit  cette  application  de 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Proposons-nous  de  trouver  spécialement  les  numérateur- 
des  fractions  simples  qui  répondent  à  la  racine  a  (réelle  ou 
imaginaire),  d'un  ordre  de  multiplicité  égal  à  //.  Nous  aurons 
(1503) 

f{jc)  _        Ao  Al  ^   A„-j         /i(.r)  _ 


(■) 


F(.r)        [x  —  a)"        {x  —  a)' 


F,(.r) 


Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'identité  (i)  par 
F(j7)  =::  (^  — «)"  Fi(^),  et  si  l'on  pose  x  —  az=.h,  d'oii 
X  -=za  -^  h,  il  vient 


(^) 


,                   V{a  +  h)  F(a  +  A) 

/(  ^i  -^  /'  )  =  Ao r. ^  Al 


h"- 


A«- 


F  (  a  H-  /?  )       ,     ^  , 
+  A„_i  -^^ — -  -\-h-fdo  +  h). 


On  a  d'ailleurs  par  la  formule  de  Taylor  (32^^),  et  en  re- 
marquant que  F(«)  et  toutes  ses  dérivées  jusqu'à  la  («  — 1)''='"<' 
sont  nulles  (1089), 


f{a  +  h)  =/{a)  +  ^/(«)  +  /-;/"(«)  + 


/«'»- 


F(«-+-/0 


h" 


F"  {a) 


h" 


i.2.3...(/e  —  1) 

F''+'(r/)  +.. 


/"-'^^) 


=  A, 
-H  A 


[.2.3...«"      ^   ^     '      I  .2.3  .  .  .  (/i  H-  l) 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (2),  on  trouve 

1 .  2 . 3  .  .  .  (  /^  —  I 

F"+'(r<) 


/(>')-r    ;/'(«)  4-/^ /"(«) 


-  f""'{.n 


1 . 2 . 3  . . .  /i 

_F«i(«)   ^ 

1  .  2  .  O  .  .  .  /î 


I  .  2  . 3  .  .  .  (^  /^  H-  I  ) 
F"+U«) 

I  .  2  .  3  .  .  .  (  «  H-  I  ) 

F"+'(rt) 


"I        I  .  2  .  3  .  .  .  /i  I  .  2  .  3  ...(/«  4-  I  ) 


■•] 

•] 

■•] 


+  A, 


A"-' 


F"((/)        ,   /,7         F"+'(ff) 

2 . 3  . . .  /i    '         1 . 2 . 3  . . .  (  /^  -h  I  ) 


/'"/.(^ 
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Puisqu'on  est  parti  d'une  identité,  cette  dernière  égalité  a 
lieu  quel  que  soit  h.  Les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  h  dans  les  deux  membres  sont  donc  égaux,  et  l'on  a,  en 
s'arrètant  exclusivement  aux  termes  qui  contiennent  A  à  la 
puissance  n  et  aux  puissances  supérieures, 

'         \  .x.l)  .  .  .  a 

F«+'(a)  .         F"(rt)      _  fia) 

Ao  ;; -i-  A]    5 —    1 

\  .y.  i  .  .  .{Il  —  \)  I  .  i .  3  .  .  .  //  I 

\  A  F"+Vtf)  ^  ^  F^'+H^O  ^  ^^      F"(^/)       ^  fia) 

"  I  .  2  .  3  .  .  .  (  «  -h  2  )  '    ^  I  .  2  .  3  .  .  .  (  rt  H-  I }     '     "  '  1  .  2  .  3  .  .  .  /i    ~       1.2 

F2'«-'(VO  F2"-2('«)  F"(«)  f'^-H.a) 

'  -:-...-T-A„_i 


I 


I.2.3...(2«^I  j     ■    "        l.2.3...(2« — 1)  '  I.Z.'o.../i  l.i.3...(«  —  I) 

La  première  de  ces  égalités  donnera  \o;  la  deuxième  fera 
alors  connaître  Aj  ;  connaissant  Aq  et  Ai,  la  troisième  déter- 
minera A,;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  n^'""",  qui  déterminera 
A„_i,  les  précédentes  ayant  conduit  successivement  aux 
valeurs  de  Aq,  Aj,  A^,  . . .,  A^-,. 

On  pourra  ensuite  opérer  de  même  pour  la  fraction  com- 

plementaire  ~^, — r- 

lo09.  Lorsque  la  racine  multiple  a  considérée  est  imagi- 
naire, les  fractions  simples  obtenues  sont  imaginaires;  mais, 
en  les  groupant  convenablement  avec  les  fractions  simples 
qui  répondent  à  la  racine  conjuguée,  on  parvient,  pour  les 
deux  racines,  au  développement  réel  dont  nous  avons  indiqué 
la  forme  précédemment  (loOo). 

Pour  en  déterminer  les  constantes,  on  peut  opérer  comme 
il  suit. 

Soient  a±:3«  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées, 
dont  l'ordre  de  multiplicité  est  n.  On  peut  poser  (loOo) 

j  ^  M„-ia:  +  N„-i  __  fijjr) 

■1  l'on  a 

De  C.  —  Cours.   IV.  !^- 


(2) 
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Pour  trouver  les  conslanles  Mn,  No,  M|,  N,,  ...,  M„_,,  N„_,, 
nous  Iransformerons  ri(lontitc(i)  en  chassant  le  dénominateur 
F(^)  et  en  isolant  le  dernier  terme  du  second  membre.  Il 
viendra 

-=[(^-a)^H-,5^]V.(^'). 

Le  premier  membre  de  l'identité  (2)  doit  donc  être  divisible 
par  [(.r  —  a)- -h  (3-)".  Par  conséquent,  pour  a;  =:  x-{-  ^i,  ce 
premier  membre  deviendra  nul,  et  il  en  sera  de  même  de  ses 
n  —  I  premières  dérivées  (  1089). 

On  aura  ainsi  n  équations  de  condition  qui  se  partageront 
chacune  en  deux  autres,  en  égalant  à  zéro  leur  partie  réelle 
et  leur  partie  imaginaire. 

On  remarque  alors  que,  dans  la  première  équation,  tous  les 
termes  du  premier  membre,  à  partir  du  troisième,  s'annulent 
pour  ^  ^  a  H-  j3  i,  de  sorte  que  cette  équation  ne  contient  que 
les  deux  constantes  Mo  et  No  au  premier  degré.  Comme  elle 
se  décompose  en  deux  autres  équations,  ces  deux  constantes 
seront  facilement  déterminées. 

Dans  la  seconde  équation  ou  dans  la  première  équation 
dérivée,  les  termes  du  premier  membre  ne  s'annulent  poui 
^  =  a  4-  [3t  qu'à  partir  du  quatrième,  et  les  termes  conservés 
contiennent  Mo,  No,  Mj,  Ni,  toujours  au  premier  degré.  Comme 
cette  seconde  équation  se  décompose  également  en  deux 
autres,  et  qu'on  connaît  déjà  Mo,  Nq,  on  trouvera  rapidement 
M,  et  Ni.  On  poursuivra  le  calcul  de  la  même  manière,  jusqu'à 
la  (n  —  i)i«™e  équation  dérivée  qui  fera  connaître  les  deux  der- 
nières constantes  M„_,,  N„_,. 

Exemples. 

1310.    i''  Soit  à  décomposer  la  fraction  rationnelle 
/(.r)  2  — 4.r 


F(.r)        j:-  —  .r  —  2 
F  (a:)  =  o  donne  ici  l'équation  du  second  degré 
.r-  —  .r  —  2  =  o, 
dont  les  racines  sont  .r,  =  2  et  a-o  =  —  i. 
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On  aura  donc  (li99) 

F(^)        .v  —  1        x-i-i 
Pour  trouver  A  et  B,  nous  formerons  le  quotient 

f(.T)    ^    2  —  4-^ 

F'(j7)  ^  '^.r  —  I  ' 
et  nous  y  remplacerons  successivement  x  par  les  racines  ^i  et  .r,.  Nous 
aurons  ainsi 

4=—-=  — 2        et        B=  — 5=  — 2; 

d'iiù 

2  —  4r  2  2 


.r2— j;  — 2  ./;  — 2        .r -h  i 

loU.   2°  .SoiV  rt  décomposer  la  fraction  rationnelle 

/(^  __   .  ^ 

F(.r).     x(rt2_,r2) 

L'équation   F(a;)  =  o  ayant  pour  racines  .r  =  o,  .r  =  —  «,  .r  =  r/, 

nous  aurons 

f(x)  _  A        _B ^  _C 

F(.r)  ^  X        X  -H  rt  ~^  ,r  —  rt 
Four  trouver  A,  B,  C,  nous  formerons  le  quotient 

fjx)   ^  i 

F'(,rj        «2— 3a;2' 

et  nous  y  substituerons  successivement,  à  la  place  de  x,  les  trois  racines 
(le  F(x)  =  o.  Il  viendra  donc 

A  =  —  ,  B  = :,  '  G  =  —  — ^  > 

c'est-à-dire 

I  1  I  ' 


jc(^a^—x^)        a'-x        2 «2 ( .r  -f-  « )        2 «2 ( ,r  —  a ) 

[")li.  3"  iW//  à  décomposer  la  jractlon  rationnelle 

f(x)  _       .r^  —  .r  -+-  I 
F(.r)  ""  (.rH-i)(^2^_i)* 

Les  racines  de  l'équation  F(.r)  =  o  sont  la  racine  réelle  j^  =  —  i,  et 
les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  x  = -h  i  ei  x  =—  i. 
On  aura  donc 

F{x)       x-hi~^x-—i        x-^i 
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Four  trouver  A,  B,  C,  nous  formerons  le  quotient 


F'(r)        3^72-4-20^-4-1 

et  nous  y  remplacerons  successivement  .r  par  les  trois   racines  ûi', 
F(.r)  =  o.  On  a  ainsi 

4^^,     B  =  -^'—  =- ' ,     C=  ~ ^  '     ^ 

2'  —  2-4-2f  2(1 i)  —  2  —  li  l{l-r-i) 

c'est-à-dire 

f{x)  _         3 _^ i / 

F(x)  ~~  2(j.' -4- I)    '    2(1  —  i)(.f  —  /)        2(1 -4- /)(.r-i- /) 

La  somme  des  deux  dernières  fractions,  qui  sont  imaginaires,  don- 
nant la  fraction  réelle '-^^ —  1  on  a  finalement 

2(.r2-^- j) 


(.r-l-i)(x2-M)        lix-^i)        2(x2-{-0 

On  aurait  pu  arriver  plus  rapidement  au  résultat,  en  ulilisanl  direc- 
tement la  transformation  spéciale  indiquée  au  n°  1302,  c'est-à-dire  en 
posant  immédiatement 

.r2 —  J7  -i-  I  A  M.r  -+-  N 


(X -i-  l)  (0^2-4-  l)  J7  -t-  I       '         .Z-2-4-I 

et  en  appliquant  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  (io07). 
En  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient  l'identité 

x'^  —  .r  -^  I  =  A(.r2 -4-  I )  -i-  (M.r  -^  N)  (.z-  -4-  i )- 

En  V  faisant  .'  =  —  i.  on  trouve 

2 

En  égalant  ensuite  les  coefficients  de  .r^  et  de  x  dans  les  deux  membres, 
on  a  les  deux  relations 

j  =  A  -4-  M,        —  I  =  M  -T-  N, 

d'où  Ion  déduit 

iM  =  1  -  A  =  -  -  ,  N  =  -  I  -  M  =  -  i  . 

2  2 

On  parvient  donc,  comme  cela  doit  être,  à  la  même  décomposition  (pie 
précédemment. 


i 
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lol3.   4°  '^^'^  <"'  décomposer  la  fraction  rationnelle 

f(-r)  __  5.1'* — i3.r3-J- 14.^- — 5.r-i-3 
F(.r)  ~  (.r  —  i)3(.r -f- i).r 

L"équation  F(x )  =  o  admettant  la  racine  triple  j:  =  i  et  deux  racines 
inégales  .r  = —  i  et  j:-  =  o,  nous  poserons  (1303) 

f(x)  _       Aq  Al        ^     A2     ^      B      ^  G 

F(j:)        (.r  —  I)''         (.r  —  i  )-        .r — 1     '    .r -:- i         .t' 

On  a  ici  F(.r)  =  (or  — 1)3  Fi(.r)  ou  Fi(.r)  =  .r^-t-^.  Comme  il  s'agit 
ilune  racine  triple,  on  n'a  à  poursuivre  la  division  àef(x)  par  Fi(x), 
ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  1,  que  jusqu'au 
troisième  terme  du  quotient.  Pour  plus  de  rapidité,  nous  remplacerons 
dans  le  calcul  ./•  —  i  par  X.  On  a  d'ailleurs 

f   {x)  =  jx'* — i3x^-h  i^x^ — 5.r-i-3, 
y  (x)  =  lox^  —  "igx^-^-  i8x  ^  5, 
f"  (.r)  =  6o.r2—  ySx  -h  28, 
/"'(.r)=i20.r-78, 

/"(J7)  =  I20, 

Fi(.r)  =  x^-!- .r,         F'i  (.r)  =  2.r -f- I ,         F'J  (.r)  =  2, 
en  même  temps  que 

/[,^.t-,i=/(.)^(^-')-^'+(-^-.)'=ÇT 


1.2.3.4 


F,[n-.r-,]  =  F,(i)  +  (,r-ij^^-^(.r-ir-^^. 
Comme  on  trouve 
/<..-4         /■'(0-4        -£^-5         ni^.--         l'iill 


F,(t)=2,         F,(i)  =  3, 
il  reste  à  effectuer  la  division  indiquée  : 


F",(0 


4  ^4X-^5X2-^7X3^5Xi  ■  2-^3X^X2 
-6X-2X2  '.7_x--3X2 


2X-H3X2-f-7X3-+-5Xi 
-^3X2+    X3 


6X2^  8X3+ 5X* 

—  9X3— 3X* 

—  X3-T-2X* 
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Le  quolicnl  oblcnu  équivaut  à  Ao+  AjX  -f-  AjX^.  On  a  donc  imniô 

(lialement 

Ao=''.,        Ai=  —  I,        A2=3. 

Le  reste  de  la  division  est  (1503) 

_(.;,_,)3_^2(.r-i)*=.(a;  — i)3/,(.r), 
et  il  en  résulte 

fl{.V)  =  -2X—3. 

Par  suite. 

/i(.r)         2.r  — 3     _      B  C 


Fi(.r)       (x-i-\)x       X -h  ï        X 
En  formant  le  quotient 

Fi(.r)        IX  ^  I 
et  en  niellant  successivement  —  i  el  o  à  la  place  de  x,  nous  aurons 

B=-"~—  =5,        C=-3. 
—  i 

Il  viendra  donc  finalement 

5.r^ —  l'ix^-h  i/ix^ —  5x  —  3 
{x —  i)'(-c  -î-  I)-P 

2  I  3  5  3 


{x  —  1)3        {x  —  i)^        X — I        .r -i- 1        X 
Les  formules  (3)  du  n"  loOS  conduiraient  au  même  résultat. 

lol4.  5"  Soit  à  décomposer  la  fraction  rationnelle 


l\x)        x(x^i){x^-^  \)- 

L'équation  F{x)  =  o  présente  ici  deux  racines  réelles  inégales  (o  el 
—  i)  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées  (-r-iel — i),  qui  sont 
doubles.  On  pourrait  opérer  par  voie  de  division,  comme  on  l'a  fait  dans 
l'exemple  précédent,  ou  encore  suivre  la  marche  indiquée  au  n"  luOil 
relativement  aux  racines  imaginaires  multiples.  On  peut  aussi,  moins 
régulièrement,  mais  plus  rapidement,  se  servir  directement  et  sans  al- 
gorithme spécial  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  D'après  la 
formule  générale  du  n"  lu06,  nous  écrirons 

I  A  B  JVJo.r-+-No        Mi.r-HNi 


x{x-i-i){x^-T-i}-        X        j;-r-i  (a.-2-i-i)2 
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En  chassant  les  dénominateurs,  on  doit  avoir  identiquement 

I  =  A(.r  -f- 1 )  (.r2  -M)-2-i-  B  x{x^-  —  i)^ 

-f- (Mû.r -+- No)  (-^2  4- .r) -^  (M,x  +  Ni)  (x'--^  I)  (j:2-^  .r). 

Si  l'on  suppose  successivement  x  =  o  et  x  =  ~  i,  on  trouve 

A  =  i         et        B  =  —  7  • 

Égalons  maintenant  les  coefficients  des  quatre  premières  puissances 
de  X  dans  les  deux  membres,  en  admettant  qu'on  ait  ordonné  le  second 
membre  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x.  Il  viendra 

A  _  B  -^  Ml  =  o.  A  -^  Ml  -i-  Ni  ^  o, 

,,  A  -  2  B  ^-  Mo  ^  Ml  ^  Ni  =  o.         2  A  -^  Mo ^  Nq -^  M,  -^  Ni  =  o. 

Connaissant  A  et  B,  ces  quatre  relations  d'identité  donnent  immédiate- 
ment et  successivement 


Ml  =  —7,  Ni  =  —7»  Mo  =  —  ->  No  — 

4  "• 


2  2 


et  l'on  a  finalement 


3x 


x{x^i)(x'--^iy'      X      4(-^-Hi)      i{x^-^if      4(.^--^i) 


Intégration  des  fractions  rationnelles. 

1515.  La  décomposition  des  fractions  rationnelles  permet  de 
trouver  plus  facilement  leurs  dérivées  successives  ;  elle  permet 
aussi  d'effectuer  leur  développement  en  série.  Mais  le  but 
principal  poursuivi  par  cette  décomposition  concerne  l'inté- 
gration des  différentielles  correspondantes. 

Nous  allons  indiquer  succinctement  les  résultats  fournis  par 
celle  intégration. 

D'après  ce  qui  précède,  on  a  seulement  quatre  cas  à  exa- 
miner, puisque  l'intégrale  d'une  somme  algébrique  de  diffé- 
rentielles est  la  somme  algébrique  de  leurs  intégrales  respec- 
tives (771). 

1°  et  2°  Les  deux  premiers  cas  n'ont  besoin  d'aucun  déve- 
loppement, et  l'intégration  est  immédiate. 
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S'il  s'agit  (le  racines  réelles  inc,:{ales,  on  a  (IWO) 

f{^)  ^  _A_  _^  _B_  _.,  __Ç_  ^ 

F(^)        j^  —  a        X  —  h        X  —  c 

ot,  par  suite  (766,  775), 

dx 


Cf{x)      _  ç  kcix       riidx       rc. 


c 
—  kl{x  —  a)  -^\M{x  —  b)  ^  CA{x  —  c) 

S'il  s'agit  (Je  racines  réelles  ninUiplcs.  on  a  (1503) 

/(^)  ^  _^o_  _^  ,      _Ko__     , 

V{x)        {x—a)"    '  '■ '~^{x  —  b)i' 

et,  par  suite  (775), 

fl^^dx^  C  '^'"^-^   -+-    -  r_^dx_  ^ 

J   t\x)  -J  [jo-ar       "-      J   {x-by       •-■ 


n  —  i(.r  — a)"-'        "        p  —  ii.r— 6) 


/j-i 


1516.  3°  Considérons  maintenant  le  cas  de  deux  racines 
imaginaires  simples  conjuguées.  Il  s'agit  alors  (1502)  d'inté- 
grer une  différentielle  de  la  forme 

M^  +  N       , 

dx. 


(x-y.r-^^' 
Posons  X  -—  y.z=  z,  d'où  x  =  z  -\-  x  el  dx:=  dz.  Il  en  résulte 

M^  +  N      ^         M^  +  Ma  +  N_, 

dx   = ; jrr dz 


(o;— a)2  — (32         ~  2^+  (32 

^  "Slzdz    ^    {Ux-.~^)dz 
'"  z^-^^-''^        z'^  ,32 
Mais  (775) 


/• 


'•=''--    ^(..^p'), 


/ 


(Ma  +  N)rfz       Ma  +  N 


arc  tang 


/ 


On  a  donc,  en  revenant  à  la  variable  x, 

(^-a)'^-^i3^'^'^^  2  ^[(•^-«)--^î3']-t-  • — g— arclang— ^ 
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1517.  4°  Considérons  enfin  le  cas  des  racines  imaginaires 
conjuguées  multiples.  On  a  alors  (loOo)  à  intégrer  une  diffé- 
rentielle de  la  forme 

>1  ^  4^  N 

Elle  revient  à  la  somme  (77G) 

'SKx  —  y.)  dx       ^       ( M  a  H-  N  )  dx 


(") 


On  a  d'abord  (775),  pour  le  premier  terme, 
'    ^ll{x—y^dx  M  1 


i 


[(^•— a)-+{3^]«  2(«  — i)  [(j;  — a)-+.32]«-> 


Pour  intégrer  le  second  terme  de  la  somme,  nous  poserons 
cette  fois,  pour  simplifier  l'écriture,  x  —  a=r3r,  d'où(/.r=:j3r/^. 
11  viendra  ainsi 

(  M  ^  -h  N  )  dx  M  y.  -h  N        dz 


[(.r  — a)^+,S^]«  (32«-i      (g2+i)« 

Tout  revient  donc  à  l'intégration  de  la  différentielle 

dz 


(sM-ir 


Or  on  a  identiquement 


(^2  +  1)'^         (5^+1)''         (52+1)'-"- 1       (^^  +  i)« 
Il  en  résulte 

r  _dz r      dz       _  r   z'-  dz 

Mais  (775) 


r     z'-dz      _  I    /"_     2zdz 


et 


izdz 


(^'--^0 


V   =r^ 


_        (/i_,)(^2-M)-'J 
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l'ai"  suite,  on  peut  écrire 

J  (5^+i)«  ""2.7  -'-'^L"  («-i)(5^+ir-'J* 

Il  vient  donc,  en  intégrant  par  parties  (781), 
r    z'^-dz     _  z  I 1         r        dz 

J     (^2+0"   ""   9./Î  —  2    (S^+I)"-'    ~^   2n  —  -2  J     (32+  l)«-'  ' 

et,  en  substituant  dans  la  relation  (9.)  et  en  réduisant, 

dz  z  I  2/1  —  3    /'■        rf- 


(3) 


r       dz         _        z  I  in  —  ôldz 

J     {z--\-l)"-  "~   2«  —  2    (T^-H  1)"-'    "*"   2/i  — 2  J     (3--f-l)«-' 


La  recherche  de  la  première  intégrale  est  ainsi  ramenée  à 
celle  d'une  seconde  intégrale  toute  pareille,  où  l'exposant  // 
est  seulement  diminué  d'une  unité.  La  même  réduction  aura 
donc  lieu  pour  celle-ci:  et,  comme  n  est  un  nombre  entier, 
on  parviendra  finalement  à  l'intégrale 

J    --— • 

dont  la  valeur  est  arc  lang  z.  La  question  sera  donc  complète- 
ment résolue. 

On  trouve,  en  partant  de  la  relation  (3)  et  en  remplaçant 
successivement  n  par  n  —  \ ,  n  —  2,  . . . ,  2, 

r       dz  _        z  1  2  n  —  3     r         dz 

J   (7-+1)"       ~  2/i  — 2  iz--i-])"-^  ^  2/1  — "^  J   (:;-+i)"-'  ' 

/'         dz  z  1  2/1  —  5     r         ^- 

J   (5- +!)«-'  ~  an  — 4  (s^-t-i)"--  "^  2/z— 1;  J    (c2  +  i)'«-2 ' 

/"  i/:;  ::  i  2/1  —  7      T  C?J 

J    (52_j_jy,-2  —  2„_6   (-2+1)'» -3  ^  2"7r^  J    (-2_^i)«-3  ' 


r     dz        _  z     1         i   r  dz  I 

J     (3--I-   l)-  ~   2    C-H-  l       '      2.  j     S^-h  I 

En  ajoutant  ces  «  —  i  équations  membre  à  membre,  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

211  —  3      {2/1  —  3)(2«  —  5)  {2/1  —  3)(2/i  —  5)(2«  —  7)---3 

2/1  —  2'      {2/1  —  2)(2« — 4)'  '      (2« — 2)(2/î  —  4)(2«  —  6)  .  .  .  4 
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il  vieni,  après  réduction, 

J    {Z-^  +  I  Y'  ~  (2«  —  2)(--4-0«-' 


'47 


X 


, + î^  (,.+ „  ^  î-^^î^"^  (='^  '  )'- 


2/1 — 4"  '  (2«  — 4)(2«  —  6) 

(2  n  —  3)  {2/1  —  5)  (2  «  —  7) ...  3 


(2  /i  —  4)  (2  /i  —  6)  (2  «  —  8 
(2  «  —  3)  (2  «  —  5)  (2  «  —  7) ...  3 . 1 
(2  «  —  2)  (2  ft  —  4)  (2  /i  —  6) ...  4  •  2 


(.-'-4-0"- 


arc  fans':;. 


,  .   , .  ,     ,  M  >^  -r-  N 

Ln  multiplianl  ce  resullat  par     ^.,  _    ■  et  en  remplaçant  z 

^''   ' 

par  ^ — F — '-)  on  aura  donc  l'intégrale  de  la  seconde  partie  de 

fi 

la  somme  (i). 

Dans  les  calculs  numériques,  on  aura  soin  de  ne  pas  oublier 
la  constante  arbitraire  qui  doit  accompagner  toute  intégrale 
indéfinie  (760). 

1518.  On  peut  remarquer  que,  lorsqu'on  emploie  les  sim- 
plifications qui  font  disparaître  les  imaginaires,  l'intégrale 
d'une  différentielle  rationnelle  s'exprime  toujours  par  des 
fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circulaires. 


Exemple. 

1319.  Appliquons  ce  qui  précède  ù  la  fonction  rationnelle 
f{.r)  _  I 


F(^-;  .r(x-i- i)(x2-t- i)- 

que  nous  avons  décomposée  au  n°  1514,  et  pour  laquelle  nous  avons 
trouvé 

I  I  I  a:  -h  \  o  .1'  -î- 1 


.r(.r  -Hi)  {x--T-  \ )- 
On  aura 


4(j;-M)  2(X2-T-I/-  4{X-—i) 


r  d.v 

J  .ri.r  — IK•'^•-^0- 
_  rdx      r    dx  r{x-\-\)dx      r(3x-^i)i 
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11  viendra  successivement 

r(.r-hi)d.v_r    xdx  r      dx 


c'esl-à-dirc 


/ 


/Zx  dx         r   dx  3  , 


(  j.r-}-i)  dx        3  ,.    ,        ^         1 
-^U^^^)"  =  8'(-  +  0+  ^arctang,r. 


Par  suite,  on  a,  en  tenant  compte  des  signes  et  on  réunissant  les 
fonctions  de  même  espèce, 


:(a,-H-i)(a-2+i)2 

1  —  X  ,  ( 


/i(x^-^i) 


Ix  —  -  l{x-^  •)  —  ô^('^"^"'"  O 

4  '  O  '2 


arc  tauiïj:  h-  C. 


Retour  à  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

1520.  Il  n'est  pas  inutile  de  montrer  que  la  décomposition 
des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  dans  le  cas  où 
toutes  les  racines  du  dénominateur  égalé  à  zéro  sont  inégales, 
conduit  très  simplement  à  la  formule  d'interpolation  de  La- 
grange (1476). 

Il  s'agit  de  trouver  approximativement  les  valem^s  d'une 
fonction  u  de  ^,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  a^^  Uf,  11.2,  . . ., 
n,i,  qu'elle  prend  pour  «  +  i  valeurs  quelconques  .ro,  :r,, 
X.2,  . . .,  j?,j  de  la  vai'iable  ce,  ou  de  trouver  la  fonction  entière 
/(vt),  de  degré  n,  qui  peut  la  remplacer  approximativement, 
et  qui  est  alors  complètement  déterminée  par  les  «  +  1  va- 
leurs 

"o=f{^o),        «i  =  /(^i),        Ih  =  /{X2),       ...,       u„  =  f{x„). 


1 
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Posons 
(i)        F{a:)  —  {a.^  —  .ro){a'  —  a^i){a'  —  ar2)...{J^  —  x„); 
F(x)  sera  de  degré  «  -t-  i,  et  l'on  aura  (lOiO) 

(.)     .F'(.r)  =  -I^"A  H-  -^^^^l  +  ^^^  4- ...  4-  ^^^- . 

A"  étant  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  3,  . . .,  «,  si  l'on  fait,  dans 
celte  identité,  a:  =  jc/^.,  le  seul  terme  qui  ne  s'annule  pas  dans 
le  second  membre  est  celui  dont  le  dénominateur  devient 
.z'yt — X/i-  En  simplifiant  ce  terme,  on  a  donc,  d'une  manière 
générale, 

D'ailleurs,  le  degré  de  F(j?)  surpassant  d'une  unité  celui  de 
la  fonction  cherchée/(^),  on  a,  d'après  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  et  la  détermination  des  numérateurs 
des  fractions  simples  (1499), 

f(.r)         f{j:^)  I  .     /(-r,)  i 


F'  (  ^2  )  -3^  —  iT.,  "^  '  '  '   '    F'  (  j:,i  )  jc  —  a-,, 

ou,  en  chassant  le  dénominateur  F(x)  et  en  tenant  compte 
de  la  relation  (3), 

^  ^^      (j  —  >ri)  (■/■  — .r,)  (j;  —  j:-,).  .  .(a-  — ^„) 


« 


(•^'0—  '^1)  (-^«  —  •3^2)  (•^'o— -^3)-  •  •(•■f-o— -^/z) 

(X  —  J"o)  ('-«^  -r-l)  (-^  —  -Tz).  .  .(.37  —  J?„) 

*   (.r,  —  J7„  j  {cCi —  JC-y)  (J7,  —  X3).  .  .(X|  —  J7„) 

(.r  —  ^0)  (-3?  —  -Pi)  (A"  —  J^,)-  ■  ■(•^  —  •^n-l^ 


(  -^/i         -^0  )  (,^«         '3^1  )  {•^11         ^-2  )  •  •  •  (^'//  — ■  ^n  —  \  ) 


On  retrouve  donc  bien  ainsi  la  formule  de  Lagrange. 

Réciproquement,  en  partant  de  cette  formule,  on  pourrai! 
obtenir  celle  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 
dans  le  cas  considéré. 
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Des  séries  récurrentes. 

1S2I.  Les  séries  récurrentex  ont  une  liaison  intime  avec  les  fractions 
rationnelles.  Nous  terminerons  donc  ce  Chapitre  par  leur  étude  succincte. 

Toute  progression  par  quotient  indéfiniment  décroissante  constitue 
une  série  convergente  ayant  pour  limite  le  premier  terme  a  de  la  pro- 
gression divisé  par  l'excès  i  —  q  àa  l'unité  sur  la  raison. 

Réciproquement,  en  effectuant  la  division  de  a  par  i  —  «y,  on  retrouve 
la  série  comme  quotient  illimité  (3S6).  On  est  donc  naturellement  con- 
duit à  examiner  les  séries  au  point  de  vue  du  développement  par  voie 
de  division  d'une  fraction  quelconque. 


-^;  car,  en  divisant  ses  deux  termes  par  a,  on  la  ramène  à  la  même 

forme.  La  raison  de  la  progression  par  quotient  sera  ici ^  • 

Prenons  la  fraction 

a  -V-  h'x 


a  H-  bx  -I-  cx^ 

La  division  du  numérateur  par  le  dénominateur  montre  que  le  (juolient 
est  de  la  forme 

A-4-Ba--hCjc2-+-Da:3  — .... 


On  peut  donc  poser 


b.i 


=  k-^^x  -f-C.r2-f-D.r3 


et  employer,  pour  déterminer  A,  B,  C,  D,  . . . ,  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés. 

En  chassant  le  dénominateur  et  en  effectnant.  nous  aurons,  par  un 
calcul  régulier, 

rt'-i-  /v'x  =^  Art  -+-  Ba  I  .r  -î-  Crt  I  .x^H-  Da  I  x^-f-.  .  . . 

-r-AZ»!     -+-BZ*|      -^Cb 
~-Xc\       ^Bc 

Va\  identifiant  les  deux  membres,  il  vient 

Art  =  a  .         Brt  -f-  A  Z»  =  //,         Crt  ^-  ^b  -^  Xc 

n«  —  C/>  -h  Bc  =  o,  .... 

Il  en  résulte 


a 

C  =  -^A- 
a 

-!«. 

=  -^B-''c, 
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Donc,  à  partir  du  troisième  terme  du  développement,   chaque  coeffi- 
cient est  la  somme  des  deux  précédents  multipliés  respectivement  par 

c                  h 
et  par ?  c'est-à-dire  que  cliaque  terme  est  lui-même  la  somme 

au 

c                       h 
des  deux  précédents  multipliés  respectivement  par .r^  et  par ./-. 

Ainsi,  cl)aque  terme  dépend  des  deux  précédents,  la  loi  ne  s'applique 
pas  aux  deux  premiers  termes,  et  le  dénominateur  de  la  fraction  est  du 
second  degré  en  x. 
Considérons  encore  la  fraction 

a  -^-  h' X  -!-  c' x'^ 


a  -\-  bx  ■+-  cx"^^  dx^ 


En  la  développant  de  la  même  façon,  on  s'assure  que  chaque  terme  du 
développement,  à  partir  du  quatrième,  est  la  somme  des  trois  précé- 
dents multipliés  respectivement  par x^. x"^, x.   Ici,  cha- 

'  a  a  a  ' 

que  terme  dépend  des  trois  précédents,  la  loi  ne  s'applique  pas  aux 
trois  premiers  termes,  et  le  dénominateur  de  la  fraction  est  du  troisième 
degré  en  j;.  . . . 
D'une  manière  générale,  toute  fraction  de  la  forme 

,  ^                               a' -^  h' à: -\- c' x"^-*- .  .  .^  II' x"^-^ 
(0  j ■ 1 ; ' 

c'est-à-dire  toute  fraction  rationnelle  [telle  que  nous  les  avons  définies 

(1498)]  engendre  un  développement  dans  lequel  chaque  terme,  à  partir 

du  (/« -f- !)''='"'=,  est  la  somme  des  m  précédents  multipliés  respective- 

k  h         ,       •  c    ,         h       ^      ,.        . 

ment  par x"\ .j;'«-',  ..  ., x-. x.  Le  dénominateur 

a  a  a      '        a 

étant  du  w"""'  degré  en  .r,  la  loi  ne  s'applique  pas  aux  m  premiers 
termes. 

A  cause  de  la  relation  constante  qui  existe  entre  un  môme  nombre  de 
termes  consécutifs  pris  n'importe  où  dans  le  développement  (sauf  la 
réserve  indiquée),  on  donne  aux  séries  ainsi  obtenues,  et  qui  sont  or- 
données suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  la  variable  x, 
le  nom  de  séries  récurrentes  (i).  L'ensemble  des  quantités  par  les- 
quelles il  faut  multiplier  les  coefficients  des  termes  précédents  pour 
trouver  le  coefficient  du  terme  qu'on  cherche  constitue  Yéchelle  de  re- 
lation de  la  série,  et  le  nombre  de  ces  quantités  représente,  si  l'on 
veut,  Yordre  de  la  série  récurrente. 


(')  Récurrent,  qui  remonte  vers  son  origine. 
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La  série  qui  répond  à  la  fraction  (i)  a  pour  ccliclle  de  relation  la 

suite 

/.•  h  c  h 


et  elle  est  du  m""""  ordre. 

Il  faut  remarquer  que  les  m  premiers  termes  du  développement 
écliappant  à  la  relation  constante  qui  caractérise  la  série,  ces  termes 
peuvent  se  former  d'après  des  lois  très  diverses.  On  doit  avoir  soin,  en 
raison  de  ce  qui  précède,  de  ne  pas  étendre  ces  lois  à  toute  la  série. 

lo!22.  Lorsqu'on  effectue,  comme  on  vient  de  l'indiquer,  le  développe- 
ment d'une  fraction  rationnelle,  ce  développement  étant  toujours  équi- 
valent au  quotient  du  numérateur  par  le  dénominateur,  il  faut  néces- 
sairement le  compléter  par  la  fraction  qui  a  pour  numérateur  le  reste 
auquel  on  s'arrête,  et  pour  dénominateur,  le  diviseur.  On  ne  peut 
supprimer  cette  fi-action  complémentaire,  que  si  l'on  a  établi  qu'elle  a 
pour  limite  zéro  quand  on  prolonge  le  quotient  ou  la  série  indéflniment. 
C'est  ce  qui  a  lieu  d'ailleurs  lorsqu'on  n'attribue  à  la  variable  x  que  des 
valeurs  suffisamment  petites  et,  dans  tous  les  cas,  moindres  que  l'unité. 
Le  développement  représente  alors  une  série  convergente  (332  et  suiv.). 

lo23.  En  laissant  de  côté  toute  considération  relative  aux  fractions 
rationnelles,  soit  une  série 

Ao-^  Aix  —  Aj-r-—  Aa.r^  — .  .  .-^-  \,iX"—  .  .  ., 

ordonnée  par  rapport  aux  puissances  entières  et  croissantes  de  la  va- 
riable x.  Pour  qu'elle  soit  rccurrente  (lo21).  il  faut  que,  pour  toutes 
les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite,  le  coefficient  A„  de 
j"  soit  une  môme  fonction  linéaire  des  coefficients  précédents  ou  des 
coefficients  des  puissances  inférieures  de  x,  pris  toujours  en  même 
nombre  quel  que  soit  h.  Si  l'on  désigne  ce  nombre  fixe  par/?/,  on  devra 
donc  avoir  identiquement,  en  désignant  par  a^,  a,,  ■xi,  ...,  a,„  des 
quantités  constantes, 

^0  A«— /72  —  ^1  ^n—m~ï  -T-  .  .  .  -i-  X/«  — 1  •'»/)— 1  -r-  l/n  A„  ^^  O. 

Vécliellc  de  relation  de  la  série  récurrente  sera  alors 


Les  deux  théorèmes  suivants  établissent  la  liaison  entre  les  séries  ré- 
currentes définies  directement  et  les  fractions  rationnelles. 

102  i.  I.  Lorsqu'une  série  récurrente,  ordonnée  suh'ant  les  puissances 
entières  et  croissantes  de  la  variable  .r,  est  co/n'er^e/ite,  elle  a  pour 
limite  ou  pour  somme  une  fraction  rationnelle. 
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Soit  S  la  somme  de  la  série  récurrente 
(i)  Ao-f- Ai.r-h  Aî.r^H-  A^x-^-h.  .  .4-  A„.r"-f-.  .  ., 

supposée  convergente.  La  relation  (1323) 

(  >  I  aoA„_„,  -+-  a]  A«_/,;-4-i  -!-.  .  .-^  a„,_iA,,_i  -f-  x„,  A^  =  o 

sera  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  //  supérieures  à  une  cerlaino 
limite,  ni  étant  un  nombre  fixe. 
Posons  alors 

(3)       F(.r)  =  aoJ7'"  -f-  ai.r'«-'  -^-  a2,r'«-2_|__  _  ,_^  ot.,„-iX  -;-  a,„, 

et  multiplions  la  série  (i)  par  le  polynôme  (3).  Chaque  produit  i)ai'tiel 
[c'est-à-dire  la  série  (i)  multipliée  par  l'un  des  termes  du  polynôme 
multiplicateur]  représentera  une  série  convergente.  Le  produit  total, 
somme  de  m  -+- 1  séries  convergentes,  sera  une  série  convergente  dont 
la  somme  sera  représentée  par  le  produit  S.F(x).  Mais,  si  l'on  ordonne 
cette  dernière  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  .r.  comme  on  a 

An-m^"-'"  X  ^o-c'"  =  aoA„_,„.r", 


A,iX    X  'x„i  —  !X),i.\ ,j.t'  , 

on  voit  que  le  coefficient  de  a:"  sera  précisément  le  premier  membre  de 
la  relation  (2).  Ce  premier  membre  étant  nul  par  hypothèse  pour  toutes 
les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite,  il  s'ensuit  que  la 
série  dont  la  somme  est  S.F(x)  est  composée  d'un  nombre  fini  de  termes. 
Elle  équivaut  donc  à  un  polynôme  /(.r),  et  l'on  a 

S.F(./;)  =  /(.r), 
c'est-à-dire 

^-FCr)- 

132u.  IL  Réciproquement,  lorsqu'on  peut  développer  une  jraction  ra- 
tionnelle en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières 
i-t  croissantes  de  la  variable  .r,  cette  série  convergente  est  récurrente. 

Admettons  qu'on  puisse  développer  la  fraction  rationnelle  ^ — :   en 

une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x  et  qui 
soit  convergente  pour  des  valeurs  convenables  de  cette  variable.  On 
aura 

(ij  Y(T\  =^o^A,.r-i-A2.r2-(-A3.r3-^...4-A„.r''-4-.... 
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7  M 

l^osons,  en  môme  icmps, 

(■?.)  V(.r)  rr-  ao.r" 


Le  produit  de  la  série  (i)  par  le  polynôme  (2)  sera  (  13âi)  une  sérii 
convergente  ayant  pour  somme  le  produit 

£^  F,..,  =/(..). 

La  nouvelle  série  convergente  ainsi  obtenue  aura  donc  un  nombre  fini 
de  termes,  et  le  coefficient  de  .1"  dans  le  produit  considéré  devra,  pour 
toutes  les  valeurs  de  //  surpassant  une  certaine  limite,  se  réduire  à  zéro. 
On  aura  donc,  pour  toutes  ces  valeurs  de  //  H.^âi), 

et  la  série  (i  i  est  alors  récurrente  (1323). 

1326.  Cherchons  à  développer  la  fraction  rationnelle  n-r— <  suivant 

les  puissances  croissantes  de  la  variable  .r. 
Soit 

F(.r)  =^  (.r—  a)"(.v-^  b)P 


()a  voit  qu'on  a  à  développer  en  série  par  la  formule  du  binôme  une 
suite  de  fractions  simples  de  la  forme 

A 


Or,  on  peut  écrire 

A  A(— i)^-  A(— i)^- 


(.r  —  aY 


"'(-^y 


(-^/ 


Et.  pour  qu'on  puisse  appliquer  la  formule  du  binôme  et  obtenir  une 
série  convergente,  il  faut  (691  )  que  le  module  de  x  soitliioindre  que 

7" 

celui  de  a  ou  que  le  module  de  —  soit  moindre  que  l'unité.  On  a  alors. 
<omme  développement  de  la  fraction  simple  dont  il  s'agit, 
A(—  0^'  r,  _^  /,  -L"  ^  :^LZ"  '  '  •'■'    .    ''■'  /'"  —  0  (A-  -f-  2)  .1^ 


1.2       n^-  1.2.3  «3 

Les  autres  fractions  simples  se  développeront  également  on  séries  co.i- 


ALGÈBRE    SUPÉUIEURE.  'j5o 

vergenlcs,  pour  loutes  les  valeurs  de  x  dont  le  modale  restera  inférieur 
à  celui  de  la  racine  deF(.r)  =  o  qui  a  le  plus  petit  module;  et,  en  ajou- 

,         ,  ,        ,  .         f(.JC  ) 

tant  toutes  ces  séries  convergentes,  on  aura  le  développement  de  'r^ — - 

en  série  convergente  et,  par  conséquent,  récurrente  (  15:25). 
Le  terme  général  de  la  série  sera 


2  )...(/.•  -4-  /?î  —  I  )        A 


.3..  .1/1  <7A+/« 

Si  toutes  les  racines  de  ¥(x)  =  o  étaient  inégales,  il  deviendrait  (1499) 

^  a"'+^¥'(a) 

1527.  Si  le  module  de  j.'  est,  au  contraire,  plus  grand  que  celui  de  a 
E   ou  si  le  module  de  -  est  supérieur  à  l'unité,  on  remarque  que  celui  de 

-  est  inférieur  a  1  umte,  et  1  on  cent 

A _  A  _  A  /         ^^''^ 


\.Q,  développement  de  la  fraction  simple  considérée  devient  alors  possiljlo 
ou  série  convergente,  et  l'on  a  pour  ce  développement 

AT     L^  /•  ^  __  ^l(A±JJ  ^  ^    /.(A'-r-  !)(/.•  H-  2)  «3  -| 

i'^  L  '  X.     '  1.2         .r2     '  1.2.3  x^  "^  "  '  "  J  ' 

de  sorte  qu'il  a  lieu  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable  .r. 
Les  autres  fractions  simples  se  développeront  également  en  séries 
i  iiivergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  va- 
riable, pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  restera  supérieur  à 
celui  de  la  racine  de  F(.r)  =  o  qui  a  le  plus  grand  module;  et,  en  ajou- 

tant  toutes  ces  séries,  on  aura  le  développement  de  ~, —  en  série  con- 

l'(.r) 

vergente  ordonnée  suivant  les  piùssaiices  décroissantes  de  la  variable. 
Cette  série  n'en  reste  pas  moins  récurrente  (  1525).  Pour  le  voir,  il  suf- 
fira de  remplacer  x  par  -• 

1528.  11  est  clair  que,  si  Ton  donne  à  x  une  valeur  telle  que  son  mo- 
dule soit  compris  entre  le  plus  petit  et  le  jtlus  grand  des  modules  des 

f(x) 

racines  de  F(,r)  =  o,  le  développement  do  la  fraction  rationnelle  ^, — - 

'  "  Y{x) 

se  composera  de  deux  séries  convergentes,  l'une  ordonnée  suivant  les 

puissances  croissantes,  l'autre  suivant  les  puissances  d Croissantes  de 

la  variable. 
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1529.  On  peut  léiinir  en  un  seul  énoncé  tous  les  résultais  précédents. 

Toute  fraclioii  ruùotinclle  -^ —  peut  cire  développée  en  sc'ric  coii- 
r  \-ï: ) 

vergente  et,  par  conséquent,  récurrente,  ordonnée  suivant  les  puissant 
croissantes  ou  décroissantes  de  la  variable  x,  selon  que  le  module  de 
la  valeur  de  x  est  inférieur  ou  supérieur  au  plus  petit  ou  au  plus  grand 
des  modides  des  racines  de  F(.r)  =  o.  Pour  toute  valeur  intermédiair( 
du  module  de  x,  le  de'vclop])ei)ient  de  la  fraction  rationnelle  est  à  la 
fus  ascendant  et  descendant  par  rapport  aux  puissances  de  la  va- 
riable. 

1530.  Lorsqu'on  scdt  qu'une  série  est  récurrente,  on  peut  trouver  la 
somme  S^  de  ses  n  premiers  termes  par  un  procédé  dû  à  Tiio.M.vs 
Simpson. 

Soit  la  série  récurrente 

Uy  -\-  «2  -J-  "3  -+-  "i  -^  .  .  .  -r  U,i-Z  -T-  ««-2  -+■   "n-l  -T-Ua-r-..  .  . 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  son  échelle  de  relation  soit  com- 
posée de  trois  quantités,  c'est-à-dire  que  chacun  de  ses  termes,  k  partir 
du  quatrième,  dépende  seulement  des  trois  précédents.  Bien  que  nous 
considérions  un  cas  particulier,  notre  raisonnement  nous  conduira  à 
une  solution  générale. 
D'après  la  définition  des  séries  récurrentes  (1523),  et  récliclle  de  rc 

,    ■       ^  ^^  1^  Y 

lation  étant  —  -^,  —  ^j  —  4?  nous  aurons 


1'  aui      -7-  'iui      -^  Y'/s 
a?/2      ^  -  ^</3      ^-Y''i 
V  ' ./  1   a  «3      -t-  [B  «i      H-  Y  ur. 


OUi 

= 

0, 

ÔM5 

= 

0, 

Oi/fi 

^ 

0. 

1    aun-z-^  P«/j-2  -+-  Y"'i-i  -^  ^"'t  —  O" 
En  faisant  la  somme  de  ces  équations,  on  trouve  évidemment 


(■^) 


a(S„—  Un-2—  lla-y—  '/«)-+-  P(S«— •  Ui—  U„,-i--  Un) 

H-  Y(S«— "1— "2—  ««)-;-  0(S„—  U1—U2—  U3)  =  O. 


On  en  déduit  immédiatement 

ç     _  yA'fn-l-^l'n-l-^-'f,!)-^  ''^(Ui-VUn-l-hU„)-i-y(Ui-hU.2-\-n„)-^0(Ui-^/U- 

L'échelle  de  relation  contenant  trois  quantités,  la  somme  S,»  ne  dépend 
que  de  ces  quantités,  en  même  temps  que  des  trois  premiers  et  des 
trois  derniers  termes  de  la  somme  cherchée. 
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D'une  manière  générale,  si  l'échelle  de  relation  contient  m  quantités, 
la  somme  S„  ne  dépendra,  quel  que  soit  «,  que  de  ces  quantités,  ainsi 
que  de  ses  m  premiers  et  de  ses  m  derniers  termes. 

Idol.  Si  la  série  récurrente  est  supposée  convergente,  la  formule  (3) 
[1530]  permet  de  trouver  sa  limite  ou  sa  somme  totale  S.  Il  suffit  de 
se  rappeler  (362,  365)  que,  la  série  étant  convergente,  on  a  limM„  =  o 
pour  n  =  ^.  La  formule  (3)  deviendra  donc,  en  supposant  toujours  que 
l'éciicUe  de  relation  contient  trois  quantités, 


D'une  manière  générale,  si  l'échelle  de  relation  contient  m  quantités,  la 
somme  S  de  la  série  convergente  et  récurrente  ne  dépendra  que  de  ces 
quantités  et  des  m  premiers  termes  de  la  série,  suivant  la  loi  indiquée 
par  la  formule  (4)- 

lo32.  Si  la  série  considérée  est  ordonnée  suivant  les  puissances 
d'une  même  varialjle  x,  sa  somme  S  sera  une  fonction  rationnelle  de  .r. 

En  effet,  les  équations  (i)  [lo30],  posées  d'après  l'échelle  de  relation, 
permettent  de  déterminer  les  quantités  a,  p,  y,  S,  ...  en  fonction  des 
termes  uy,  u^,  Kz,  «i,  ...  de  la  série.  Ces  quantités,  puisqu'il  s'agit 
d'équations  du  premier  degré,  seront  donc  des  fonctions  rationnelles 
des  termes  ui,  ii^,  «3,  u-^^  . . . ,  c'est-à-dire  de  la  variable  .r  ;  et  il  en  sera 
de  même  de  la  somme  S,  d'après  la  formule  (4)  généralisée. 

On  retrouve  ainsi  la  proposition  du  n°  lo24. 

Soit,  par  exemple,  la  série  récurrente 


I  -4-  .r  -f-  .r 2 -^  3  jc^ -4-  5  X* -i-  9  .r"* -i-  1 7  j:'"' -J- . .  . , 
dont  l'échelle  de  relation  est  (1323) 

a  3  Y 

0  0  0 

et  qui  est  évidemment  convergente  pour  x  suffisamment  petit.  On  aura, 
pour  sa  somme  (1331), 


S  = 


c'est-à-dire 


kui~-  4;  {u,  —  ?/2 )  -^-  («1  -+-  "2 -^  "3 ) 
0  0 

00         0    ' 


I  —  X  —  X-  —  .r-* 


^58  ,\i,f;kiîi;i:    SUPKRIEUHK. 

En  développant  celle  fraction  par  voie  de  division,  on  retomlje  bien  sur 
la  série  proposée. 

1333.  Il  resterait  encore  à  montrer  comment  on  peut  essayer  de  re- 
connaître si  une  série  donnée  est  récurrente.  Nous  renverrons  sur  ce 
point  délicat  aux  Mémoires  de  l' Acadénde  des  Sciences  de  Paris  pour 
l'année  1772,  où  Lagr.vngk  a  exposé,  pour  résoudre  cette  question,  un. 
ingénieuse  méthode. 
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CHAPITRE  VI. 

ÉTUDE  DES  POLYNOMES  HOMOGÈNES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


Indications  préliminaires. 

l.oS'i-.  On  entend,  en  général,  par  théorie  des  forâmes  algé- 
briques la  théorie  des  fonctions  homogènes  d'un  nombre 
quelconque  de  variables,  le  mot  for/ne  ne  signifiant  pas  autre 
chose  (|u'un  polynôme  homogène. 

Le  théorème  démontré  précédemment  sous  le  nom  de 
théorème  des  fonctions  homogènes  (580,  581)  est  une  pro- 
|)riété  très  importante  des  fonctions  homogènes  de  tous  les 
<legrés. 

Les  formes  sont  linéaires,  quadratiques,  cubiques,  biqua- 
(Iratiqaes,  . . .,  suivant  qu'elles  sont  du  premier,  du  second, 

du  troisième,  du  quatrième  degré, On  les  appelle  encore 

binaires,  ternaires,  quaternaires.  ...,  suivant  qu'elles  ren- 
ferment deux,  trois,  quatre  variables,  .... 

Nous  nous  occuperons  spécialement,  dans  ce  dernier  Cha- 
l)itre,  des  formes  quadratiques  ou  des  propriétés  des  poly- 
nômes homogènes  du  second  degré.  Ces  propriétés  sont 
utiles  dans  un  grand  nombre  de  circonstances  et,  notam- 
ment, au  point  de  vue  de  la  discussion  des  courbes  et  des 
surfaces  du  second  ordre.  C'est  ce  qui  nous  a  engagé  à  re- 
porter leur  élude  à  la  fin  de  VAlgèbre  supérieure.  Nous  ver- 
rons en  Géométrie  analytique  la  liaison  étroite  qui  existe 
entre  les  figures  planes  et  les  formes  quadratiques  ternaires, 
ainsi  qu'entre  les  figures  de  l'espace  et  les  formes  quadr;i- 
ii(|ues  quaternaires. 

Nous  commencerons  par  rappeler  ou  par  établir  ([uelques 
propriétés  des  fonctions  linéaires  homogènes,  qui  nous  se- 
ront nécessaires. 
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Des  systèmes  de  fonctions  linéaires  et  homogènes. 

1535.  On  sait  que  loule  fonction  entière  du  premier  degré 
contenant  un  certain  nombre  de  variables  est  une  fonction 
linéaire  de  ces  variables.  Elle  est  homogène,  lorsqu'elle  ne 
renferme  pas  de  terme  constant,  et  devient  alors  une  forme 
linéaire. 

Lorsqu'on  remplace  les  variables,  dans  une  fonction  liomo- 
gène  de  degré  quelconque,  par  des  fonctions  linéaires  bomo- 
gènes  d'autres  variables,  on  dit  qu'on  exécute  une  substiLu- 
tion  linéaire  homogène. 

Lorsfiu'on  a  plusieurs  formes  linéaires  des  variables,  toute 
forme  linéaire  obtenue  en  les  multipliant  par  des  quantités 
constantes  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles  et  en  ajoutant  les 
produits  est  une  combinaison  linéaire  de  ces  formes. 

Les  fonctions  linéaires  homogènes,  considérées  ainsi,  peu- 
vent être  linéairement  dépendantes  ou  indépendantes. 

Elles  sont  dépendantes,  lorsqu'on  peut  former  une  combi- 
naison linéaire  de  ces  fonctions  qui,  pour  toutes  les  valeurs 
des  variables,  soit  identiquement  nulle  (17).  Elles  sont  indé- 
pendantes, dans  le  cas  contraire. 

Nous  allons  chercher  les  conditions  de  dépendance  de 
formes  linéaires  données,  suivant  le  nombre  des  variables 
([u'elles  contiennent,  comparé  à  celui  des  formes. 

1536.  Lorsque  le  nombre  des  formes  linéaires  surpasse  celui 
des  variables  qu'elles  renferment,  ces  formes  sont  nécessaire- 
ment dépendantes. 

Supposons  n  formes /,, /j,  ...,  /„,  et  m  variables  j-,, 
j?.,,  .  .  .,  x,„{n  >  m]. 

W  faut  prouver  qu'il  existe  des  valeurs  des  coefficients  /.,, 
X,,  . . .,  >.„,  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles  à  Va  fois,  et  telles 
(ju'on  ait  (pour  toutes  les  valeurs  des  variables) 

.      \  '^■ifli-^l,  ^-2,   •  ■■,^fm)  -rhfli-^l^-^i^   ■  •  -y-^m)  "H   .  .  . 

(  -^  ?■.-,/«  (-^'l»  ^-2,   •  •  •  ,  ^m  )  =  O. 

Or,  en  ordonnant  cette  équation  de  condition  par  rapport 
aux  m  variables  et  en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefll- 
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cients  de  ces  variables,  on  obtient  m  équations  homogènes 
ii  n  inconnues  X,,  I.2,  . . .,  >.„.  Comme  «  surpasse  m,  toutes  les 
inconnues  ne  peuvent  pas  èlre  principales,  et  le  système  ob- 
tenu est  indéterminé  (101)  [l'indétermination  est  de  l'ordre 
il  —  m  (91)].  Les  quantités  >.],  l., ^/i  pourront  donc  rece- 
voir une  infinité  de  valeurs  simultanées  différentes  de  zéro, 
par  lesquelles  l'identité  (i)  sera  satisfaite. 

1337.  Lorsque  le  nombre  des  formes  linéaires  est  égal  à 
celui  des  variables  qu'elles  renferment,  ces  formes  ne  peuvent 
être  dépendantes  que  si  leur  déterminant  est  identiquement 
nul. 

[Lorsqu'on  a  autant  de  formes  que  de  variables,  le  déter- 
minant des  formes  est  celui  des  coefficients  des  variables 
dans  ces  formes.] 

En  opérant  comme  ci-dessus  (1536),  on  a  autant  d'équa- 
tions homogènes  que  d'inconnues  QJ),  et  il  suffit  de  se  re- 
porter au  n"  102.  Si  le  déterminant  des  coefficients  des 
variables  est  nul,  toutes  les  inconnues  ne  peuvent  être  prin- 
cipales, et  leurs  valeurs  sont  indéterminées.  Si,  au  contraire, 
le  déterminant  des  formes  est  différent  de  zéro,  les  in- 
connues (}.)  ne  peuvent  recevoir  que  la  valeur  zéro. 

1338.  Supposons,  enfin,  que  le  nombre  des  formes  linéaires 
soit  inférieur  à  celui  des  variables,  qu'il  y  ait,  par  exemple, 
n  formes  et  m  variables  [«  <  m  z=  n  -h p]- 

On  pourra  alors,  en  regardant  p  variables  quelconques 
comme  constantes,  calculer  le  déterminant  d'ordre  n  des 
coefficients  des  n  variables  restantes  dans  les  formes  pro- 
j)osées.  On  trouvera  autant  de  ces  déterminants  qu'on  peut 
supprimer  de  fois  (avec  changement)  p  objets  parmi  n-^p 
objets,  ou  autant  qu'il  existe  de  combinaisons  de  n  +/>  ob- 
jets pris  n  à  n. 

Cela  posé,  pour  que  les  n  formes  linéaires  considérées 
soient  dépendantes,  il  faut  et  il  suffit  que  les  déterminants 
dont  nous  venons  de  parler'  soient  tous  nuls. 

En  effet,  en  opérant  comme  ci-dessus  (1336),  on  obtient  m 
équations  homogènes  contenant  n  inconnues  1^,  }w  ■••»  ^'«• 
Comme  n  est  inférieur  à  m,  toutes  les  inconnues  peuvent 
être  ou  non  principales,  c'est-à-dire  que  le  système  peut  être 


-6-2 
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déterminé  ou  indélerminé  (101).  Si  tous  les  déterminants  du 
,^ièmo  ordre  dont  nous  venons  d'indifiucr  la  loi  de  formation 
sont  nuls,  les  n  inconnues  resteront  toujours  indéterminées 
(102);  et  il  est  clair  que  les  valeurs  qu'on  choisira  pour  ellc> 
satisferont  aux  m  équations  posées  ou  à  l'identité  (i)  [1W6]. 
Il  II  en  serait  plus  ainsi  si  un  seul  des  déterminants  considérés 
n' était  pas  nul. 
Supposons,  pour  fixer  les  iilées,  n  ---  3  et  m  =3  5.  On  anrii 

fi^^  Oi^i  -i-  biX,—  b^X:  ■—  bj^Xi-T-  b^x-. 

Pour  satisfaire  à  lidenlité  (i)  [li3!JJ,  il  faut  trouver,  poul- 
ies quantités  Ài,  À,,  ^-.j,  des  valeurs  non  nulles  satisfaisant, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  variables,  aux  équations 

(l)  ^/l>l     -  />,/2   -Ci>.:,    -o, 

(  3  )  ^'2  '^-1  —  '^'2  ti  -T-  r,  l:i  =  O, 

(  3  )  «3^1^   ^Z  "^i  —  C3  ).3  =  O, 

(4)  a.X-~  b;l.,-^c.J-^~o, 

( -5 )  «i  /•  1   .-  65 ?  2  —  C5  /.3  =0. 

Or,  si  les  dix  déterminants  du  troisième  ordre  obtenu.■^ 
pour  les  coefficients  des  inconnues  >.,,  À.,,  >.3,  en  supprimant 
chaque  fois  deux  des  cinq  équations  de  condition,  sont  tous 
nuls,  les  mêmes  valeurs  de  Xj,  \,_,  /s  pourront  satisfaire  si- 
multanément à  ces  équations. 

Par  exemple,  si  l'on  rapproche  le  système  (i,  -3,  3)  et  le 
système  (i,  1,  4),  qui  ne  diffèrent  que  par  une  équation,  les 
déterminants  des  deux  systèmes  étant  nuls,  on  aura,  pour  \o 
premier  système  comme  pour  le  second  (.l/^'.  éléni.,  19!  ) 

}.i  _^  b^Ci  —  c^b,  Xj c, (7.2 — ^1^2 

}.3        (f\bi — ^1^2  ^-i        aibo—  biU, 

de  sorte  que,  si  l'on  choisit  de  part  et  d'autre  la  même  valeur 
pour/.3,  les  valeurs  de  /.,  et  de  '/.^  seront  aussi  communes;  etc. 
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Propriétés  fondamentales  des  polynômes  homogènes 
du  second  degré. 

1539.  Lorsqu'un  polynôme  homogène  du  second  degré  ren- 
ferme n  variables  et  est  complet,  le  nombre  de  ses  termes  est 

n{ii  +  i) 


En  elîet,  il  doit  renfermer  alors  {Alg.  élém.,  22i)  la  somme 

(les  carrés  de  tous  ses  termes  et  la  double  somme  de  leurs 

,    ,            ,        ,    , .                  ,         nin  —  I ) 
produits  deux  a  deux,  c  est-a-dire  n  carres  et  — ^ pro- 

2 

duils  des  variables  (221). 

loVO.  On  représente  souvent  les  n  variables  de  la  formo 
quadratique  paro^i,  j?^,  . . .,  a^,;  le  coefficient  d'un  carré  tel 
que  x]^  par  a,-^,-;  le  coefficient  d'un  produit  tel  que  XiX j,  par 
"iGij  ou  icij^i,  indifféremment. 

Toute  forme  quadratique /ou  tout  pol3'nôme  homogène  du 
second  degré  à  a  variables  aura  alors  pour  expression 


/  =r  2  «/,/ -it-"!  +  2  ^  a,-,y  Xi Xj 


(en  faisant  varier  «et/  de  i  à  n)  ou,  plus  simplement, 

en  convenant  de  former  tous  les  arrangements  deux  à  deux 
avec  répétition  (232)  des  variables  .r,,  x^,  . .  .,  r,,,  et  en  te- 
nant compte  de  l'identité  ai^j^zojj,  de  sorte  qu'on  aura 

a,-^jXiXj-h  ajjXjXi=  9.aijXiXj. 

Un  trouve  de  cette  manière,  dans  le  cas  de  deux  variables,  en 
faisant  varier  i  et  y  de  i  à  2, 

et,  dans  celui  de  trois  variables,  en  faisant  varier  i  et  /  de  t 

à  3, 

/=c/,^i.<?j-i-a^^2;r^  +  a.3^5^.3-;-  2r/,  ,.ri.,r.,-[- 2^1,3.371073-)- 2 «2, 3-^2 -*':c 


•()■ 
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On  écrit  plus  rapidement,  surtout  en  Géométrie  analytique, 
dans  le  cas  de  deux  variables  cl  dans  celui  de  trois  variables, 


f=^kx-'  + 


A'j--t-  A"^--i-  ilàyz  H-  iWxz  +  aB^rv 


1541.  Considérons  la  fonction  que  nous  venons  de  délinir 

et  désignons  par  \,,  Xo,  X3,  . . .,  X„  «  nouvelles  variables.  Si 
l'on  pose  alors  [les  quantités  (a)  étant  des  constantes  arbi- 
traires] les  relations  linéaires 


(^-) 


3:1,1X1 
^2,1X1 


''f  1,2X2  -\-  .   .  .-7-  3(]^„  X,î, 
^2,2  -^2  ~^  •  •  •  ^~  ^2,re  ^«» 


X ,,  —  OC/, ,  1  A^  1 


.\. 


^■n,n  ^/li 


et  si  l'on  transporte  ces  valeurs  dans  /,  on  opère  (lo3o)  luie 
substitution  linéaire  bomogène.  L'expression  (1)  devient  une 
fonction  F  des  nouvelles  variables,  qui  contient  celles-ci  de 
la  même  manière  que  /  contient  les  variables  primitives. 
Cette  fonction  F  est  la  transformée  de  /  par  substitution  li- 
néaire. Le  déterminant  des  coefficients  de  la  substitution  li- 
néaire représentée  par  les  équations  (2),  c'est-à-dire  le  déter- 
minant 


'1,2 


<^2,l 


^«, 


est  le  module  de  la  substitution. 

Les  coefficients  A,-,y  de  F  sont  évidemment  des  fonctions 
entières  des  coefficients  de  /  et  des  constantes  aij  de  la 
substitution  linéaire,  et  l'on  peut  poser 


V  =^y,yk,j\,\j, 


'=1  / 


expression  où  l'on  doit  supposer  encore  A,,y=  Ay,,-. 

Si  le  déterminant  ou  le  module  de  la  substitution  linéaire 
n'est  pas  nul,  on  peut  (82  et  suiv.)  résoudre  les  équations  (2) 
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|)ai-  rapport  aux  nouvelles  variables  (X)  qui  sont  ainsi  des 
fonctions  linéaires  homogènes  des  variables  primitives  (.r). 
Dans  ce  cas,  les  fonctions /et  F  pourront  se  déduire  indifie- 
remment  l'une  de  l'autre  par  une  substitution  linéaire.  Nous 
allons  démontrer  à  ce  sujet  une  importante  relation. 

lo4-2.  Notre  raisonnement  étant  général,  considérons  seu- 
lement, pour  simplifier,  trois  variables  a:,  y,  z,  et  posons 


(0 


a;=^aX-hb  Y-. 

-  c  Z, 

j:,=  a,X-^b,Y-~ 

-c'iZ, 

Zz=:a,X-,-b,Y-r^ 

-c,Z. 

*      Nous  passerons  ainsi  de  la  fonction  f{x,r,z)  à  la  fonction 
F(X,  Y,  Z),  et  le  module  M  de  la  substitution  sera 


(•0 


M 


a 

b 

c 

(Il 

Ih 

Cl 

a.. 

b. 

Ci 

M  n'étant  pas  nul,  X,  Y,  Z  seront,  d'après  ce  qu'on  vient  de 

voir  (1541),  des  fonctions  linéaires  homogènes  de  a:,  y,  z 
comme  x,  y,  z  sont  des  fonctions  linéaires  homogènes  de 
X,  Y,  Z. 

Désignons  maintenant  par  U,  V,  T  trois  fonctions  des  mêmes 
varia])les  x,  y,  z;  ces  fonctions  seront  alors  des  fonctions  de 
fonctions  par  rapport  à  X,  Y,  Z.  On  aura  d'abord  (655) 

j^,       d\}  ,         d\}  ^         d\]  ^ 

«U  :=  -^—  dx  H — ;—  dv  -+-   -r-  dz. 
dx  dy    "         dz 

Si  l'on  divise  les  deux  membres  dé  cette  égalité  par  «^X,  le 
j)remier  membre  devient  la  dérivée  partielle  de  U  par  rap- 
port à  X  (327,  566);  dans  le  second  membre,  -t^j   -t^?  7^- 

et  _\.       Cl  ^v.     et  _i\. 

sont  les  dérivées  partielles  de  x^  y,  z  par  rappoit  à  X,  dé- 
rivées partielles  dont  les  valeurs  sont  a,  a^,  Uo,  d'après  les 
éfjuations  (i)-  On  aura  donc 

Ux=  aU^c-i-aiU',.-}-  a^\}'.. 

D'après  cela,  on  obtient,  i)our  les  dérivées  partielles  des 
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irois  l'onclioiis  U,  \,  T  pai-  rapport  à  X,  Y,  Z, 

uk  --  «  u.'r  +  ^,  u;.  -i-  r/.,  u; ,  Vx  =  «  v;^  +  «,  v^.  -i-  «2  v; , 
u'v  --  ov'^^bi  u;.  H-  /-^2  u; ,  vv  =  ^  v;,  -  ^,  v;.  +  ^2  vi , 
Uz  =  ci]'^-hc,  u;.+ C2  u;,      ¥7.= c  v'^-i-  c,  v;.  +  c^  v; , 

Tz=--cT:,-+-c,T;.-r-r,T;. 

Il  en  résulte,  d'après  la  nmltiplicatioii  des  délerniinaiits 

("0,71), 


Ux 

U'v 

Uz 

1   a 

«1 

c/.. 

u:. 

u; 

ui 

V'x 

Vv 

Vz 

=  \   ^ 

/>. 

b.. 

v;^ 

v;- 

v; 

Tx 

ï; 

Tz 

i  c 

t'i 

('■2 

Tl. 

t; 

ïi 

Xe  déterminant  formé  par  les  déri\'ées  partielles  des  trois 
fonctions  U,  V,  T,  prises  par  rapport  aux  nouvelles  variables 
\,  Y,  Z,  est  donc  e^«/  a«  produit  du  déterminant  formé  pa/ 
les  dérivées  partielles  des  mêmes  fonctions,  prises  par  rapport 
aux  variables  primitives  x,  y,  z,  par  le  module  de  la  subsli- 
fution. 

Discriminant  d'une  forme  quadratique. 

loi-3.  Considérons  toujours  la  l'onction  homogène  du  se- 
cond degré 

J  [Xi,  X2,  .  ■  ■ ,  r„  ). 

La  demi-dérivée  partielle  de  la  fonction  par  rapport  à  r,  a 
jiour  expression  (1510) 


Oj  [O-,  H-  ai  ,  j;-. 


"  cti,i^-i 


C'est  donc  une  fonction  linéaire  homogène  qu'on  peut  repré- 
senter par 


En  opérant  de  même  pour  chaque  varia])le,  on  obtient  n  fonc- 
tions linéaires  homogènes.  Le  déterminant  des  coefficients 
de  ces  n  formes  linéaires  est  ce  qu'on  appelle  le  discriminant 
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(1(1  polynôme  ou  de  la  fonclion  /.  J)"unc  manière  générale, 
roxpression  fin  discriminant  d'un  polynôme  liomogène  du  se- 
»  ond  degré  de  n  varialdes  esl  donc 


«1,1 


'1,3 


«2,1         '''2,2         «2,3 


'a, 3 


«i,« 

«3.«      I 


i     <^/(,l        ««,2        '''«,:{ 

En  vertu  de  la  condition  rt,,y  —  «y,,  (loiO),  on  voit  que  le  dis- 
criminant esl  un  déterminant  symétrique  (61). 

\'h\k.  Dans  le  cas  de  deux  variables,  on  a  (327),  en  prenant 
les  notations  les  plus  simples  (loiO), 

/i-  =  -ikx  —  2  B  >',         /,'  1=  2  B  j:-  +  2  C j', 

,/:;.  =  2  A,     ./:;.,=- 2  B,     /;.  =  -^c. 


Le  discriminant  est  alors 

!  A     B 

\  B     C 


\C  -  B-. 


D'après  les  valeurs  des  dérivées  partielles  du  second  ordre,  on 
peut  donc  encore  le  mettre  sous  la  forme  (oi) 

'  j  fk  n.y 

^\fky     .G'- 
Dans  le  cas  de  trois  variables,  on  a  également 

f{x,  y,  z)  —  kx'--^ A'/-  —  A"x.2 -^  2 ^Y=  +  2 Wxz  -\-  2 Way. 

/.;.  =  2  A  .r  ^2  B"  V  -;-  2  B'  ;, 
/;:^2B"^-2A'j-  -f-2B^, 
f'^^iB'x  -T-2Br   -r-2A"^. 

/;.=2A,     /;,,.- 2  B",     ./;,.  =  2  B', 
X^^=2A',     /;u--2B,     /;.  =-2A". 
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Le  discriminant  est  alors  (61) 

A      \V     B'   I 

B"    A'     B      =  A  A'  A"  -^  2  B  B'  B"  —  AB^  -  A'  B'^  -  A'  B'^. 

B'     B      A"  I 

D'après  les  valeurs  des  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
on  peut  donc  encore  le  mettre  sous  la  forme 


/a'        /r,j      /r,3    j 

i5'i-o.  On  pourrait  aussi,  pour  obtenir  le  discriminant  d'une 
l'onction  homogène  du  second  degré  désignée  par  y',  avoir  re- 
cours au  théorème  des  fonctions  homogènes  (580,  581).  En 
supposant  trois  variables  .r,  j,  z,  on  a  immédiatement,  d'après 
ce  théorème, 

Jx  =  ^fx-    -^  y Jx,y  -r-  ^fx,zi 
fy  =--  ^fy,x  ^  y/y'-     +  ^fy,z , 

f.=a^fix^yfly^zf:.. 

Comme  les  dérivées  secondes  sont  constantes,  on  peut  prendre 
pour  discriminant 

^  fx-  fkr  /;.=  i 

i  /y.»"     Jy-      Jy<:     • 

\A:r      fl.y       fh       : 

Ce  déterminant  est  symétrique,  en  vertu  de  la  relation  fon- 
damentale (6o'2) 

Jy<^-  ~-  /■'•y 

Le  discriminant  ainsi  trouvé  est  identique  au  précédent  (I5ii), 
sauf  un  fadeur  numérique,  parce  qu'on  a  considéré  les  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  au  lieu  de  considérer  leurs 
moitiés.  Ce  facteur  numérique  disparaissant  en  général  dans 
les  applications,  on  peut  conserver  le  dernier  résultat. 

1546.  Lorsque  deux  fonctions  homogènes  du  second  degré 
peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre  par  une  substitution  li- 
néaire (1541),  le  discriminant  de  l'une  est  égal  au  produit 
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(lu  discriminant  de  l'autre  par  le  carré  du  module  de  lasub- 
sl  il  a  Lion. 

Le  l'aisonneinenl  étant  général,  nous  l'appliquerons,  pour 
simplifier,  au  cas  de  trois  variables.  Soit  donc  la  forme  qua- 
dratique 

à  laquelle  nous  ferons  subir  la  substitution  linéaire 


(:>) 


i'  ocz=  a.  X  +  3  V  -i-  y  Z, 

z  —  ajX  -T-  |3,Y  +  -/aZ, 


c'est-à-dire  dont  nous  déterminerons  (1541)  la  transformée 
(3)  F(X,Y,Z). 

Désignons  |)ar  A  et  par  A'  les  discriminants  des  deux  fonc- 
tions/ et  V. 
On  a 

(',)  r(X,Y,Z)=:/(./-,^r,  3). 

•t  il  en  résulte,  d'après  les  indications  données  au  n°  1542, 


l'">) 


/   Fk  —  a/;.  +  ai/,'.  +  y.,f',, 

Fv  =  (3/..  +  [3./;+p,/:, 
(  Fz  =  -//;^y,/;-h7,/;. 


Les  trois  dérivées  partielles  Fx,  V\,  V'i  peuvent,  par  suite, 
iHre  regardées  comme  des  fonctions  linéaires  de  .r,  y,  z,  et 
ces  variables  sont  elles-mêmes,  d'après  les  relations  (2),  des 
fonctions  linéaires  de  X,  Y,  Z.  On  peut  donc  appliquer  à  ces 
trois  dérivées  partielles  la  proposition  du  n"  1542,  et  écrire, 
en  représentant  par  M  le  module  de  la  substitution  exprimée 
l)ar  les  relations  (2), 


i  Fx.      F'x.Y  F.x^z 

(^j)  FU    ¥k'.  nj. 

F"  V"  V" 

I     1  Z,X        l/.Y  1  Zi 

De  C.  —  Couru   IV. 


M 


n,.r    n.y    Fi.,  I 

F^..,.     F;,,.    F^,,   i 

Fz,.r        Fz,_,       Fz,;     ! 


49 


-O  ALchniUv,    SUPltRIEUUE. 

(Ml  ;i  (r;iill(Miis,  d'après  les  relations  (5). 


Fz,.v  =  y/:.  +  yi/;'..i  -H  72./^..,-, 

Ou  voit  ainsi  que  le  second  déterminant  du  second  memln  r 
de  la  relation  (6)  est  le  produit  du  module  de  substitution  M 
|)ar  le  discriminant  (loVo) 

j:--  n.y  /;=  ' 

.A'...    fh     .A-,3   • 

On  a  donc  finalement,  à  la  place  de  la  relation  (6). 

A'      W^\ 
ce  cpii  justifie  l'énoncé. 

Invariant. 

toVT.  Soit  /  une  forme  (piadratique  contenant  //  varial)U's. 
Supposons  qu'on  la  soumette  à  une  substitution  linéaire  de 
module  M,  et  (|u'on  obtienne  une  transformée  F.  J)ésignons 
par  0  une  certaine  fonction  des  coefficients  de  /,  et  soit  4>  la 
fonction  analogue  on  semblable  des  coefficients  F.  Si  l'on  a 

on  flil  que  la  fonction  9  est  un   invariant  de  la   fonction   /'. 
L'invariant  est  absolu,  si  l'on  a  M''=i  ou  ^  =  0. 
Cette  définition  peut  s'étendre  à  un  ensemble  de  fonctions. 

{o\^.  Si  l'on  considère  maintenant  des  formes  (juadra- 
liques,  il  résulte  du  ibéoième  fondamental  du  n»  1540  que  les 
disvriiiunanls  sont  ries  i/i\ririants.  en  raison  de  la  relation 

A'=-M-A. 

Les  iuvariauls  jouent  lui  rôle  important  dans  la  théorie  des 
liunes  et  des  surfaces  du  second  degré. 
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Décomposition  d'une  forme  quadratique  en  carrés, 
méthode  directe. 

loi9.  Toute  fonction  homogène  du  second  degré  contenant 
n  variablea  est  la  somme  des  carrés  de  n  formes  linéaires  {ou 
d'un  nombre  moindre). 

Pour  parvenir  à  cette  décomposition,  nous  emploierons 
li'abord  une  méthode  fondée  sur  le  groupement  des  termes, 
à  laquelle  on  donne  souvent  le  nom  de  méthode  par  réduc- 
tion. 

Soit  /(^ïj,  œ-î,  . . .,  ^„)  la  forme  quadratique  considérée.  Il 
y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

I  •  Supposons  que  la  fonction  f  renferme  au  moins  le  carré 
de  l'une  des  variables,  .r,  par  exemple.  On  pourra  alors,  en 
l'ordonnant  par  rappoit  à  œ^,  la  mettre  sous  la  forme 

'/.  est  une  constante;  [i  est  une  fonction  linéaire  des  n  — i  au- 
tres variables  .^•2,  ^3,  •••,-^/, ;  '■>  est  une  fonction  homogène 
du  second  degré  des  mêmes  variables. 
On  a  alors 

/  =  /.  J-J  _^  2  jULO-i  —  V  Z=   y  (À-  .r'I  —  '.i  'jI^Ci  -i-  Àv) 

=  y  [( >•  -^1  ^  f^ )■' -^  /-^  —  ;j-'' ] 


On  a  ainsi  fait  apparaître  un  premier  carré,  qui  est  celui 
d  une  forme  linéaire  pouvant  renfermer  les  n  variables;  et  la 

partie  complementan-e,  v—  '-.-  ,  représente  une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  qui  ne  contient  plus  que  n  —  i  variables. 
(Elle  peut  en  contenir  moins  à  cause  des  réductions  pos- 
sibles.) 

■i"  Supposons  que  la  fonction  f  ne  renferme  le  carré  d'au- 
cune variable,  mais  qu'elle  renferme,  par  exemple,  le  produit 
des  deux  variables  œ^  et  x^.  En  l'ordonnant  par  rapport  à  ces 


(I<Mi\  vniiiililcs.  <»ii  pourra  la  niollrc  sous  la  foriiie 


j  /:_  /.u-,  .1-,  —  [J.j\  -t-  V,/,,, H-  0. 

}>  est  une  constaiile;  ,a  et  v  sont  des  fonctions  linéaires  des 
/<  —  2  variables  autres  que  j?i  et  or,;  p  est  une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  de  ces  n  —  2  variables. 
On  a,  évitlemment. 


f 


A     J", 


/.y     '      A 


Mais,  en  vertu  de  l'identité, 
A  +  B 

on  a  aussi 


-)'-[^^v;^^ 


On  fait  cette  fois  apparaître  deux  carrés,  et  ces  carrés  son! 
ceux  de  deux  foi-mes  linéaires  pouvant  renfermer  les  n  va- 
riables; mais,  en  même  temps,  la  partie  complémentaire. 

p  —  ^>  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  qui  ren- 
ferme, au  plus,  les  //  —  2  variables  autres  que  .r,  et  r.,. 

Ainsi,  d'après  ce  qui  précède,  on  peut  toujours  mettre  en 
évidence,  dans  la  fonction  /,  an  on  deux  carrés  de  formes 
linéaires  qui  peuvent  renfermer  les  n  variables.  Dans  l'hypo- 
thèse d'un  seul  carré,  il  reste  à  considérer  une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  contenant  au  plus  n  —  i  variables;  dans 
l'hypothèse  de  deux  carrés,  il  reste  à  considérer  une  fonc- 
tion homogène  du  second  degré  contenant  au  plus  n  —  2  va- 
riables. 

On  n'a  donc  qu'à  poursuivre  l'un  ou  l'antre  procédé  sur  l;i 
fonction  complénientaire;  et,  à  cluniue  carré  mis  en  évidenc(\ 
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iirespoiulra  la  disparition  d'uiu'  nouvelle  variable  dans  la 
nouvelle  fonction  à  décomposer. 

On  voit  par  là  qu'on  obtiendra  finalement  n  carrés,  si  les 
r  jelTicienls  de  la  fonction  /sont  généraux  ou  indéterminés. 
Dans  le  cas  contraire,  quelques-uns  de  ces  carrés  pourront 
m;inquer. 

looO.  Il  est  évident,  par  la  façon  même  dont  nous  venons 
de  procéder,  que  cette  décomposition  de  la  fonction  /  en 
.'/  carrés  peut  se  faire  de  plusieurs  manières,  suivant  l'ordre 
dans  lequel  les  différentes  variables  interviennent.  Si  cet 
ordre  change,  les  résultats  obtenus  sont  distincts. 

On  le  vérifie  directement  en  appliquant  à  la  question  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés.  Dés  que  n  est  plus 
grand  que  i,  le  nombre  des  coefficients  indéterminés  surpasse 
celui  des  équations  de  condition,  et  il  y  a  une  infinité  de  so- 
lutions ou  une  infinité  de  décompositions  en  n  carrés. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  ixn 
'\emple  de  la  méthode  directe  qu'on  vient  d'e\poser  (1549). 


Application. 

1531.  Soil  la  fonction  liomogène  du  sjcond  degré  à  trocs 
variables,  dont  les  coefficients  sont  supposés  indéterminés,  et 
qu'on  veut  décomposer  en  une  somme  de  trois  carrés. 

On  a 

/\,r,  )•,  :■)  =:  Aj"--i-  A'j)'---  A"^--r-  ^B  )•::  H-  2B' jrz  -i-  2B''.rj»-. 

En  ordonnant  par  rapport  à  u\  il  vient 

—  \j-~:-  ^{B'z  ^  B'r).z-  —  Vv'-^  .Vz--^  ^Brz 
^'[\--jc-2^2{B'z-^  B"^)-)A.r  -r-  \{\'y'-^Vz'--h  '^Bj;)] 

=  i;[Ax  +  (B'c+B"r)]^-!-A(A>^  +  A"--^+2B/.-)-(B'x:^B"j)M. 
Il  en  résulte 

-  •  .'Vr   '   B'--B"vV^  •    A(AV-f-  A-..M-  2Byz)  -  {W  z  +  B"  yY 
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On  ;i  (loiir  un  picmier  carré,  et  il  reste  à  décomposer  la 

(onction 

\ (  A'j^-  \"z-'-^  2hvz.)  —  {B'z^  B'yV- 
./.  -  ■  -  ^ 

On  a,  en  développant, 

,       AA'  v^ -^  AA" :.'- ^-  2  Ali  >■;  —  W'-z'—  2  B' B"  yz  —  B"'  v' 
•^•"  A 

ou,  en  ordonnant  pai-  iaj)port  à  /, 
fr-=\  [(  AA'-  B"ny'-  'iiAH  -  B'B")yz  -  (AA  -  B'^z'-] 

,    ^|^(AA       li    ).  vV-B"^     -J- 

On  trouve  ainsi  un  second  carré,  et  il  n'y  a  plus  à  considérer 
que  la  fonction 

_^  (AA'-  B'M  (AA^-  B"-^)  -  (  AB  -  B^B'')^    ., 
•^-^  A  AA'—  B"^ 

qui  devient,  en  développant  et  en  simplifiant, 

A  A'A''+  2BB'B''—  AB^-  A'B'^—  V'B"^    , 
J-i—  AA-B"2  ""'■ 

En  réunissant  tous  ces  résultats  et  en  posant 

,  1  _  .       AA'A"+2BB'B"— AB--A'B''-A''B"2 


A        '     A(AA'-B"^)         '  AA'— B"^  " 

V,r  +  B';;  ^  B"7=  X,     (  AA-  B'^)  >  -  (  AB  -  B'B'  )c  =  Y,     ^  _  Z, 

on  a  finalement 

On  peut  remarquer  cpie  \  est  la  demi-dérivée  partielle 

-/^.,  et  que  Y  est  la  demi-dérivée  partielle  -/,',.  multipliée 

par  A.  On  peut  aussi  remarquer  que  7  est  le  discriminant  A 
de  la  fonction/ (loii)  divisé  par  AA'— B"^  c'est-à-dire  divisé 
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par  le  mineur  de  première  classe  el  de  second  ordre  {\ï) 
nii'on  obtient  eu  supprimant,  dan?  le  discriminant  A,  la  der- 


suppi 

iiière  colonne  et  la  dernière  ligne. 


Des  décompositions  irréductibles. 

1552.  11  résulte  de  ce  qui  précède  (loi9)  qu'une  forme  qua- 
dratique contenant  n  variables  est  toujours  décomposable  en 
une  somme  de  n  carrés  de  formes  linéaires  ou  en  un  nombre 
moindre  au  moins  égal  à  i.  Mais,  une  fois  cette  première  dé- 
composition obtenue,  on  peut  indiquer  d'autres  décomposi- 
tions renfermant  un  nombre  quelconque  i\e  carrés. 

En  effet,  supposons  qu'on  ait  décomposé  la  forme  quadra- 
tique f  de  n  variables  en  une  somme  de  carrés  de  formes 
linéaires  représentée  par  2,  et  renfermant  au  moins  un  carré. 
Désignons  par  2^  la  somme  des  carrés  de  p  formes  linéaires 
des  mêmes  variables,  ces  formes  étant  cboisies  arbitraire- 
ment et  p  étant  quelconque. 

On  a  identiquement 

O,.^  i,— i,  est  une  forme  quadratique  des  n  variables  consi- 
dérées qu'on  pourra  toujours,  par  la  métbode  directe  de 
groupement  des  termes  (154-9),  décomposer  en  un  nombre 
de  carrés,  égal  ou  inférieur  à  n,  mais  au  moins  égal  à  i.  Par 
suite,  la  forme  quadratique  /  se  trouvera  décomposée  en  un 
nombre  de  carrés,  supérieur  à /^,  et  p  est  quelconque. 

1553.  Parmi  toutes  ces  décompositions  possibles  en  nombre 
infini,  il  est  naturel  de  cbercber  à  distinguer  celles  qui  ren- 
lermoni  le  plus  petit  nombre  de  carrés.  Elles  ont  pour  carac- 
tère commun  de  ne  pouvoir  être  remplacées  par  une  autre 
décomposition  contenant  un  nombre  moindre  de  carrés.  On 
<lit  alors  qu'elles  constituent  une  décomposition  en  une  somnir 
lie  carrés  irréductible. 

Nous  allons  montrer  (lue  la  décomposition  en  carrés  est 
réductible  ou  irréductible,  suivant  que  les  formes  linéaires 
élevées  au  carré  dans  cette  décomposition  sont  elles-mêmes 
dépendantes  ou  indépendantes  (  1535). 
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155^.   LovsfjH' mit'  forme  fjuaclraLi(jue  f,  de  n  variables  x^, 

.T.2, r,,,  est  décomposée  en  p  carrés  de  formes  linéaires 

dépendantes,  on  peut  la  décomposer  en  un  nombre  moindre 
de  carrés  de  formes  linéaires. 

Supposons  que  (9)  représcnlc  une  forme  linéaire  des  va- 
riables, y  compris  le  facteur  numéiique  fiuo  celte  forme  iieni 
admettre,  et  f|n'on  ait 

(i)  /=9,-  +  9'j  +  ...  +  9;,. 

Les  formes  linéaires  (9)  étant  dépendantes,  on  a  (1535),  les 
coefficients  (À)  n'étant  pas  tous  nuls, 

(  9.  )  À,  9i  —  À,  90  -i-  .  .  .  T-  >./, Op  =  o. 

Admettons  que  /./,  soit  diiTérent  de  zéro.  On  (iéduit  de  la 
ri'lalion  (2) 

Op  — 


>v. 


et  l'identité  (i)  devient 


'i>-\ 


f=ol+ol-h.. 

(  1  /><•«)  \  / Ài  91  +  À, 9,  H-  ...  -h  /.,,_ 


/, 


p-i9p-\  Y 


Si  l'on  regarde  alors/  comme  une  forme  quadratique  des 
nouvelles  variables  9,,  92,  . .  .,  Op-i,  on  pourra,  en  employant 
la  méthode  de  groupement  des  termes  (lo^i.9),  la  décomposer 
en  une  somme  de  p  —  i  carrés  au  plus  de  formes  linéaires 
des  variables  9,,  92,  . . .,  9/^-1,  ou  des  variables  primitives  .r^, 
j'o,  . . .,  .r„.  Par  suite,  la  décomposition  (i)  pouvant  être  rem- 
placée par  une  autre  décomposition,  contenant  un  nondjre 
moindre  de  carrés,  n'est  pas  irréductible  (1353). 

1555.  Lorsqu'une  forme  quadratique  f,  de  n  variables  .r{, 
■i'.2,  .  .  .,  ir„,  est  décomposée  en  p  carrés  de  formes  linéaires 
indépendantes,  cette  décomposition  est  irréductible. 

Les  formes  linéaires  étant  indépendantes,  le  nombre  n  des 
variables  ne  peut  pas  être  inférieur  au  nombre  p  de  ces 
formes  (1536);  mais  il  peut  être  égal  ou  supérieur  (1537. 
1538).  On  a  donc  deux  cas  à  distinguer  : 
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Soil  d'abord  n  =/>. 

11  faut  prouver  qu'il  n'existe  aucune  décomposition  conte- 
nant moins  de  p  carrés  et  reproduisant/.  Représentons  les 
formes  linéaires  de  la  première  décomposition  par  (9),  el 
les  formes  linéaires  d'une  seconde  décomposition  réduite 
(regardée  comme  possible)  par  {^),  en  admettant  que  ces 
symboles  comprennent  les  facteurs  numériques  qui  peuvent 
affecter  les  formes  linéaires  correspondantes.  Il  s'agit  de 
monlrcr  que  l'identité 

(0  9l  +  ?2  +  ----)-?^~^i  +  ']^l  +  ---  +  '-P^-i 

est  im|)ossible. 

En  prenant  les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de 
cotte  identité  par  rapport  aux  variables  a-^,  x.>,  .  .  .,  jc,,  [/?  =:  /?], 
et  en  les  égalant  à  zéro,  on  obtient  un  système  de  p  équa- 
tions linéaires  et  bomogènes  (dont  on  peut  diviser  les  deux 
membres  par  2).  En  considérant  alors  les  formes  (cp)  comme 
nouvelles  variables,  le  déterminant  de  ce  système  est  celui 
des  coefficients  des  variables  primitives  dans  ces  mêmes 
formes,  et  il  ne  peut  être  nul  puisque  les  formes  (9)  sont 
indépendantes  (1537).  Le  système  des  variables  (9)  n'ad- 
mettra donc  pas  d'autres  solutions  (101)  que 

91  =  0,  9-2=0,  ...,  9;,=  o. 

Mais,  si  l'on  revient  dans  ce  système  aux  variables  primitives, 
le  déterminant  reste  le  même,  et  l'on  n'a  pas  d'autres  solu- 
tions pour  ces  variables  que 

.r,  =^  o,  ,r.^  =0,  .  .  . ,  X j,-:^  (). 

D'aune  pari,  si  l'on  opère  de  la  même  manière  relativemeni 
au  second  membre  de  l'identité  (i),  on  obtient  un  système 
d'c'qualions 

'J;i  =  o,  '-1^0=0,  ...,  •|/,._i  =  o, 

dont  les  solutions  devraient  être  identiques  aux  précédentes. 
Or,  ici,  le  nombre  des  variables  surpasse  celui  des  équations. 
I*ar  conséquent,  ce  second  système  est  indéterminé  (101)  et 
admet  une  infinité  de  solutions  autres  que  zéro  pour  les  va- 
riables ^1,  ^2,  •  •  ■  1  -^n- 

Lorsque  l'on  a  nz^p,  l'identité  (i)  ne  peut  donc  pas 
exister. 
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Soit  maintenant  n  >- /?. 

Eu  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  du  premier  membre 
de  l'idenlilé  (i)  par  rapport  à  ^i,  x.y,  . . .,  x„,  et  en  prenant 
pour  nouvelles  variables  les  formes  (o),  on  obtient  n  équ.i- 
lions  contenant  p  variables,  les  coefficients  de  ces  variable» 
étant  les  coefficients  des  variables  primitives  dans  ces  mêmes 
formes  (9). 

Ces  formes  étant  indépendantes  par  bypotbèse,  les  déter- 
minants du  y;''-"!''  ordre,  obtenus  en  supprimant  de  toutes  les 
manières  possibles  n  — p  équations  sur  les  n  équations  con- 
sidérées, ne  seront  pas  tous  nuls  (1538),  Il  n'y  aura  donc  pas 
indétermination,  et  le  système  des  variables  (9)  n'admettra 
pas  d'autres  solutions  (101)  que 

9,1=0,         9,=:o,  ...,         9,,  =ro. 

Mais,  si  l'on  revient  dans  ce  système  aux  variables  pri- 
mitives j:-,,  jco,  ....  ^„,  on  a  n  inconnues  el  p  équations, 
de  sorte  qu'il  y  a  pour  ces  inconnues  indétermination  df 
l'ordre  n  —  p. 

En  raisonnant  de  même  par  rapport  au  second  membre  de 
l'identité  (i),  on  arrive  au  système 


o,         •4'2='5'         •••'         Vp-i  =  o. 


dont  les  solutions,  ])ar  rapport  aux  variables  primitives,  de- 
vraient être  identifjues  aux  précédentes.  Or,  ces  solutions 
seront  bien  indéterminées,  mais  l'ordre  de  leur  indétermi- 
nation sera  n  —  />  -^  i . 

Il  s'ensuit  que  l'identité  (n  ne  peut  pas  avoir  lieu,  et  (|ue 
la  décomposition  de  la  forme  quadratique  /  est  irréductible 
dans  ce  second  cas  comme  dans  le  premier. 

1556.  La  méthode  directe  par  réduction  (15i9)  conduit  à 
une  décomposition  irréductible. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  d'établir  que  les  formes  linéaires, 
que  cette  métbode  met  en  évidence,  sont  indépendantes  (1555). 

Or,  quand  une  forme  quadratique  /,  de  n  variables,  con- 
tient au  moins  le  carré  de  l'une  d'elles,  x^  par  exemple,  on 
sait  que  l'on  peut  mettre  en  évidence  un  premier  carré  d'une 
forme  linéaire  contenant  les  n  variables,  augmenté  d'une 
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autre  forme  quadratique  ne  contenant  plus  .ri.  Il  y  a  donc  né- 
cessairement indépendance  entre  la  première  forme  linéaire 
et  celles  qu'on  peut  déduire  par  le  même  procédé  de  la  se- 
conde forme  quadratique,  de  sorte  que  la  décomposition  de  /' 
ainsi  poursuivie  sera  bien  irréductible. 

Si  la  forme  quadratique  /  ne  contient  le  carré  d'aucune 
(les  variables  qui  y  entrent,  elle  renferme  le  produit  de  deux 
d'entre  elles,  j-i  et  .r,  par  exemple.  On  peut  alors  mettre  en 
évidence,  par  une  première  opération,  deux  carrés  de  formes 
linéaires  contenant  les  n  variables,  tandis  que  la  partie  com- 
plémentaire est  une  seconde  forme  quadratique  qui  ne  ren- 
ferme plus  jTi  et  J-.2-  Il  y  a  donc  nécessairement  indépendance 
entre  les  deux  premières  formes  linéaires  et  celles  qu'on  peut 
déduire  de  la  seconde  forme  quadratique  en  appliquant  le 
même  procédé,  de  sorte  que  la  décomposition  de  /ainsi  con- 
tinuée sera  bien  encore  irréductible.  On  peut  aller  plus  loin 
et  montrer  que  les  deux  premières  formes  linéaires  obtenues 
sont  elles-mêmes  indépendantes,  c'est-à-dire  r[u'on  ne  peut 
pas  avoir  (1535),  en  désignant  par  a  et  ^  deux  constantes  dif- 
férentes de  zéro  et  en  se  reportant  au  n^"  15i9, 


'( 


.r.,    ,-        a  —  V  \  ,  .r,  —  j?,     - 


VA    /  \  ^  2V  A    ^ 


En  effet,  cette  identité  exige  que  les  coefficients  de  j:',  et  de 
r,  soient  nuls  ou  qu'on  ait  a  —  ,3  =  o  et  3:  —  p  =  o,  ce  qui 
i-ntraine  a  ^  o  et  [3  ^  o. 


Décomposition  d'une  forme  quadratique  en  carrés,  par  l'emploi 
d'une  substitution  linéaire. 

1557.  Soit  une  forme  ([uadraliquo  /  de  n  variables,  à 
laquelle  nous  ferons  subir  une  substitution  linéaire  (1535). 
admettons  que  cette  substitution  ait  produit  la  décomposi- 
tion de  la  forme  /  en  /i  carrés,  tels  que 

(Ai,()^^'i  -^  A.2,o.r.,^  A:j,o.r3-i-  ...  4-  A„,oa-„)-. 

(Le  premier  indice  répond  dans  cbaque  terme  à  la  variable 
associée  et  le  second,  au  rang  du  carré  dans  la  décomposition 
obtenue.) 

11  y  a  identité  entre  la  fonction  /  et  la  fonction  trans- 
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lorniÔL'  r,  de  sorte  ([u'on  peut  poser  symljoli(|ueincii!  (Io4-0) 

,  i  =  n    j  =^n 


(') 


Il  y  a,  en  général  ( looO,  1552),  une  infinité  de  S3'stèines  de 
valeurs  des  indéterminées  (A),  (jui  rendent  idenli(|ues  les 
deux  membres  de  la  relation  (i).  Choisissons  l'un  d'eux,  el 
posons  pour  ce  système  les  é(|uations 

iXi  :=  Ai,i  i3"i  -!-  Ao^i  œ.2-\- .  .  ■  -^r  A,j^i  X,,, 

'"  •; •■-, • 

l   X« —    ii.Tî'^i  "T- A.>_„.z.> -l- .  .  .  4- A,2j„  J:'». 

Si  le  déterminant  J)  des  coefficients  des  variables  .r.,  œ.^,  . . . , 
^„,  dans  les  équations  (2),  n'est  pas  nul,  on  pourra  tirer  de 
ces  équations  des  valeurs  finies  el  déterminées  (82)  pour  ces 
mêmes  variables,  et  l'on  aura  (80) 

-^  )     ^2  =  ^1,2  X,  +   ^2,2  X2  4-  .   .   .  -H  a,,.,2  X„, 

\    '^n^-—  ^'l,n  -^1  "T~  ^-1,11  -^2  +  •  •  •  "H  ^«,/i  -^/i- 

Cette  substitution  linéaire  transformera  alors  la  forme  (lua- 
(Iratique  /'en  une  somme  de  n  carrés,  et  l'on  aura 

/=X?+X^  +  XJ-t-...^-X^ 

Nous  avons  trouvé  précédemment  (iSiO),  pour  l'expression 
de  lu  domi-dérivée  partielle  de/ par  rap])ort  à  jcj, 

c'est-à-dire 
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78. 


Comme  on  a  aussi 


0  =  1 


on  peut  en  déduire  également  (564),  en  prenant  les  demi- 
dérivées  partielles  des  deux  membres  par  rapport  à  a-,, 


ù  =  « 


(5)       l/;_=  V(A,,oJ:-i-l-A2,o.f24-. .  .  + A„,oJ?„)A,-,o. 


fj  =  i 


En  comparant  les  valeurs  (4)  et  (5j,  on  trouve  [le  coel!;- 
cient  de  ^/,  dans  la  relation  (5)  étant  -'u,6] 


0:=« 


a;^/,  =  ^AA-j)\f,':, 


0  =  1 
pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i  et  / .  On  a  donc 

(^6)  rt,-,A  —  A/,iAA-,i-f- A,-,2  A^.,2'r--  •  .-h  A/,„  A/,,,i. 

Mais  le  discriminant  A  de  la  forme  /  est  précisément  (1543) 
le  délerminant 

f'1,1      «^'1,2     "1,3 


A  = 


«2,1         ^5,2         '"'2,3 


"'     \ 


1    «„,i       '''n,i       <^n,i        ■ 

tandis  qu'on  n,  pour  le  déterminant  D  des  équations  (■*),  en 
prenant  les  colonnes  pour  les  lignes  et  inversement, 

Al,l       A|,2       Ai,:5       .  .  .       A,,„ 

j^_    A,,,     A,. 2     A2.,      .    •     A2.„ 

I  A„,i     A„,2     A„,i     .  .  .     A„,„ 

Or,  d'après  la  relation  (6)  cl  l'expression  du  carré  d'un  déter- 
minant (73),  on  a  évidemment 

(7)  ■^='»=- 

Ainsi,  le  (liscriminaiU  de  hi  ionne  qiMcliatii|ue  esl  épil  an 
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ciii-ré  (lu  délermiiianl  des  équations  (■?)  [par  lesquelles  on 
repasserait  de  la  transformée  F  à  la  ionclion  donnée/]. 

D'ailleurs,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
substitution  linéaire  qui  transforme  /  en  une  somme  de  n 
carrés  puisse  être  effectuée,  c'est  que  le  déterminant  I)  soit 
différenl  de  zéro  ou,  ce  qui  revient  au  même  d'après  la  rela- 
tion (7),  que  le  discriminant  ou  l'invariant  A  de  la  forme  qua- 
dratique/soit  différent  de  zéro. 

En  résumé,  tant  que  le  discrimina  ni  de  la  foi  me  quadra- 
lifjue  considérée  n'esL  pas  nul,  on  peut  la  décomposer  par  un 
substitution  linéaire  en  une  somme  formée  d'autant  de  carres 
que  la  forme  contient  de  variables.  C'est  ce  qui  devient  im- 
possible, lorsque  le  discriminant  de  la  forme  est  nul. 

Nous  allons  préciser  davanlaire  ce  résultat  important. 

Conditions  relatives  au  nombre  des  carrés  de  la  décomposition, 
lorsque  ce  nombre  est  moindre  que  celui  des  variables  de  la 
forme  quadratique. 

1558.  Pour  qu'une  forme  quadratique  f  de  n  variables 
puisse  se  décomposer,  d'une  manière  irréductible,  en  moins 
de  n  carrés,  il  faut  et  il  suffit  que  son  discriminant  A  soit 
nul. 

Supposons  p  <<  n,  et  soit 

f^\\-\\^...~\l. 

J^es  formes  linéaires  Xi,  X^,  . .  .,  X,,  sont  nécessairement  in- 
dépendantes, sans  quoi  la  décomposition  ne  serait  pas  irré- 
ductible (155i).  D'ailleurs  (101),  le  système  obtenu  en  égalant 
à  zéro  ces  formes  linéaires  admet  une  solution  où  les  valeurs 
des  inconnues  ne  sont  pas  toutes  nulles. 

D'autre  part,  il  est  clair  que  les  demi-dérivées  partielles  de 

/,  telles  que  -/j-,,  sont  des  formes  linéaires  des  (X).  La  solu- 

lion  indi([uée  annulera  donc  les  demi-dérivées  partielles  par 
des  valeurs  des  variables  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles.  Il  en 
résulte  que  le  déterminant  des  demi-dérivées  partielles  ou  le 
discriminant  de/(loi3)  est  nul  (103). 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  la  décomposition  contient,  dune 
manière  irréductible,  moins  de  carrés  qu'il  n'y  a  de  variables, 
l(î  discriminant  A  est  nul. 
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Inversement,  supposons  A  =:  o  et  admeltons  pour  un  in- 
stant qu'on  ail 

Il  y  aura  entre  les  demi-dérivées  partielles  de  la  forme  qua- 
dratique /  (dont  le  discriminant  A  est  le  déterminant),  ou 
(Mitre  ces  dérivées  partielles  elles-mêmes,  certaines  relations 
linéaires  et  homogènes  (105),  et  au  moins  une,  de  la  forme 
[tous  les  (À)  n'étant  pas  nuls] 

(  '-i  )  À 1  /.-,  -4-  ).2  /r,  4-  .  .  .  ^  >.„  /a„  ^  O .  .  X  ^^ 

Ces  dérivées  partielles  étant  toujours  des  formes  linéaires 
des  (X),  telles  que 

(3)  /r,=  «1.1^1+  SI/^oXo-H-  .  --t-  a,-,„X„, 

^i  on  les  remplace  par  leurs  valeurs  dans  la  relation  {2).  il 
vient  évidemment,  en  ordonnant  par  rapport  aux  (X), 

-  (A,  ai,2    -4  Ào  2^2.2^-  •  ■+>'«««. -2  )X2 

!  +  (>•!  y-i.n  +  h  y-i.n ^  ■  - .  —  >■«  5^«,«) X„  =  O. 


Ins 


Si  tous  les  coefficients  des  (X)  ne  sont  pas  nuls,  la  relation 
(2  bis)  prouve  que  l'une  de  ces  formes  linéaires  peut  s'ex- 
primer en  fonction  des  autres.  Si  tous  les  coefficients  des  (X) 
sont  nuls  dans  cette  relation,  le  déterminant  des  coefficients 
(y.)  des  (}.)  est  forcément  nul  (lOi);  ce  qui  entraîne  encore 
certaines  relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  (X)  dont 
les  (a)  sont  les  coefficients  dans  les  équations  analogues  à 
l'équation  (3)  [91],  et  la  même  conclusion  suhsiste. 

La  forme  quadratique  /  ne  renfermera  alors  au  plus,  par 
l'élimination  de  l'une  d'elles,  que  n  —  i  variahles  (X).  La  mé- 
thode de  réduction  (lo'+9)  ne  pourra  donc  ramener /à  plus 
,1e  /,  —  I  carrés  de  formes  linéaires  de  ces  mêmes  variahles 
(pii,  par  suhslitution,  deviendront  n  —  i  carrés  de  formes 
linéaires  des  variahles  primitives  ^1,  a-.,,  .  .  .,  .r„. 

Le  théorème  est  donc  étahli. 
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lo.'iî).  /'du/'  fjii'tinc  forme  r/uarlralù/uc  file  a  variables  sr 
décompose,  d'une  manière  irréductible,  en  une  somme  de 
p  carrés  déformes  linéaires  de  ces  variables  {p  <  n),  il  faut 
et  il  suffit  que.  son  discriminant  A  étant  nul,  les  mineurs  de 
ce  délerndnant.  d'ordre  p  -h  i  ou  de  classe  n  —p  —  i,  soient 
tous  nuls,  sans  que  la  même  condition  soit  remplie  par  1rs 
mineurs  d'ordre  p  ou  de  classe  n  — p  {\k). 

Supposons  (Hi'on  ail 
On  a,  à  la  lois  (  loi3),  les  n  varial)los  étant  x^,  x.^. ,■„, 


^^)  X,=  a;,ij:'i+  3{,-,2^'2^.  .  .-4-  a,-,„^„. 

En  api)li(|uant  alors  le  théorème  des  fonctions  composées 
(567)  à  réqnalion  (i),  il  vient 

Le  discriminant  A  étant  le  déterminant  des  coefficients  des 
demi-dérivées  partielles  (1543),  considérons  Y  un  quelconque 
de  ses  mineurs  d'ordre  y>  + 1.  On  peut  admettre  que,  par  des 
changements  permis,  on  ait  amené  ce  mineur  à  occuper  les 
p  +  i  premières  colonnes  de  A,  en  faisant  concorder  les 
indices  des  variahles  avec  les  rangs  des  colonnes.  On  fera 
ainsi  intervenir  les  coefficients  des /;  +  i  variahles  ^,,  ^,,  ..., 
./•/,+!.  Annulons  les  n—p  —  i  autres.  Les  relations  telles  que 
('i)  et  (3)  contiendront  alors  seulement  les  p -i- 1  premières 
variables,  et  leurs  premiers  membres  deviendront,  si  Iom 
veuf,  o'i  et  X;  pour  a-^^.  =  Xp+,  =  .  ..~x„  =  o. 

Mais  les  équations  X;  ^o  (/  =  i,  2,  3,  ...,p),  contenant 
p-\-i  variahles  et  étant  en  nombre /^  admettront  une  solution 
où  toutes  les  valeurs  des  inconnues  ne  seront  pas  nulles  {iOl  ). 
Pour  cette  solution,  tous  les  9:  [équations  (4)  et  (2)]  s'annu- 
leront, de  sorte  que  le  déterminant  des  coefficients  des  va- 
riables conservées  [équation  (2)]  a;,  uu,  . ..,  .r,,.^,,  sera  lut- 
memeéi^alù  zéro,  puis(iuc  toutes  ces  variahles  ne  sont   pa> 
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nulles  (101).  Ce  déterminant  n'est  d'ailleurs  auli-e  chose  que 
le  mineur  d'ordre  p  -h  i  considéré  dans  le  discriminant  A. 

Le  même  raisonnement  pouvant  être  répété  pour  tous  les 
mineurs  d'ordre  />  — i,  ces  mineurs  sont  tous  nuls,  et  il  en  est 
nécessairement  de  même  des  mineurs  d'ordre  />-r-2,/JH-3,  ..., 
jusqu'au  discriminant  A  lui-même. 

Ainsi,  la  décomposition  irréductible  de  la  forme /de  n  va- 
riables en  p  carrés  entraîne  la  nullité  de  tous  les  mineurs 
d'ordre  />  +  i  de  son  discriminant  A. 

Supposons  maintenant,  réciproquement,  que  tous  les  mi- 
neurs d'ordre  p  + 1  du  discriminant  A  soient  nuls,  sans  que 
tous  les  mineurs  d'ordre  p  remplissent  la  même  condition  : 
on  pourra  alors  décomposer,  d'une  manière  irréductible,  la 
forme  quadratique /  en/»  carrés. 

Prenons  Vun  quelconque  des  mineurs  d'ordre  p  qui  ne  sont 
jias  nuls.  On  peut  admettre,  comme  précédemment,  qu'on  l'a 
amené,  par  des  changements  convenables,  à  occuper  les  p  pre- 
mières lignes  et  les  colonnes  3,,  ,82,  ...,  '^j,,  du  discriminant  A. 
Ce  mineur  sera  alors  exprimé  de  la  manière  suivante,  et  l'on 
aura,  par  hypothèse, 


ah 

Cl'- 


On  a  en  même  temps,  en  bordant  ce  déterminant  comme  il 
est  indiqué. 


(t3) 


O'i'        a'f- 


ait'        ci't' 


a^'  ,      a?' , 


2  .^  «^       - 


En  effet,  si  l'on  décompose  ce  dernier  déterminant  en  raison 
des  n  éléments  polynômes  de  la  dernière  colonne  (06),  on  oh- 

De  C.  —  Cours.  IV.  jo 


-8() 


ALOKBP.F,    SUPi:niEUnK. 


tifiil  //  (Irleriiiiiiaiils  de  la  forme  (nous  écrivons  seulement 
[voir  é(|ualion  (  >.)]  «f,  ai,  .  .  .,  au  lieu  de  «/,,,,  «yi,.,,  . .  .) 


{Ghis] 


ah 


p+ii 


/' 


«f 


•2^/1, 


%, 
i>+ii 


/.■ 


et  tous  ces  déterminants  sont  nuls  :  les  uns,  identiquemeni, 
si  l'on  donne  à  /.  les  valeurs  [3,,  3,,  . . .,  (3/„  puisqu'ils  ont  alor^ 
deux  colonnes  identiques  {kl);  les  autres,  comme  mineurs 
d'ordre  /^h-i,  si  l'on  donne  à  /.  les  autres  valeurs  entières  j 
entre  i  et  n,  y  compris  ces  deux  limites.  i 

Il  résulte  de  la  nullité  du  déterminant  (6),  qu'il  existe  (104) 
une  relation  linéaire  homogène  entre  les  demi-dérivées  par- 
tielles qui  y  entrent,  de  sorte  qu'on  pourra  obtenir  -  fx„_h  G" 

fonction  des  autres  demi-dérivées  partielles  -  f',- ,  -  f',- 

-  fy.  .  Le  coefficient  de  -  /,  ^,  dans  cette  relation  est  précisé- 

ment  le  mineur  d'ordre/)  considéré  spécialement  [relation  (5)]. 
Comme  ce  qu'on  vient  de  dire  s'applique  pour 

h  =  i,r>/3,  ..  .,  n  —p. 

on  voit  qu'on  pourra  obtenir  les  n  —  p  demi-dérivées  par- 
tielles -/i,^,»  r/.r,,^-;.  ••  •'  7/.v„^  en  fonction  des  p  premières 

Cela  posé,  on  peut  écrire,  en  remplaçant  [étiualion  (  O]  / 
par  [3/  et  en  mettant  cet  indice  en  exposant, 


(7)     -/r.     =«?'-^l+  (il'-^l 

et  l'on  a,  évidemment, 

C9 


«?'^P 


(8)  /■=i/;,^■,^■i/;.••^.^ 


^/;, 


iy:;, 


+  i/:.- 
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D'ailleurs,  en  bordant  le  déterminant  (5)  comme  ci-dessus, 
après  avoir  échangé  les  lignes  et  les  colonnes,  on  a 


{9) 


a?-. 


'i  'i 


«3, 
3. 


a 


n 


/;„ 


En  effet,  dans  la  dernière  colonne,  les  (Gf^.)  se  décomposent 
en  p  termes  de  la  forme  «|'>r/,.,  et  o  se  décompose  en  p  termes 

de  la  forme  -/^^..iC/,.  Le  déterminant  (9)  se  décompose  donc 


lui-même 

en 

p  déterminants  de 

la  forme 

«?■        «^'        ■•• 

-i    -i 

a\'-        4        •  •  • 

((,to) 

0.            '=. 

(o'v        a^h' 

i/;,  ^/:.  ... 

Ir       If 

JClc, 


et  tous  ces  déterminants  s'évanouissent  comme  ayant  deux, 
colonnes  identiques,  quand  on  fait  varier  k  depuis  i  jusqu'à  p. 

Remplaçons  maintenant  dans  le  déterminant  (9),  dont  nous 
venons  de  démontrer  la  nullité,  les  (GPO  et  9  par  leurs  valeurs 
déduites  des  relations  (7)  et  (8). 

9  comprendra  n  —  p  -^  i  termes,  et  il  en  sera  de  même  des 
(G^O-  Oïl  pourra  donc  décomposer  le  déterminant  (9)  [qui 
est  nul]  en  n  — />  -r- 1  autres  déterminants.  Le  premier  de  ces 
déterminants  sera 


(iO) 


a^'         «î^' 


ih         a>- 


ih         ah 


''    -/:. 


"f; 

ïA, 

„% 

2  Ai 

1 

ai]. 

2  Ap 

^/v 

/ 
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Les  II  —  p  (léierniinants  qui  le  suivent  sont  évidemment  {oh) 
<le  la  forme 


a'v 


./;, 


ai- 


ri'iv 


-J- 


«;;■ 


a'- 


a'v 


ai'' 
a?'- 


l>-¥h 


-■ />-!-/:> 


P-H/.      I 


et  chacun  d'eux  est  nul,  d'après  le  calcul  développé  précé- 
demment relativement  au  déterminant  (6),  dont  ces  n — p 
déterminants  ne  diffèrent  que  par  l'échange  des  lignes  et  des 
colonnes.  Il  en  résulte  que  le  premier  déterminant  (lo)  doit 
être  nul  lui-même,  et  l'on  ohtiendra  ainsi  /  comme  fonction 

quadratique  de  -/;,,  -/.,',, 


-/;  et  de  -/;., ,  -/;. 


Mais  nous  avons  vu,  à  la  fin  de  la  première  partie  de  cette  dé- 
monstration, qu'on  peut  obtenir  -/î   .,,  -/i-^.,  ..-,  - f'.i„  et. 

Il  I  ; 

en  fonction  de  -/j  . 


a  Jorliori,    -^  J ,        -./.,,^, 


/', 


Il  faut  donc  en  conclure  que,  toute  réduction  faite,  /est  une 
forme  quadratique  qui  ne  contient  que  ces  dernières  formes 
linéaires  qui  sont  en  nombre/»,  c'est-à-dire  que  sa  décompo- 
sition irréductible  comporte  seulement  /?  carrés  :  c'est  ce  qu'il 
s'agissait  de  prouver  (  '). 


Conditions  pour  qu'une  forme   quadratique  se  réduise  à  un  carré 
parfait  ou  à  un  produit  de  deux  formes  linéaires. 

loGO.  Pour  (jue  la  forme  quadratique  soit  un  carré  parfait 
(sauf  un  coefficient  numérique),  il  faut  que  sa  décomposition 
irréductible  ne  renferme  qu'un  carré.  Il  suffit  donc,  pour 


(  '  )  Voir  à  ce  sujel  un  .Mémoire  de  M.  Bieuler  sur  les  Équations  linéaires 
{Mouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i'  série,  t.  X\,  i88o),  et  les  iVo/es 
autographiées  du  Cours  de  Matlicmaliques  spéciales  de  M.  Poujade,  au 
lycée  de  Lyon,  année  i88t-i882. 


ALOÈBRE    SUPÉRIEURE.  789 

trouver  les  conditions  nécessaires,  de  faire/?  —  i  dans  l'énoncé 
du  théorème  précédent  (loo9). 

Par  conséquent,  pour  qu  une  forme  quadratique  soit  carré 
parfait,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  mineurs  du  second  ordre 
de  son  discriminant  soient  nuls,  sans  que  cette  condition  soit 
remplie  par  les  mineurs  du  premier  ordre  ou  par  les  éléments 
mêmes  du  discrijninant. 

1561.  Reprenons,  par  exemple,  la  forme  quadratique  à  trois 
variables  (1551) 

/(.r,  r,  z)  =  Ax--^  A'.v-+  A"^-+  iViyz  ^  2B'jc:  +  2B"j:.>-. 

Le  discriminant  est  ici 


I  A      B"     \i 

A  =  '  B"     A'     B 
B'     B      A' 


AA'A  —aBB'B'-AB^-  A'B'--A'B"-. 


Pour  que  la  forme  soil  un  carré  parfait,  tous  les  mineurs 
du  second  ordre  de  A  doivent  être  nuls,  et  l'on  doit  avoir 


A' 

B 

B 

A" 

B" 

B' 

B 

A" 

B" 

B' 

A' 

B 

~o, 


o, 


r=0, 


B" 

B 

B' 

A" 

A 

B' 

B' 

A" 

A 

B' 

B" 

B 

o, 


=  o, 


=  o. 


B" 

A' 

B' 

B 

A 

B' 

B' 

B 

A 

B" 

B" 

A' 

o, 


o, 


Il  est  facile  de  voir  que  ces  conditions  se  réduisent  à  trois. 
Trois  d'entre  elles  se  reproduisant  deux  fois,  on  n'a  en  réalité 
à  considérer  que  les  six  conditions 


(') 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 


A'A"  =  BS 
A  A'    =B^ 
AA'   =:B"-, 
A"B"=BB', 
A'B'  =  BB", 
AB    —  B'B". 
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f.es  mineurs  du  |)reuiier  ordre  ne  devant  pas  être  tous 
nuls,  supposons  A  difTérenl  de  zéro,  et  considérons  les  éga- 
lités (2)>  (3),  (6),  où  entre  A. 

En  conibinanl  les  égalités  (3)  et  (6)  par  division,  on  a 

A  A'         B"-  A'       B"     ,,     ,.  .  -^i 

a¥  ~  \i'W       ""        'H^W    t*^^^''^^  ^^)]  = 

en  conibinanl  ('2)  et  (6),  on  a 

AA"         B'-  \"        n'      ,  ,      ,.,,,,-, 

AB=^B'B^          ""  1Ï  =  W'     l^g»'»t^(^)^- 

enfin,  en  combinant  (2)  et  (3),  on  a 

AA"       B"       A"2  1         A"     , ,     ,.,,.■, 

TV^B^'^B^         o"  V'^B^     [esa'ite  (i)]. 

Les  six  conditions  précédentes  se  réduisent  donc  aux  trois 
suivantes  : 

A      B    i  A      B'  A      B' 

■^  :  =:  O,  -—  (),  rr:  O, 

B"     A'   !  B'     A'  B"     B    j 

c'est-à-dire  à  la  nullité  des  trois  mineurs  distincts  du  second 
ordre,  où  entre  le  mineur  du  premier  ordre  A,  supposé  diffé- 
rent de  zéro. 

Si  l'on  revient  au  discriminant  A,  on  tire  facilement  des 
conditions  trouvées,  mises  sous  la  forme 

AA'=rB'-,         \A'  =  B'^         \B  =  B'B', 

les  deux  suites  de  rapports 


A        B 

B' 

B' 

A'        Jî 

B"  ~  A    ' 

=   ¥' 

W  ~ 

B  ~  A' 

Lorqac  la  forme  quadratique  de  trois  variables  est  un  carre 
parfait,  deux  lignes  quelconques  de  son  discriminant  A  ont 
donc  leurs  éléments  proportionnels  [ce  qui  assure  à  la  fois  la 
nullité  du  discriminant  (55)  et  celle  des  trois  mineurs  du 
second  ordre  indiqués].  Cette  propriété,  comme  il  serait 
facile  de  l'établir,  est  générale  et  s'étend  à  une  forme  de 
n  variables. 

Enfin,  si  nous  nous  reportons  à  la  décomposition  en  trois 
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carrés  de  la  même  fonction  f{jr,r,z),  telle  que  nous  l'avons 
effectuée  précédemment  (lool),  nous  avons  obtenu  d'abord 

/=^(K.r-^B'z^B"yy--^f„ 

et  l'on  vérilie  immédiatement  que  la  forme  complémentaire 
/i  s'annule  d'elle-même  lorsque  les  conditions  que  nous 
venons  de  trouver  sont  satisfaites,  /se  réduit  donc  bien  alors 
à  un  carré  parfait,  sauf  un  coefficient  numérique. 

1502.  Cbercbons  encore  les  conditions  pour  qu'une  forme 
quadratique  se  réduise  à  un  produit  de  deux  formes  linéaires 
ou,  d'après  ce  qui  précède  (154-9),  à  la  somme  de  deux 
carrés. 

En  faisant  /:>  =  2  dans  l'énoncé  du  tbéorème  fondamental 
(  loo9),  on  voit  (lue  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre  du 
discriminant  de  la  forme  doivent  être  nuls,  sans  que  la  môme 
condition  soit  remplie  par  les  mineurs  du  second  ordre. 

Si  l'on  considère  la  forme  quadratique  à  trois  variables,  il 
faut  donc  que  son  discriminant  A  soit  nul.  et  que  les  mineurs 
du  second  ordre  ne  soient  pas  tous  nuls. 

Ov,  quand  on  la  décompose  d'une  manière  générale  en 
trois  carrés  (lool),  on  a 

la  valeur  du  coefficient  y  étant 

_         A 
"^  "  AA'— H"^* 

Si  le  mineur  du  second  ordre 

!  B"    A'  I 

est  supposé,  en  particulier,  différent  de  zéro,  la  condition 
A  -  -  o  entraîne  y  :=  o,  et  l'on  a 

/( X, /,  z)  =  y.\^~^\''-zz:za\'-~p /2 Y^ 

=  (  X  v/â  -i-  Yi  v/^)  ( \  vâ  -  Y / v3). 
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Loi  d'inertie  des  signes  des  formes  quadratiques. 

1563.  Supposons  que  les  coefficients  des  formes  quadra- 
tiques considérées  soient  réels,  hypoliiùse  que  nous  n'avon- 
pas  eu  besoin  d'invoquer  jusqu'à  présent.  En  appliquant  alor> 
la  méthode  de  réduction  (loW)  à  une  pareille  forme,  il  peut 
se  faire  que,  dans  quelques-unes  des  formes  linéaire^ 
obtenues,  on  ait  à  mettre  \^^  ou  /  en  facteur.  La  form- 
quadratique  sera  alors  décomposée  en  une  somme  de  carré> 
de  farmes  linéaires,  chacun  de  ces  carrés  étant  affecté  d'un 
coefficient  positif  ou  négatif. 

On  peut  alors  démontrer  le  théorème  suivant,  qu'on  dé- 
signe souvent  sous  le  nom  de  loi  d'inerlie  des  formes  qua- 
dratiques à  coefficients  réels  ou  loi  de  M.  SjUester. 

loGi.  l  ne  forme  quadratique,  à  coefficients  réels,  dont  l, 
discriminant  n'est  pas  nul,  ayant  été  transformée,  de  deuj: 
manières  différentes  et  quelconques,  en  une  somme  de  carrés 
de  formes  linéaires  indépendantes  ou  distinctes,  à  coefficients 
réels,  et  ces  carrés  étant  aff'ectés  de  coefficients  numériques 
également  réels,  il  y  aura  toujours,  dans  chaque  décomposi- 
tion obtenue,  le  même  nombre  de  carrés  à  coefficients  positifs 
et  le  même  nombre  de  carrés  à  coefficients  négatifs. 

Les  deux  décompositions  étant  irréductibles  par  hypothèse 
(lo5o),  elles  présenteront  un  même  nombre  de  carrés  (1553). 

Cela  posé,  puisque  les  formes  linéaires  qui  entrent  dans 
les  deux  décompositions  sont  indépendantes,  leur  nombre 
est  égal  ou  inférieur  à  celui  des  variables  de  la  forme  qua- 
dratique (1537,  1538). 

Sou  d'abord  autant  de  formes  linéaires  que  de  variables. 
Le  raisonnement  étant  général,  supposons-en  trois  seule- 
ment. 

L'une  des  décompositions  étant  Xj^  \2_x2,  il  est  im- 
possible que  l'autre  décomposition  se  présente, />r//-  exemple. 
sous  la  forme  \\—  \'l—  V-. 

Posons,  en  effet, 

(•)  X?n-X^-X^  =  Vj_M-V^. 
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On  en  déduil,  en  transposant  les  carrés  précédés  du  signe  — , 

(-0  x^-^Xi  +  v^-^l  =  x^  +  v^ 

Il  est  facile  de  voir  que  celle  identité  est  impossible. 

Égalons  séparément  à  zéro  les  formes  linéaires  du  second 
membre.  Nous  obtiendrons  le  système 

X3=o,         V,  =  o, 

où  l'indétermination  des  inconnues  est  du  premier  ordre, 
puisque  le  nombre  des  variables  est  supérieur  d'une  unité  à 
celui  des  équations.  Mais  ces  solutions  indéterminées  de- 
vraient annuler  aussi  le  premier  membre  de  Tidentilé  ("2), 
c'est-à-dire  satisfaire,  puisqu'il  s'agit  d'une  somme  absolue 
de  quatre  carrés,  au  système 

X,=  0,  X2=:0,  Vo=:0,      ■       V,  z=:0, 

el,  par  suite,  au  système 

X,—  G,  X,=:0,  X3=rO. 

Ce  dernier  système  serait  donc  lui-même  indéterminé. 
C'est  ce  qui  est  impossible,  puisque,  les  formes  linéaires  con- 
sidérées étant  indépendantes,  leur  déterminant  ne  peut  pas 
èîre  égal  à  zéro  (1537,  102).  L'identité  (i)  elle-même  ne 
peut  donc  avoir  lieu. 

Soit  maintenant  moins  de  formes  linéaires  que  de  va- 
riables. Le  raisonnement  étant  général,  supposons  trois 
formes  linéaires  et  cinq  variables. 

Reprenons  les  identités  (i)  et  (2),  el  le  système  indéterminé 

X3=:0,  Vi  =  0. 

L'indétermination  des  inconnues  sera  celte  fois  du  troi- 
sième ordre,  puisque  le  nombre  des  variables  surpasse  de 
trois  unités  celui  des  équations.  Mais  ces  solutions  indéter- 
minées devraient  encore,  comme  précédemment,  satisfaire  au 
système 

X,— G,  Xo=G,  X3=o, 

qui  est  bien  indéterminé,  mais  où  l'indétermination  des  in- 
connues est  seulement  du  deuxième  ordre;  car  tous  les  dé- 
terminants formés  en  supprimant  dans  les  trois  équations 
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deux  des  ciiKi  variables  de  loules  les  manières  i)ossiljles,  ne 
peuvent  rire  égaux  à  zéro  (1538).  On  arrive  donc  encore  à 
une  conclusion  inadmissible,  l'identilé  (f)  ne  peut  avoir  lieu, 
01  le  nombre  des  carrés  alfectés  de  coefficients  positifs  ou 
négatifs  est  nécessairement  le  môme  dans  les  deux  décom- 
positions de  la  forme  quadratif|ue. 

1565.  Nous  terminerons  ici  la  lliéoric  des  polynômes  ho- 
mogènes du  second  degré,  et  l'Algèbre  supérieure  telle  que 
nous  avons  voulu  la  présenter.  La  discussion  de  quelques 
équations  importantes,  que  la  considération  des  propriétés 
des  formes  ([uadratiques  permet  de  simplifier  et  d'élucidei-, 
trouvera  mieux  sa  place  en  Géométrie  analytique. 
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SECONDE  PARTIE. 


LIVRE   SIXIEME. 

ÉTUDE    DES    QUANTITÉS    IMAGINAIRES. 


oJI.  a  élant  rune  des  racines  cubiques  imaginaires  de  i'unilé,  vé- 
rifier la  formule 

( a  -h  h  -n-  c)  {  a  -h  ù  'X  -r-  c x-)  ( a  -h  h  oc-  -r-  c a )  =  c^^ -i-  h^ -^  c^'  —  abc. 

332.  Résoudre  les  équations 

.iA-f- 1  =  o,  x*-}-  I  =  (),  .r"'  -1-1=0, 

uu  ramener  à  la  l'orme  a  -^  bi  les  expressions 

y//,      's/i,      Vi. 

',y,y.\.  Il  clanl  un  nombre  impair  premier  avec  3,  démontrer  que  l'ex- 
pression 

{X  -T-j y  —  X"  —y" 

s'annule  i)0ur 

—  1  H-  /\/3 
•'■=  -, ^- 

[On  a  recours  à  la  formule  de  .Moivre,  en  se  rappelant  que,  p  étant 
un  entier  quelconque,  tout  nombre  impair  plus  grand  que  3  est  de  la 
forme  6/?  rr:  i  .J 
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;}:{i.  Calculer  la  valeur  des  deux  puissances 
(3-iv/3)». 

333.  Do  combien  de  manières  le  produit  de  n  sommes  de  deux 
carrés  peut-il  être  représenté  par  une  somme  de  deux  carrés? 

336.  L'équation  .i* -i- p jl- -r- q  ^  o  ayant  ses  quatre  racines  imagi- 
naires, décomposer  directement  le  trinôme  x'* -.-  p x'^ ---  q  en  deux  fac- 
teurs réels  du  second  degré. 

337.  ,r  étant  une  quantité  quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  calculer 
l'expression 


en  fonction  de  .r  ~i —  • 

[On  applique  la  formule  de  Moivrc.J 

338.  Lorsque  les  modules  des  termes  d'une  série  à  termes  imagi- 
naires forment  une  série  convergente,  on  peut  intervertir  arbitraire- 
ment l'ordre  des  termes  de  la  première  série  sans  qu'elle  cesse  d'être 
convergente  (891,  390). 

339.  Montrer  que  la  série  à  termes  imaginaires 

(  cos  -  -+-  i  sin  '■  )  -f-  -  (  cos  >.  -  —  /  sin  2  -  )  -i-  -  (  cos  3  -  -1-  /  sin  3  -  )  —  . 
\        -2  ->.!       i.  \  -i.  -x  /        )  \  ■>.  2/ 

est  convergente,  bien  que  la  série  des  modules  de  ses  termes  soit  diver- 
gente (892). 

340.  Le  théorème  du  n°  893  relatif  à  la  multiplication  de  deux  séries 
peut  être  en  défaut,  lorsque  les  modules  des  termes  des  deux  séries 
considérées,  supposées  convergentes,  ne  forment  pas  eux-mêmes  deux 
séries  convergentes. 

Prendre  pour  exemple  les  deux  séries  égales  et  convergentes  (exer- 
cice 138) 

I  I  II  .1 

I  I  II  __    I    

\J-\         \l'\         si  \         s/j  /« 

En  formant  leur  produit  ou  le  carré  de  l'une  d'elles  d'après  la  règle 
du  n°  893,  on  obtient  la  série 

/  1       _i_\      /_i_         1         _L\_/_L     _J !__     _L\ 

^2  '^  l-J  "^  V3  "^  v/^  v/'^  ^  v/3;     1/4  ^  v/3  v/-^  •  TT/l  ^  ^V  ^ 
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Former  le  terme  géuéral  de  celte  série,  et  démontrer  qu'elle  e^t 
divergente. 

."iil.  Si,  dans  la  série 

^/o  -^  fi\  '■  -^  ^2 f-  —  .  .  .  -t-  «„  j:"  -f-  .  . . 

(OÙ  X  reçoit  une  valeur  imaginaire;,  les  coefficients  «u,  «i;  «i,  •••, 
rt„,  . .  diminuent  et  tendent  vers  zéro,  de  manière  que  chacun  d'eux 
soit  moindre  que  le  précédent,  la  série  est  convergente  pour  toute  va- 
leur de  .*  dont  le  module  est  l'unité  fen  exceptant  la  valeur  .r  =  i  pour 
laquelle  il  y  a  doute). 
[Ce  théorème  renferme  comme  cas  particulier  celui  du  n"  iJOi.  | 

342.  Trouver  lexpression  de  la  fonction  )  définie  par  l'équation 

lang)  =  cosa  tang  .r. 

/  (  I  —  tang-  le--^'  I  —  /  (  I  -r-  tang-  -  c-^'  ) 

Rép.      r  =  .r  -h -. ■ -• 

^       -  Il 

{^.  Bertrvm».  Traité  de  Calcul  différentiel .  i 

343.  P  et  Q  étant  des  constantes  qui  dépendent  des  quantités  «et  h. 
on  peut,  de  l'équation 

a  sin  r 

tans.r  = '—r  j 

COSY  -7-  0 

déduire  la  relation 


.  (' I  —  P e->'  ) ( I  ^  0 c-y'  1 

/.•2.r;  ^^  gi\t  1 i . 

(i -r- Pe.v')(i-^  Qe.>'; 
344.  Chercher  l'expression  de  l'intégrale  /  dz  le  long  du  cercle 

[En  appelant  0  l'angle  du  rayon  décrivant  avec  l'axe  Ox.  on  a 

.r  =  R  cosO,        .)•  =  R  sinO. 

et  l'on  trouve  '   .J 

fdz  =  ^\{i    C     e^id^  =  o.] 

ai."}.  Calculer  l'intégrale  /  ^j  le  long  du  cercle  a:2_|.,2— R2.    ^t 

indiquer  pourquoi  le  théorème  du  n°  938  se  trouve  alors  en  défaut. 
[En   employant,    comme   dans   l'exemple   précédent,    les   relations 
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r  =  RcosO.  )  —  R  sitiO,  on  trouve,  au  lieu  do  la  \aleur  zéro, 


p^   =  i   f'df)  ^  IT.L] 
•y      ""  «-0 


'-  =  U-,  el 


.'UG.  Calculer  l'intégrale  /  -pi  le  long  du  cercle  j:--+-ji-=U- 

indiquer  pourquoi  le  théorème  du  n°  958  se  trouve  encore  en  défaut. 

[En  employant  toujours  la  même  transformation,  on  trouve,  au  lieu 
de  la  valeur  zéro, 

\  -j-  =  isj^      Icos^^  i  siu  -^  \  M  =  -  4  \/R.] 

(J.  Bertrand.  Traite  de  Calcul  intégral.  ) 
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LIVRE  SEPTIÈME. 

THÉORIE   DES   ÉQUATIONS. 

PREMIERS  PRINCIPES. 


347.  Vérifier,  en  considérant  l'équation 


dont  on  peut  immédiatement  trouver  les  racines,  le  procédé  de  résolu- 
tion fondé  sur  la  construction  des  pointx-jriclne.f  (1016  ). 

348.  Résoudre  l'équation  générale  du  ti'oisième  degré,  connaissant  la 
somme  ou  le  produit  de  deux  racines,  et  indiquer  la  relation  qui  existe 
alors  entre  les  coefficients  de  l'équation. 

349.  Résoudre  l'équation  générale  du  troisième  degré,  dans  le  cas  où 
l'une  des  racines  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  autres,  et 
déterminer  la  relation  qui  lie  alors  les  coefficients  de  l'équation. 

300.  Résoudre  l'équation  du  quatrième  degré,  dans  le  cas  oîi  ses  ra- 
cines forment  une  proportion  dont  la  raison  est  donnée,  et  déterminer 
la  relation  qui  lie  alors  les  coefficients  de  l'équation. 

301.  Résoudre  l'équation  du  quatrième  degré,  connaissant  la  somme 
ou  le  produit  de  deux  racines,  et  indiquer  la  relation  qui  existe  alors 
entre  les  coefficients  de  l'équation. 

302.  Résoudre  l'équation 

x'^-r-  x'^ —  25^2 _j_  4i,r  -f-66  =  G, 

sachant  que  l'une  de  ses  racines  est  égale  à  3  —  i\/-x. 
353.  Résoudre  l'équation 

x'^  —  x'"  —  %x* ^  "ix^ ---  i\x'^  —  9  j;  —  54  ^=-  o, 

sachant  que  Tune  de  ses  racines  est  égale  à  \j-i.  -1-  i. 

De  C.  —  Cours.  IV.  5i 
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3'J4.  Déterminer  les  racines  communes  aux  deux  équations 
ix'*  —  9  .r'  —  6  .r2  —  \-x  —  6  =  o, 

X* —  ^X'* —  V)X^-r-  yX--~  Ç)X  -^  2  =  o. 

3o3.  Former  une  équation  du  troisième  degré,  connaissant  la  somme 
des  premières  puissances,  la  somme  des  carrés  et  la  somme  des  cubes 
des  racines. 

3S6.  Former  une  équation  du  quatrième  degré,  connaissant  les 
sommes  respectives  des  premières,  des  secondes,  des  troisièmes  et  des 
quatrièmes  puissances  des  racines. 

3oT.  Étant  donnée  une  équation  algébrique,  trouver  la  somme  des 
premières  puissances  et  la  somme  des  carrés  des  inverses  de  ses 
racines. 

3o8.  Étant  donnée  une  équation  algébrique,  former  Téquation  dont 
les  racines  sont  les  carrés  des  racines  de  la  proposée. 

Appliquer  le  résultat  obtenu  à  l'équation  complète  du  troisième 
degré. 

359.  Faire  disparaître  le  troisième  terme  de  l'équation 

x^  -{-  px'-^  qx  -^  r  =  o. 

360.  Chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de 
l'équation 

Ao x^  -i-  A 1  .r'  -î-  A2  X-  —  A3  X  -^  Ai  "  o, 

pour  qu'une  même  transformation  fasse  disparaître  à  la  fois  le  second  et 
le  quatrième  terme  de  l'équation. 

361.  Chercher  si  l'équation 

x'  —  2  a:  -^  I  =  o 
peut  admettre  des  racines  égales. 

362.  Appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à  l'équation 

f(x)  =  x^ —  6.r^ —  4-^^-'-  9-^"-^  12X  -^  ^  =  o. 
Rép.     {x  —  lY  {x -^  i)'*  —  f{x). 

363.  Appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à  l'équalion 

f{x)  =  x' —  JXX^-r-  42.r5 —  5o.ri_  5g^3_j_  I  53.^2  —  108  =  0. 

Rép.     {x-r-i)^{x—  2)2(.r— 3)3=/(.r). 
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361.  Chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de  l'é- 
quation 

x'*-{-  ax^  -T-  bx^-T-  ex  -h  d  =  0, 

pour  que  cette  équation  ait  une  racine  double. 

365.  Déterminer  les  coefficients  de  l'équation 

x'*-\-  ax'-^r-  hx  -i-  i  =  o, 

de  manière  que  cette  équation  admette  une  racine  triple  ou  deux  racines 
doubles. 

366.  Si  'a  est  racine  multiple  d'ordre  m  de  l'équation  algébrique 
f(x)  =  o,  a  est  en  même  temps  racine  multiple  d'ordre  m  —  i  de  l'é- 
quation obtenue  en  multipliant  respectivement  les  termes  de  f{x),  sup- 
posée sans  lacune,  par  les  termes  consécutifs  d'une  progression  par  dif- 
férence. 

367.  Montrer  que,  si  l'équation 

x^  -+-  q  x^-i-  rx-  -i-  f  =  o 
a  une  racine  double,  cette  racine  appartient  à  l'équation  du  second  degré 

x^ ^x-i-  ~ ^  ==  o. 

or  3  /■        1 5 

368.  Indiquer  la  marche  à  suivre  j)our  trouver  deux  racines  d'une 
équation  algébrique,  lorsqu'on  connaît  leur  produit. 

Appliquer  cette  marche  à  l'équation 

3.r*  —  i()x^ -^  Qx- —  19.2:  -+-6  =  0, 
sachant  qu'elle  admet  deux  racines  dont  le  produit  est  égal  à  2. 

369.  Trouver  les  racines  de  l'équation 

^'«-h  Ai.r"f-i-!- A2^'«-2_+_.  ..-f- A,„  =  0, 

sachant  que  ces  racines  forment  une  progression  par  différence. 

[Les  racines  de  l'équation  proposée  peuvent  être  représentées  par  a, 
a-\-  b,  a  +  ib,  . . .,  a  -\- (m  ~i)b,  et  il  faut  trouver  a  et  b. 

En  exprimant  la  somme  des  racines  et  la  somme  de  leurs  carrés  en 
fonction  des  coefficients  Ai  et  A2,  on  parvient  aux  formules 

/n(in  —  I )  , 

—  Al  =  Dia h, 

1 

/?r~  (  m^- —  i)  b^- 

(m  —  ijA? — ■iinA=,= > 

12. 

qui  font  connaître  a  et  ^.] 
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:370.  SacliuiU  que  les  racines  de  l'équation 

x'*-^  pax^-T-  ( k- -\-  h)a^.ï:-~h  qa^x  -f-  a*  =  o 

sont  en  progression  par  quotient,  les  exprimer  en  fonction  de  a  et  de  /.. 
Calculer  les  constantes  />  et  7  en  fonction  des  mêmes  quantités. 

|0n  représentera  les  quatre  racines  par  qt.  ?  7»  «S,  a3\  —  On  doit 

trouver/)  =  q.\ 

371.  Résoudre  les  équations 

x'* —  7.r--i-  36  —  o, 
x^  —  3^2  —  lox  -f-  24  =  G, 

sachant  que  la  première  a  une  i-acine  qui  est  le  triple  d'une  racine  de  la 
seconde. 

372.  Résoudre  les  équations 

2.r''-4-  x^ —  i3.r^-f-  i3.i-2 —  ^  —  2  =  0. 
(krs  —  1 1  .ri  -  33^:3  -._  33  .^2  ^  1  j  ^  -  6  =  o, 

en  les  ramenant  à  la  forme  générale  des  équations  réciproques  (1072). 

373.  Transformer  en  équation  réciproque  léquation 

x2'«-h  Al  .r2'«-i  -T-  A2X2'«-2  -t-  .  .  . 

H-  A,„ x'n  -r-  A„j_i  ax'«"i  —  A,„    2  «2  j:'"-2  -+-... 

-1-  A^axi-'^x-^  Ai«'"->  jc  —  a'"  =  o. 

[il  suffit  do  poser  x  —  z  \/«.] 

374.  Si  l'équation  algébrique  f{x)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales,  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  la  seconde  dérivée  del'in- 

verse  -r—  de  son  premier  membre  a  toutes  ses  racmes  imagmaires. 

373.  Lorsqu'une  équation  réciproque  f{z)  =  o  a  des  racines  multi- 
ples, sa  transformée  en  z/  =  z  -+-  -  admet  des  racines  multiples  du  même 
ordre  de  multiplicité. 

376.  Chercher  les  fonctions  symétriques  simples  (1040)  des  racines 

de  l'équation 

Xi,  —  .r^  —  - x--^  X  -{-  Ç)  =  o. 

Hep.     Si=i,  80=15,  83=19, 

Sv=9i),         85  =  211,         80=790 

I  .  ^J 

8-1  =  --,  8-0=  -, 

u  ou 
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377.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients 
d'une  équation  algébrique  de  degré  m,  f{x)  =  o,  pour  que  deux  de  ses 
racines  satisfassent  simultanément  à  l'équation  du  premier  degré  à  deux 
inconnues  ay  -^  bz  =^  c,  et  déterminer  ces  racines  lorsque  les  relations 
nécessaires  existent.  —  Discussion. 

;}78.  Étant  donnée  une  équation  algébrique  f(jc)  =  o,  former  l'équa- 
tion dont  les  racines  sont  les  racines  carrées  des  racines  de  l'équation 
proposée,  prises  avec  un  seul  signe.  —  Même  question,  en  supposant  les 
racines  carrées  prises  avec  leur  double  signe. 

379.  Étant  donnée  une  équation  algébrique  de  degré  m,  f{x)  =  o, 
trouver  les  relations  qui  doivent  lier  ses  coefficients  pour  que  ses  ra- 
cines soient  en  progression  par  quotient. 

[On  commencera  par  chercher  la  condition  pour  que  deux  des  racines 
de  la  proposée  soient  telles,  que  l'une  d'elles  soit  7  fois  plus  grande  que 
l'autre.  On  généralisera  ensuite,  en  remarquant  que,  si  toutes  les  ra- 
cines sont  en  progression  par  quotient  de  raison  </,  il  y  a  m  —  i  couples 
de  racines  satisfaisant  à  la  même  condition.] 

380.  Ayant  vérifié  qu'une  équation  algébi'ique  de  degré  m,  f{x)  =  o, 
a  ses  racines  en  progression  par  quotient,  les  déterminer. 

On  distinguera  deux  cas,  suivant  que  la  raison  est  ou  non  donnée. 

381.  Déterminer  le  coefficient  ^I  de  manière  cpie  l'équation 

ix'*- —  1 5  JT^  -T-  M .r-  —  3o.r  -i-  8  =  o 

ait  ses  racines  en  progression  par  quotient,  et  résoudre  ensuite  cette 

équation. 

Rép.     M  =  35. 

382.  Sachant  que  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  une  base,  de 
hauteur  /i,  est  exprimé  par  une  fonction  de  /i  qui  est  du  troisième  degré, 
retrouver  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  la  formule  con- 
nue (  Géom.,  596). 

383.  Chercher  les  //  —  1  conditions  nécessaires  pour  que  les  n  équa- 
tions obtenues  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  de  Ui  fonction  entière 

x"i  -^  Al x'«-'  -^  A, x'"-'"- -i- . . .  -f-  A„x'«-« ^- .  . .  —  A,„, 

depuis  celle  d'ordre  m  — a  jusqu'à  celle  d'ordre  ni  —  i,  aient  une  ra- 
cine commune. 

En  conclure  la  forme  générale  des  fonctions  entières  qui  jouissent  de 
cette  propriété,  et  résoudre  l'équation  dont  une  pareille  fonction  est  le 
premier  membre,  en  supposant  n  —  m  —  i. 


8oG  QUESTIONS    PROPOSÉES 

Les  n  —  I  conditions  nécessaires  sont 

/72(w  - -iWAi\2                      m{rn —  i)im —  -x)  / Ki\^ 
Ao  =  —       j  As  =  


1.2.3 

.     _  ni{m-'\){m  —  a).  .  .{m  —  //  -i-  i)  /Ai  V^  1 
I.2.3...«  \"*/      J 

381.  La  recherche  des  racines  complexes  de  toute  équation  algébrique 

à  coefficients  réels  'peut  se  ramener  à  celle  des  diviseurs  du  premier 

membre  de  la  forme  x'^-\-px-^  q,  à  la  condition  de  rejeter  ceux  où  la 

.  ,  p- 

quantité  q  —  -^  ne  serait  pas  un  carre. 
4 

38o.  Pour  obtenir  la  somme  des  valeurs  prises  par  une  fonction  en- 
tière o{x),  lorsqu'on  y  remplace  successivement  x  par  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  algébrique  j\x )  =  o,  il  suffit  d'effectuer  la  division 

/'(-^)?(-y) 

où  le  dividende  et  le  diviseur  sont  supposés  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  x.  jusqu'à  ce  qu'on  écrive  au  quotient  un  terme 
indépendant  de  x.  Le  coefficient  du  premier  terme  du  reste  correspon- 
dant est  la  somme  demandée. 
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LIVRE  HUITIÈME. 

THÉORIE   DES   ÉQUATIONS 

(suite  I. 

DE  L'ÉmiLN'ATIOX. 


386.  Appliquer  la  méthode  d'élimination  par  les  fonctions  symétriques 

au  système 

(j  —  I  )  a:-  -f-  2  .r  —  5  )■  ^-  3  =  o, 

rx--T-  9.r  —  io>"  =^  o. 
[L'équation  finale  en  r  est 

■^  V*  —  70j3  _  19.6^2  —  4  i4j  —  i'io  =  o.] 

387.  Vérifier  que,  si  l'on  traite  l'exemple  précédent  par  la  méthode 
(lu  plus  grand  commun  diviseur,  l'équation  finale  en  j  renferme  des 
solutions  étrangères. 

388.  Éliminer  x  entre  les  deux  équations 

X^  —  SjX^  -^     3^-2  —J  -^l)X  -4- j3  _  j  2  _^  2j  =  o, 

x^-—2jx  —j^—jr  =  o. 
\  L'équation  finale  en  j  est 

389.  Éliminer  x  entre  les  deux  équations 

X^  -+-  2J'X-  -H  2_)  ( j  —  ■2)x  -i-j^  —  4  =  o, 
x^  -7-  1JX  -h  iy^  —  5/  -i-  2  =  o. 

[L'équation  finale  en  j  est 

/'— 7/---i(*J  — i2  =  o.] 
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390.  Éliminer  .r  entre  les  deux  équations 

(j  —  2  )  .r^  —  a.r  -I-  5j  —  1  —  0, 
jrx^  —  5.r  -f-  4.)'  ~  o. 

[L'équation  finale  en  j  est 

y!t  _|_  I  2^-3  _^  87  >"2        -  0,00  )'  -f-    I  00    —   O  .  J 

391.  Éliminer  x  entre  les  deux  équations 

(y  —  ^)  x^  -^  j [f  -^  i)''^'^~'~(^J'^~J'  —  2).r  -+-  2J  =  o, 
(j  —  i).r2-i- j(j  +  1) x  -I-  Sr^ — -i  =  o. 

[L'équation  finale  en  j  est 

j2-    1  =  0.1 

392.  Chercher  s'il  existe  des  solutions  pour  les  deux  équations 

j'.r^  —  (y^ — ^y  —  i).r-f-j  =  o, 
.r-  — y'^  -f-  3  =  o. 

393.  Former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  sommes  deux  à  deux 
des  carrés  des  racines  de  l'équation 

x^—  px^  -+-  qx  -(-/•:=  o. 

394.  Deux  racines  quelconques  d'une  équation  algébrique /(x;  =  o 
étant  désignées  par  Xi  et  x^,  et  p  et  q  étant  deux  constantes  données, 
former  l'équation  qui  a  pour  racines  toutes  les  combinaisons  représen- 
tées par  l'expression 

p{xi-t-  X2  )  -t-  qxi x^. 

395.  Éliminer  l'angle  a  entre  les  deux  équations 

A  sina  -I-  B  cosa  =  C, 
A'  sin  a  -t-  B'  cos  a  =  C. 

396.  Trouver  l'équation  finale  qui  répond  à  l'équation  irrationnelle 

I  H-  y/.r  -+-  '^x  =  o. 

397.  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  d'une 
équation  complète  du  troisième  degré,  pour  qu'elle  soit  l'équation  aux 
carrés  des  différences  d'une  équation  du  troisième  degré  de  la  forme 


[Le  carré  de  la  moitié  du  coefficient  du  second  terme  de  l'équation 
chcrclico  doit  être  égal  au  produit  des  cooflicients  du  premier  et  du 
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troisième  terme,  en  supposant  le  coefficient  du  premier  terme  égal  à 
l'unité.] 

398.  Résoudre  d'une  manière  générale  le  système 

.r'«-4- j'«=  a, 
X"-  —  >•"  =  h. 

et  appliquer  la  solution  au  cas  particulier 
.r3+j3^  1343, 
.rS-H  9-5  =  116807. 

399.  Résoudre  d'une  manière  générale  le  système 

Xli  _  jt  ^  z"-  —  l,_ 

xP  -i-rP^zP  =  c, 
et  appliquer  la  solution  au  cas  particulier 
■^  4- j  -^z  =48. 

,r2_^j2_^32=  810. 
_273_;_j)'3_4_  33—  [4364. 

400.  Chercher  les  racines  communes  aux  deux  équations 

.r*-f-3.r* — 5.r2 —    6.r  —  8  =  0, 
a;* H-    x^  —  9j:2-_  lo.r  —  8  =  G, 

en  suivant  la  marche  indiquée  au  n°  1180. 
[Les  racines  communes  sont  —  4  et  2.] 

401.  Résoudre  l'équation 

x'* —  jx^-i-  I  i.r2  —  ^.r  -+-  10  =  0, 
sachant  que  deux  de  ses  racines,  xi  et  x^,  sont  liées  par  la  relation 

X2  =  '2  OTi  -H  I . 

402.  Calculer  (par  les  fonctions  symétriques,  par  le  procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur  ou  par  la  méthode  de  Cauchy)  l'équation  aux 
carrés  des  différences  de  l'équation  du  troisième  degré 

x^  -i-  px--i-  q  X  -+-  A-  =  o. 

[Cette  équation  est  du  troisième  degré  et  de  la  forme 

z^-\-  az'  -h  bz  -\-  c  =  o. 


s  1  O  QUESTIONS    PROPOSÉES 

On  a 

a  =  &q  —ip'^=  2(37  — p^), 

h  =  Qq^.  -  Gp^. q  -^ pi  =  ,  3 q  —  pi)2^ 

c  =  ^q^  ~  p'-q^-+-  \p^r  —  iSpqr  -^  27^"-] 

i03.  Calculer  de  même  l'équation  aux  carrés  des  différences  de 
l'équation  du  quatrième  degré,  privée  de  son  second  terme, 

x'*-h px-~^  qx  ~i-  r  —  o. 

[Celte  équation  est  du  sixième  degré  et  de  la  forme 

z^  -^  a  z'  —  b  z*  —  c z^  —  ci z-  ^  e z  -+-  f  =  o. 

On  a  (en  corrigeant  deux  fautes  d'impression  qui  se  sont  glissées 
dans  V  Jnalyse  des  équations  numériques  )  : 

a=    Sp,         b  =  liiip^— ^r),         c  =  i8p"  —  i6yjr  —  26(7-, 

d  —  lyp'*^  i^p'^r  -7-  ^Spq^  —  iiar^, 

e  ~    4p^—  3'ip^r  -^iSp^q-  —  igipr'^—  'i.\6q-r. 

f  =  i6p'*  r  —  ip^q- —  128 p^  r^-^  ^Hpq^r  —  -2-  q'* -t-  aôôr^.] 

404.  Désignons  par  a,  b,  c,  . . .  les  racines  de  l'équation  algébrique 
de  degré  m,  f{x)  =  o,  et  par  a,  p,  y,  . . .  les  racines  de  l'équation  dé- 
rivée/'(^)  =  o. 

Démontrer  que  le  terme  constant  de  léquation  aux  carrés  des  diffé- 
rences de  l'équation /(j:)  =  o  a  pour  expression 

f'{^Of'{b)f\c  )...=--  m"'/(a)/(  j3)/(Y)  .... 

40o.  Combien  y  a-t-il  de  manières  de  résoudre  m  équations  à  m  in- 
connues, en  tenant  compte  de  Tordre  des  éliminations  ? 

406.  Deux  racines  quelconques  d'une  équation  algébrique  du  m'*""' 
degré  peuvent  être  exprimées  rationnellement  en  fonction  des  m  —  ■?. 
autres  racines. 
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LIVRE  NEUVIÈME. 

THÉORIE   DES   ÉQUATIONS 

(suite). 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


407.  Soit  l'équation  à  coefficients  réels  f{x  i  =  o  et  a  un  nombre  po- 
sitif. Si  le  produit  f(x)(x  ^a)  présente  n  variations  de  moins  que  le 
polynôme  /(.r),  l'équation  /(.r)  =  o  a  au  moins  n  ou  /i-^i  racines 
imaginaires,  suivant  que  /i  est  pair  ou  impair. 

408.  Lorsqu'une  équation  algébrique  f(.r)  =  o  a  toutes  ses  racines 
réelles,  le  carré  du  coefficient  d'un  terme  quelconque  surpasse  ou  égale 
le  produit  des  coefficients  des  termes  entre  lesquels  le  terme  considéré 
est  placé.  Une  pareille  équation  a  donc  nécessairement  des  racines  ima- 
ginaires, quand  tous  ses  coefficients  ne  satisfont  pas  à  la  condition  in- 
diquée. 

Ce  théorème  est  connu  sous  le  nom  de  Théorème  de  De  Gua  (Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris,  1741)- 

La  réciproque  n'a  pas  lieu,  c'est-à-dire  que,  la  condition  énoncée  étant 
remplie  par  tous  les  coefficients  de  l'équation,  cette  équation  peut  ad- 
mettre des  racines  imaginaires. 

409.  Si  les  coefficients  de  trois  termes  consécutifs  d'une  équation 
algébrique,  tels  que 


satisfont  à  la  condition 


B2 

AG>- 


l'équation  proposée  admet  au  moins  deux  racines  imaginaires. 

(  OSSIAX-BONXET.) 

410.  Si  les  coefficients  de  trois  termes  consécutifs  d'une  équation 
algébrique, /(^)  =  o,  sont  en  progression  par  quotient,  cette  équation 
admet  au  moins  deux  racines  imaginaires. 


^  ' '*-  QUESTIONS     PROPOSÉES 

411.  Si  les  coefficients  de  quatre  termes  consécutifs  d'une  équation 
algébrique,  /(.r  i  =  o.  sont  en  progression  par  différence,  celle  équa- 
tion admet  des  racines  imaginaires. 

(Hermite.   Grand  Concours  de  i84a.) 

412.  Lorsque,  dans  une  équation  algébrique,  les  coefficients  de  quatre 
termes  consécutifs  sont  en  proportion,  les  antécédents  des  deux  rap- 
ports égaux  ayant  le  même  signe,  l'équation  proposée  a  des  racines 
imaginaires.  ,  Pvll  Serret.) 

413.  Démontrer,  comme  application  du  Hiéorème  de  Rolle,  que,  si 
l'on  donne 

f  ,r2  —  i)" 


f{^ 


1.2  ..  .  n.}." 


l'équation  fn(x)  —  o,  formée  par  la  «"»*  dérivée  de  la  fonction  égalée 
à  zéro,  a  ses  n  racines  réelles  et  inégales,  et  comprises  entre  —  t 
et  —  f. 

414.  Démontrer  la  même  proposition  comme  application  du  théorème 
de  Slurm. 

4lo.  La  moyenne  arithmétique  de  deux  nombres  réels  et  inégaux  sur- 
passe leur  moyenne  géométrique:  c'est  l'inverse.  lorsqu'il  s'agit  de  deux 
imaginaires  conjuguées. 

Trouver,  en  s'appuyant  sur  cette  propriété  connue,  les  conditions  de 
réalité  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 

.r^  —  px  —  r/  =  o. 

[On  devra  supposer  q  négatif,  ce  qui  est  permis.] 

416.  Trouver,  dans  cette  hypothèse,  les  mêmes  conditions  de  réalité, 
en  ramenant  l'équation 

X^  —  px  -r-  (j  —  o 

au  second  degré. 

417.  Chercher,  en  appliquant  les  tliéorèmes  généraux,  la  relation  qui 
doit  avoir  lieu  entre  les  coefficients  de  l'équation 

x'x^  —  px  —  q  =  o, 

pour  qu'elle  admette  le  plus  grand  nombre  possible  de  racines  réelles. 

418.  Déterminer  la  nature  des  racines  d'une  équation  trinôme  quel- 
conque et,  en  particulier,  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 

X"'  —  px'>~  7  =  o, 
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OÙ  les  signes  sont  explicites,  mais  oi!i  les  exposants  peuvent  être  pairs 
ou  impairs. 

419.  Démontrer  que,  si  l'équation  algébrique /(j;)=  o  a  toutes  se» 
racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation 

j (x)     -,/'(.r  I  ^  o. 

420.  L'équation  du  «'™'^  degré,  formée  en  égalant  à  zéro  la  jî"'"^'  dé- 
rivée de 

x''{x  — 1)«, 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  o  et  i. 
A'ù.ï.  Résoudre  léquation 

422.  Les  quantités  Ai,  A2,  . . . ,  r/-,.  «,. et  B  étant  des  quantités 

réelles,  l'équation 

A  2  A  -2  A  ^ 

X  —   Ui  X  —  «2  -V ^'m 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

423.  En  appliquant  la  transformation  s  ^-  --  =  .r  aux  deux  équations 

ZÎn  _!_  227i-l  _|_  32/i-2  _   .  .  _  _  32  _i_  3  _|_  I  =  o, 

démontrer,  comme  application  du  théorème  de  Sturm,  que  les  équations 
en  X  qu'on  en  déduit  ont  toutes  leurs  racines  réelles. 

i'il.  Démontrer  que  les  deux  équations 

5797 .x*  —  4931-^^  -1-  Ô892^--T-  2876X  —  694'.  =  o, 
o447^'*-^i456ox5—2243oa:i—25857.r3— 29193  .r2-- II 596X— 5602  =  0 

ont  toutes  leurs  racines  imaginaires. 

[Mémoire  de  Le  Verrier  sur  la  planète  Uranus.  —  Connais- 
sance des  Temps,  1849.] 

423.  Trouver  les  limites  entre  lesquelles  doit  varier  le  coefficient  a, 
pour  que  l'équation 

3^:''^  4-*"  —  1 20:^-1-  a  —  o 

ait  ses  quatre  racines  réelles. 

[École  Polytechnique,  1876,  Composition  d'admissibilité.] 


8l4  QUESÏIOKS    PROPOSÉES 

i'2C}.  L'équation  algébrique  du  n'"""  degré 

(x  —  «i)(.r  —  a3)(x  —  «s)  .  .  .  (.r  —  a-in-i) 

où  /*  est  positif,  où  m  est  un  entier  positif  et  où  les  différences  «i  —  n. 
«2 — «3,  «3— 04,  •  •  •  j  «2«-i  —  «2/1,  sont  positives,  a  toutes  ses  racine- 
réelles  et  respectivement  comprises  entre  les  nombres  «1  et  a2.  «3  et  a,. 
«5  et  rt'G,  . .  .,«2/1-1  et  «o/j. 

427.  Chercher  les  racines  imaginaires  de  l'équation 

.z'î'  +  .r  -^  I  —  0. 

428.  Soient  l'équation  x^-^  ^px-— 3qx -^  r  =:  o  et  la  quantité 
A  =^p''—q. 

Démontrer  que,  si  les  trois  racines  de  l'équation  sont  réelles,  elles 
sont  respectivement  séparées  par  les  quantités 

— p  — 2A,     —p  —  X,     —p  —  A,     —p-^iX. 

Lorsque  l'équation  proposée  n'a  qu'une  seule  racine  réelle,  cette  ra- 
cine est  extérieure  à  l'intervalle 

(  —  p  —  2  A.     —  p  —  'X  A  ). 

429.  Déterminer  les  fonctions  de  Sturm  pour  l'équation  complète  du 
troisième  degré. 

Rép.     X  =  Ao-c3  H-  kix-  -^  k-ix  -~-  A3, 
Xi  =  3Ao-2^--T-  aAi^r  -;-  A2, 
X2=2(Af  — 3AoA2).r-T-rA,A2  — 9A0A3), 
Xa  =  -  4  Ao  A?  A3  -^  1 8  kl  Al  A2  A3  -  27  Aâ  Al  -I-  Ao  Af  AI  -  4  Ag  Ai . 

430.  Toute  équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  réels  ou  imagi- 
naires, dont  le  coefficient  du  premier  terme  est  égal  à  l'unité,  ne  peut 
avoir  de  racines  imaginaires  fractionnaires.  (Waxtzel.) 

431.  Déterminer  un  nombre  de  trois  chiffres,  sachant  que  le  produit 
des  trois  chiffres  est  54,  que  le  chiffre  du  milieu  est  le  sixième  de  la 
somme  des  deux  autres  et  que,  en  soustrayant  094  du  nombre  cherché, 
on  obtient  un  nombre  formé  des  mômes  chiffres  pris  en  ordre  inverse. 

Rép.     928. 

432.  Trouver  la  base  du  système  de  numération  dans  lequel  le 
nombre  décimal  538  est  exprimé  par  4123. 

Rép.     5. 

433.  D'une  manière  générale,  A   étant  un  nombre  décimal  exprimé, 
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dans  le  système  dont  la  base  inconnue  est  .r,  par  les  n  chiffres  a,  h. 
c.  . . . .  i<,  on  a  l'équation 

«ji-«-'—  hx'^--—  c.r«-3__         _L.  „  _  X, 

qui  n'admet  qu'une  racine  positive,  laquelle  doit  être  entière  et  supé- 
rieure aux  chiffres  o,  h.  c,  ....  u. 

43i.  Résoudre  l'équation 


(Sï 


[L'une  des  racines  est  égale  à  2.] 

43b.  Partager  un  triangle  par  une  droite  parallèle  à  sa  base,  de  ma- 
nière que,  si  le  triangle  tourne  autour  de  cette  base,  le  volume  en- 
gendré par  le  trapèze  ainsi  déterminé  soit  la  moitié  du  volume  total  en- 
gendré par  le  triangle  tournant. 

[Il  faut  que  la  parallèle  à  la  base  passe  par  le  milieu  de  la  hauteur  du 
triangle.] 

436.  a  étant  un  entier,  appliquer  la  méthode  de  recherche  des  ra- 
cines commensurables  à  l'équation 

x^  —  (la  ~\)  x^  —  a{a  —  1)  X  —  a  {a  -^  ^ )  =  o. 

[L'une  des  racines  est  o-^  i.] 

437.  a  et  6  étant  des  entiers,  appliquer  la  méthode  de  recherche  des 
racines  commensurables  à  l'équation 

x^—  3 ax^ — (  b'^-r- b'*^  b-  —  3 a-)x —  b^-^ ab'*—  b'*^- ab^-r-  ab- —  à^)  =  o. 

[Les  trois  racines  sont  —  fa -i- i),  —  (a-\-b-),  b{b  —  i)—  a.] 

438.  Trouver  les  valeurs  entières  de  x  et  der  qui  satisfont  aux  deux 

équations 

x^—j^=^6S,        .r» -f-j*  =  19932. 

Rép.     .r  =  5,        j  —  j. 

439.  Résoudre  l'équation 

lox^  —  3oj:--i-  iix  —  1  =  0 

et  trouver  ses  racines,  toutes  comprises  entre  o  et  i,  avec  sept  déci- 
males exactes. 

Re'p.     jci  =  o,  1 127016, 

Xo^  0,5, 

0-3=  0,8872983. 


8lf)  gUKSTIO-NS    PROPOSÉES 

-iiO.  Uésoudro  l'cqualion 

70  .r^  —  1 4oa;'  -1-  90.-1-  —  20  j;  -;-  1  -  o 

cl  trouver  ses  racines,  toutes  comprises  entre  o  cl  1,  avec  sept  déci- 
males exactes. 

Hép.    j;i  —  0,0694318. 

x-i  =  0,3300094. 
jTj—  0,6699905-. 
,r4  =  o,93o568i. 
ïl\.  Résoudre  l'équation 

a52,r* —  63oj:*--  56o.r3-  -  aïoj^'^-r-  3o./; —  i  =  o 

et  trouver  ses  racines,  toutes  comprises   entre  o  et  i,  avec  sept  déci- 
males exactes. 

Rép .    .r  1  =  o ,  o  (  69 1 00 , 

Xi  —  0,2307653, 

■^•3  —  0,5, 

x^  =  0,7692346. 

•«.5=^0,9530899. 

442.  Résoudre  l'équation 

924 .ï''  —  2772.^5—  3i5o.r*-    16800.-3 -r-  4iOJ.-2 —  ^ix ~v-i  =  o 

et  trouver  ses  racines,  toutes  comprises  entre  o  et  i,  avec  sept  déci- 
males exactes. 

Hrp.     .rj  =  0,033765-2. 

j7,  =  o,  1693953, 
X3  ■=  0,0806904, 
X4  =:  0,6193095, 
375  =  o,83o6o46, 
x'6  =  0,9662347. 

443.  Résoudre  l'équation 

3432J;' — I20i2j:'^-f- 16632X0—  I  i55ojc*-i-  ^loox'^-     7560.'--!-  56a,-  —  1=  o 

et  trouver  ses  racines,  toutes  comprises  entre  o  et  i,  avec  sept  déci- 
males exactes. 

Rep.    xi  —  0,025446-2. 

^2  =  0, 1292345. 
•^3=  0,2970774. 

Xl,  rrz    0,5, 

X5  —  o , 7029226, 
Xe  =  0,8707656. 
Xi  =  0,9745536. 


SUll     L  ALGEBRE    SUPERIEURE.  Q  \  J 

[Les  cinq  exemples  précédents  sont  lires  de  l'Ouvrage  de  G\lss,  in- 
titulé :  MetJiodus  nova  integralium  iKilores  par  approximntiones  inve- 
niendi.  Gœttinguo,  1814.] 

444.  /(.r)  =  o  étant  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  si 
/(oj  et_/(i)  sont  des  nombres  impairs,  l'éfiuation  proposée  n'a  aucune 
racine  entière.  (Gauss.) 

iio.  Soit  l'équation  algébrique 

f{x)  =  k^x'"-  +  A,.r-"-i  -^  A2.r"'-2  -r-  .  .  .  -4-  A„,  ::=  o. 

Celte  équation  ne  peut  avoir  aucune  racine  commensurable  dans  les 
deux  cas  suivants  : 

i"  Si,  les  coefficients  extrêmes  Ao  et  k,a  étant  des  nombres  impair.-, 
l'un  des  résultats  /(,i)  et/( —  i)  est  aussi  impair  ; 

1°  Si  aucun  des  quatre  nombres  Au,  A/„,  /(i ),  /(—  1)  n'est  divisible 
par  3.  (K.  Mathiei.) 

4i6.  Séparer  les  racines  de  l'équation 

X* —  'XX- IX  -T-  I  =  o. 

447.  Étant  donnée  l'équation 

.r"'-r-  Ai-r'"-'  -F  A.  r'"-^-;-  . .  .  -f-  A„,  =  o. 
si  Ion  a 

{m  —  \)  \\  —  ( /;/  -f-  1  )  A2  <  o. 

cette  équation  admet  au  moins  une  couple  de  racines  imaginaires. 

448.  Soit  l'équation  algébrique /(.r)  =  o.  Remplaçons  x  par  x-h/'. 
et  développons /( x -I- /().  Soient  Po  l'ensemble  des  termes  du  dévelop- 
pement de  degré  pair  en  x,  et  Pi  l'ensemble  des  termes  de  degré  ini- 

Pi 
pair.  Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Po  et   de  —  5  en 

poursuivant  l'opération  jusqu'au  reste  du  premier  degré  R,  qui  est  fonc- 
tion de  //. 

Cela  posé,  l'équation  f{x)  =  o  ou  son  premier  membre  a  autant  du 
diviseurs  comraensurables  du  second  degré,  qu'il  y  a  de  valeurs  com- 
mensurables  de  h  satisfaisant  à  l'équation  R  =  o.  (Prouuet.) 

4i9.  Soit  l'équation  algébriq^ue 

/(>•)  =  Aoa;'«-r-  Ai.r'«-i  -t-  .\.2X"t~^--r-  .  .  .  -^  X  qz  R  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers.  Si,  abstraction  faite  du 
signe,  N  est  la  valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient  et  si  R  est  un 
nombre  positif  moindre  que 

De  C.  —  Cours.  IV.  ^2 


Si  8  OUKSTIONS     l'ROPOSÉKS 

■  '•'■(lualion  ,/(.!.■)  —  o  a  nécossaiicineiil  une  racine  positive  moindre  que 
2\{  OU  une  racine  négative  plus  i^'randc  que  —  iH,  suivant  que  le  dei- 
nior  Icrmo  de  son  premier  membre  est  —  R  om  -r-  R. 

{..')().  Si  l'équation 

A.r'"-^  .  .  .  -^  [).r/'-  E.rP    i  --  V.rP    --,-  G.rP-^—  .  .  .    r-  U  =  <> 

a  luulcs  ses  racines  réelles,  les  coefficients  de  quatre  termes  consécu- 
lifs  (juelconques  doivent  satisfaire  à  l'inégalité 

(  DG-EF)i--  1(E2    -UFKF^-EG)  <  o. 

I  r<>ir  le  théorème  énoncé,  Exercice  ilO.]  (Catalan.) 

i'i\.  Trouver  l'équation  qui  a  pour  racines  les  racines  de  l'équation 
algébrique /(.r;)  =  o,  élevées  à  la  /i'™"  puissance. 

-io:2.  Si  l'équation  algébrique  /(a-)  =  o  est  de  degré  pair  et  si  ses 
racines  se  partagent  par  couples  de  môme  somme  2 S,  l'équation  déri\é{' 
f'ix)  =  0  admet  la  racine  S,  et  ses  autres  racines  se  partagent  par 
couples  de  même  somme  2 S. 

Réciproquement,  si  l'équation  algébrique  fix)  ~  o,  de  degré  impair, 
a(hiiet  la  racine  S  et  si  ses  autres  racines  se  partagent  par  couples  de 
même  somme  2 S,  les  racines  de  l'équation  dérivée  f'{.r)  =  o  se  par- 
tagent par  couples  de  même  somme  2 S. 

En  outre,  dans  le  premier  cas,  toutes  les  équations  dérivées  f'{x)  —  o. 
/"'(.r)=o,  /"(o:)  =  o.  ...  admettent  la  racine  S;  et  il  en  est  de 
même,  dans  le  second  cas,  des  équations  dérivées/"(.r)  =  o,  /'"(.r)  =  o. 
/■"(./•)  =  o 

i-53.  1/équation  algébrique 

.r         .r-  >'" 


1.2...// 


ne  peut  pas  avoir  plus  d'une  racine  réelle. 
11  en  est  de  môme  de  l'équation 

JU)  -■ 

lorsque  7  est  positif,  ou  lorsqu'il  est  inférieur  à  — //. 


(Sylvester.) 


loi.  Si  l'équation  algébri([ue  f{x)  —n,  de  degré  m,  n'a  tiue  des  ra- 
cines imaginaires  (auquel  cas  m  est  pair),  l'équation 

/(.r)  -^  af'{x)  -r-  cr-f"{x)  -^  ...       a'"  f"\x)  =  o 

n'a  elle-même  que  des  racines  imaginaires.  (Hermite.) 


SUR    1.  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  iSfQ 

i.lM.  Déterminer  les  six  racines  ralionnelles  de  réqiiation 

(A  BEL.) 


Jiép. 


\  <■/  —  I  /  \  «  -r-  1  / 


a  —  Ij  ^  a  --  i 

i5(i.  Résoudre  l'équation 

I  V.Wg  admet  les  deux  racines  imaginaires 

■r  =  7,0295488  —  I  ,53j4ji5  /.] 


820  QUESTIONS    i'roposi':es 


LIVRE  DIXIEME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(sl'ite;. 

DE  LA  RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  ÉQUATIONS. 


457.  Résoudre  l'équation 

.r*  -+-3.V  =  a^ ) 

sans  avoir  recours  à  la  formule  de  Cardan,  c'esl-à-dire  en  la  nictlani 
sous  une  forme  particulière. 

458.  Sachant  que  les  coefficients  de  l'équation 

,r-^  -T-  a  x^ -h  b  x  -h  c  =  o 

satisfont  à  la  relation  3ac  =  b-,  résoudre  l'équation  en  la  mettant  sous    , 
une  forme  particulière.  ' 

439.  Résoudre  l'équation 

.r^  -t-  <i«.r"-  —  36«^  =  0. 


L  une  des  racnies  est  t^ r-=. 

■,  +  t/.\  J 


i60.  Résoudre  l'équation 

x^ —  3(ft2_f_  b-)x  —  ia{a^ —  Zb-)  =  o. 
[L'une  des  racines  est  la.] 
iiii.  Résoudre  l'équation 

3j3— 6,1-2  — 2  =  0. 


L'une  des  racines  est 


51  -f- V'^  -f-  \/32    1 


svR  l'algèbre  supérieure.  821 

i62.  Quelle  relation  doit  lier  les  coefficients  de  réqualion 
■v^  -+-  p  .r-  -\-  qx  ->r  r  =  o, 
pour  que  ses  racines  soient  en  progression  par  quotient? 
Rép.     rp^  =  r/^. 
U)3.  Si  l'on  diminue  de  /i  les  racines  de  l'équation 
x^  -h  p.T  -f-  y  =  o, 

à  quelle  condition  doit  satisfaire  //  pour  que  l'équation  transformée  ait 
ses  racines  en  progression  par  quotient  ? 

Rép.     27  q/i^  —  9/j2  //2  —  p3  =  ,)_ 

idi.  Quelle  relation  doit  lier  les  coefficients  de  l'équation 

x^  ^-  3px-  -!-  3  qx  H-  /•  =  o, 

pour  que  ses  racines  soient  en  proportion  harmonique  (t.  III,  364)? 

Re'p.     r{'ipq  —  r)  =  2q^. 

iGo.  Si  les  racines  de  l'équation 

x^ -7- px- -k-  qx  -i-  r  ■=  o 

forment  une  proportion  harmonique,  il  en  est  de  même  des  racines  de 
équation 

( pq  —  /•))  ' —  (p'^ —  ipq  ^-  3r)  )  2-1-  {^pq  —  3r)j-  —  r  =  o. 

iO(j.  Résoudre  l'équation 

x"^ —  i5.r2 —  33.r  -h-  847  =  o. 

fii  est  une  racine  double.] 

467.  Lorsque  l'équation  du  troisième  degré  privée  de  son  second 
terme  a  une  racine  de  la  forme  a  -t-  s/b,  a  et  h  étant  des  nombres  com- 
mensurables,  les  quantités  placées  sous  les  radicaux  cubiques  de  la  for- 
mule de  Cardan  deviennent  des  cubes  parfaits. 

468.  a,  />>,  c  étant  les  trois  racines  de  l'équalion 
x^  -\-  px  -^  q  —  o. 

calculer  la  fonction  symétrique  des  racines 


8'>.'<  oi  i:.si  io.nm    l'uoi'o.si':!;.^ 

i(19.  Les  racines  d'une  t'i|uatioii  du  iroisièine  degré,  /(./i  —  n.  élanl 
de  la  forme 

1'--     V-,     -'P'h 

les  racines  de  i'équalion  dérivée /'(.c)  =  o  sont  rationnelles. 
iTO.  (t  étant  la  .seule  racine  réelle  de  l'éiiualion 

on  |)eul  mettre  les  deux  autres  racines  sous  la  forme 
a    ,    I  4  P'  —  9 'ïV  ~*~  *'  f^^l' 

iTl.  Lorsqu'une  équation  du  troisième  degré,  ^(j.')  =  o,  et  son  équa- 
tion dérivée,  /'(•^)  =  o,  ont  toutes  leurs  racines  rationnelles,  les  ra- 
cines a,  II.  c  de  la  première  ont  des  expressions  de  la  forme 

a  =  ni  —  //.  b  —-  in(i-  -  -  //,  c  =  iinii  -^  h. 

les  quantités  m,  h.  a  étant  des  nombres  rationnels. 

Réciproquement,  si  les  racines  a,  h.  c  de  l'équation  j{x)  =  u  ad- 
mettent des  expressions  de  cette  forme,  les  racii.es  de  l'équation 
f'{x)  =  o  sQnt  rationnelles. 

H'i.  Soient  l'équation  complète  du  troisième  degré 
fi.  x)=  x'-^ -+- px- ~  qx  -^  r  r=  o,  " 

et  son  équation  dérivée  y  X-^''  =  <'• 

La  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  léquation  j\i)  =  o  [jcuI 
être  exprimée  par  la  relation 


(  DÉSIR !■:  .\.NDaK. 

473.  Montrer  que  la  transformation  linéaire 

.r -i- <7  ...  <7  — i) 

Y  = r  j  d  ou  ./•  = —  •: 

r    -  b  y  "  I 

p.'rmet  de  ramener  l'équation  du  troisième  degré 

.r'  -~-  px  —  q  =  o 

a  la  forme  binôme 


■^        Y    b^  -^pb'     q 
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17  i.  En  appliquani  la  méthode  de  Descarles  à  la  lésolulion  de  l'équii- 
lion  du  quatrième  degré  privée  de  son  second  terme 

x'*  —  A.r-  -T-  B.^'  -^  C  =  o, 

nous  avons  trouvé  (138(i)  la  résolvante  du  troisième  degré 

33^_a  V;2_(A—    /IC  »:•  —  B2=  o. 

Montrer  que,  si  a,  3,  y  sont  les  trois  racines  de  celte  résohante,  les 
ijuatro  racines  de  la  proposée  oui  pour  expressions 

.j,  '    ■      .i  ■  ''■;('  '  -2  '  ' 

i7a.  Résoudre  l'équation 

.r^  -:-  4'''-  -  3.^'- —  .î4''      84  —  o. 

I  Deux  des  racines  sont    -  2  et  "j.\ 

i76.  Les  racines  d'une  équation  du  qualrième  degré,  j{x)  =  o,  étant 
de  la  forme 

/>-,     <l'-    p--.--ip(i.     (/---■ipq. 

les  racines  de  l'équation  dérivée /'(.r)  =  o  sont  rationnelles. 

477.  Déterminer  la  hauteur  et  le  rayon  delà  base  d'un  segmenl  sphé- 
rique  à  une  base,  connaissant  son  aire  convexe  et  son  volume.  —  Dis- 
cussion. 

478.  Lorsqu'une  équation  algébrique, /(j:)  =  o,  à  coefficients  com- 
mensurables,  admet  pour  racine  le  nombre  irrationnel  '\/a,  le  premier 
membre /(.r)  est  nécessairement  divisible  par  le  binôme  x"^  —  a,  étant 
entendu  qu'aucune  puissance  de  "\/a,  de  degré  moindre  que  m.  n'est 
commensurable. 

i79.  Soit  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  f{.v)  =  o, 
dont  le  premier  terme  a  pour  coefficient  l'unité.  Si  toutes  les  racines 
de  cette  équation  ont  l'unité  pour  module,  elles  se  confondent  toutes 
avec  des  racines  de  l'unité.  (L.  Kronecker.) 

480.  Obtenir  sous  forme  de  déterminant  l'équation  aux  différences 
ou  aux  carrés  des  différences  de  l'équation  binôme 


481.  L'é(iuation  du  cinquième  degré 

x-»  -i-  5p.f^  4-  5p- X  -:-  q  =  o 


824  'Ji  r.sTio>.s    iMîoi'osr.ES 

a  ses  cinq  racines  réelles,  nu  une  seule  racine  réelle  cl  quatre  racine« 
imaginaires,  suivant  qu'on  a 

n- 

të-1.  Hésoudre  l'équation 

ii{n  —  i)    „         ,      mil — \)(n  —  -i)    , 
I  .  y.  I  .  2 .  j 

hep.      ,r  =  ■ — j- T— il;  —  o,  \,  -i. //  —  n. 

v'  1  (  cos h  i  sin  —  I  —  I 


IS;}.  Résoudre  l'équation 

.r^'  —  CiX*  -^  a  x'  -    g.r-  —  3  ax  —  b  —  o. 

[La  résolution  peut  se  ramènera  celle  de  deux  autres  équations,  l'une    , 
du  second  degré,  l'autre  du  troisième.] 

48  i.  Résoudre  algébriquement  l'équation 

Yrv^'iy-^x^-^^  =  ^x'*{x-^-2r-. 
3  —  \/l)  zr  \  u  -f-  2  V  J        —  3  -^  \  5  ~r  \' 2  —  2  v  3 


Rc'p.     —  I, 


'2 


485.  Chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de 
l'équation 

pour  qu'elle  admette  une  racine  double  ou  une  racine  triple. 
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LIVRE  ONZIEME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(suite  et  fin). 

QUESTIONS  CO-MPLÉMENTAIRES. 


i8G.  Le  dernier  terme  d'une  suite  de  quantités  surpasse  le  premier 
terme  de  ia  somme  de  toutes  les  différences  entre  deux  termes  consé- 
cutifs de  la  suite  (1443). 

Se  servir  de  cette  propriété  évidente  pour  retrouver  immédiatement 
la  formule  connue  (276) 

(///  -^  i)«-t-'  =  1  -i- 


«  -4-   [ 

S„-h 

(n  -+-!)«  (n 

I  .2.3 

O/j— 2     .     .  .  . 

Si-i-Oo) 

'pii  lie  les  sommes  S|.  So.  ....  S„,  des  premières,  secondes,  . . .,  n'™"^ 
puissances  des  m  premiers  nombres  entiers. 

487.  Si  la  différence  //t'''"""  d'une  fonction /(,r)  est  constante,  la  fonc- 
tion est  une  fonction  algébrique  entière,  de  degré  m. 

iSS.  l{ésoudre  l'équation 

3-^  =  5^x  —  i33. 

[L"équation  a  3  et  4  pour  racines  réelles.] 

iS9.  Résoudre  l'équation 

j-^'-f-  j-^  =  lO. 

Re'p.     X  —  1 ,0697432. 

i90.  Résoudre  le  système 

,r.rr=5,        J^=4- 

Re'p.     j;  = -2,5416,        j  =  i,72J3. 


8'.()  (jUESTIO-NS     PUOPOSÙES 

iOl.  Étendre  aux  é([iiations  transcendantes  le  théorème  général  du 
n°  1027. 

11  est  entendu  que  la  fonction  lranscendanlc/(  x),  égalée  à  zéro,  reste 
continue  dans  l'intervalle  où  se  font  les  substitutions,  et  que  toute  ra- 
cine a  de  l'équation /(.r)  =  o  est  regardée  comme  une  racine  multiple 
d'ordre  «,  si,  outre /(.r),  elle  annule  toutes  ses  dérivées  jusfiu'à  I' 
(//  —  I  )''■'""-. 

492.  Démontrer  que  Téquatioii 

-ô     '-Ti         .  -f     eus'!/ 

où  l'on  a  a  =  sln'l  et  où  l'on  suppose  "!><  <)o''-   aflmot  deux   racine» 
égales. 
JMènie  question  pour  l'équaticui 

xe    -  •       »     —  col  -  <" 

r  'i* 

Les  deux  racines  égales  sont  lang  -  {)our  la  première  équation  vl 

6 
c(;l  -'-pour  la  seconde.  (V,  Piisklx.i 

493.  Résoudre  l'équation 

.r  r=  sin.iM  I  —  ■>.  COS.'). 

49 i.  Résoudre  léquation 

,              r  --  cos./' 
log.r  = 

Jie'p .     .r  =  '20 1 "  5  j '  39" ,  ■) . 

49.^).  Résoudre  l'équation 

.'■  lang.r  ---  ■>.'". 

[Celte  équation  admet  une  inlinité  de  racines  réelles.  La  plus  |)elitc 
des  racines  positives  est 

r  —  G-.i"5o'59",  95.J 

496.  Résoudre  l'équation 

.    •'■ 
•f  su>  -  =  I . 
■j. 

Jir/K     .r  ^  i  .  \Si  (>8'i. 


SUR    1.  ALGÈBRE    SUPÉIUEURE.  S^" 

497.  Résoudre  l'équation 

Rép.     .r  =  3,644  '74- 
i98.  Résoudre  ré({ualioa 

.1-  -r-   l 

./■ —  i 
Nép.     ■'•  —  1 ,199078  Gj. 

499.  Résoudre  l'équation 

(4  —  3a:-)siii./-  —  4'' COS.i- =  o. 

[Cette  équation,  qu'on  rencontre  dans  la  théorie  des  vibrations  des 
corps  élastiques,  a  une  infinité  de  racines  réelles,  qui  sont  deux  à  deux- 
égales  et  de  signes  contraires.  Les  racines  positives  sont  terminées  dans 
les  quadrants  de  rang  pair.  La  plus  petite  racine  positive  est  ./-  =  o. 
Poisson  (Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  VIIH  trouve,  pour  la 

seconde  racine  positive  comprise  entre  —  et  -,  la  valeur  2,563'34  et. 

3r 
[)0ur  la  troisième  racine  positive  com[)rise  entre  — ■  et  2-,  la  valeur 

6,03973.] 

.■jUU.  Résoudre  l'équation 

(  e-^  -^-  c— «■  )  cos  .i'  —  2  =  o . 

[Cette  équation,  qu'on  rencontre  dans  la  même  théorie,  a  ses  racines 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires  et.  à  chaque  racine  réelle  a, 
correspond  une  racine  imaginaire  ni.  La  plus  petite  racine  positive  est 

3- 
x  =  o.  La  seconde  racine  [)ositive  est  comprise  entre  — -"  et  1-.  Poisson 

(loc.  cit.)  indique  pour  cette  racine  la  valeur  4,73ooo3.] 

oOl.  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  qu'admet  l'équation 

./  =  A  sin.r  —  B, 

pour  chaque  système  de  valeurs  des  coefficients  A  et  R.  et  effectuer  la 
séparation  de  ces  racines. 
Appliquer  les  résultats  obtenus  à  l'équation 

■V  =--  3 142  sin./-  —  I J7. 
Jiép.     L'équation  ci-dessus  admet  1999  racines  réelles. 

(Ecole  Polytechnique,  concours  de  1857.1 

I  Voir  J.-A.  Serrkt  :  Note  sur  l'équation  dont  dépend  l'anomalie  excen- 


'  ^'^  OUESTIONS    PUOPOSÉKS 

iriquc  Cl  sur  les  séries  qui  se  présentc.U  dans  la  ihéoric  du  mouvement 
elliptique  des  corps  célestes  {Annales  de  V observatoire  de  Paris,  t.  V).] 

502.  Trouver  les  racines  réelles  de  l'équation 
n^  -4-  h^  =z  r^. 
où  a.  h.  c  sont  des  nombres  positifs. 

o03.  Trouver  les  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équation 

e2^  _j_  ga:  _  , 

oOi.  Dans  un  cercle  de  rayon  ;•,  on  donne  la  corde  ia  et  l'aire  S  d'un 
segment  circulaire  moindre  qu'un  demi-cercle.  On  demande  de  calculer 
le  plus  petit  arc  ix  qui  répond  à  la  corde  in. 

Appliquer  le  résultat  obtenu  au  cas  où  le  segment  considéré  est  sup- 
pose équivalent  au  carré  construit  sur  sa  demi-corde. 

Rép.     i.v^  i38°ii'53"(à  i"  près). 

50:J.  a- est  un  nombre  donné;  a  est  un  angle  également  donné,  com- 
pris entre  o°  et  i8o-  A,  <.,  q  sont  des  inconnues  auxiliaires  liées  entre 
elles  par  les  relations 

G  siUji,'^  — — sina, 
G  cos  o-  =  k  sin  a  -  cos  x, 
Gsin^a 


//  = 


/■ 


Cela  posé,  0,1  demande  de  déterminer  toutes  les  racines  réelles  de 
I  équation 

//sin^r  =  sin(.r  —  x). 

On  donnera  à  G  le  signe  de  /.-. 

(  Concours  i^c/ie'ral,  1 858 .  ) 

[L'équation  dont  il  s'agit  se  rencontre  en  Astronomie,  lorsqu'on  veut 
trouver  1  orbite  d'une  planète  à  l'aide  de  trois  observations  seulement 
(  Gauss,  Theoria  motus  corporum  cœlestium ...,  1 809  ) .  ] 

Rép.  n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif,  négatif  ou  nul,  on 
a,  pour  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée,  les  quatre 
lormules  suivantes  : 

M" 3 5'   j"-f- //.SGo", 

32"  i' 28' -^«.360", 
i37"27'39"-^//.36o", 
193°  4'i3"--«.36o°. 


suii  l'algèbre   supérieure.  S'HJ 

506.  Partager  un  demi-cercle  en  deux  parties  équivalentes,  par  une 
corde  menée  de  l'extrémité  du  diamètre  qui  lui  sert  de  base. 

(EULER.) 

507.  Partager  l'aire  d'un  cercle  en  trois  parties  équivalentes,  par  deux 
cordes  menées  d'un  môme  point  de  sa  circonférence.         (Euler.) 

508.  Dans  un  cercle  OA,  déterminer  l'arc  AM,de  manière  que  le  sec- 
teur OA.M  soit  la  moitié  du  triangle  formé  par  le  rayon  OA,  la  tan- 
gente AT  et  la  sécante  OMT.  (Euler.) 

309.  Décomposer  la  fraction  rationnelle 

x{x  -^  i)(./;  —  jj-« 
en  fractions  simples,  et  intégrer  la  différentielle  correspondante. 
510.  Môme  question  pour  la  fraction  rationnelle 


(.r^-i-  i)-{x--^-¥-  .r-t-  ij2 

511.  L'échelle  de  relation  d'une  série  récurrente  étant  exprimée  [)ar 
l'équation 

0.1 ,1,  -h  çiT/(-i-i  ~~  T«+2  =  o, 
on  a 

aT2  ^  8T„+iT„+  T,Ui  =  const. 

512.  Ramener  la  forme  quadratique  de  //  variables, 

x'I  -r-  x|  -t- .  . ,  -I-  .r2  -+-  (,ri  -H  .^2  -h.  .  .-^-Tu  y^, 

composée  de  /<  -+- 1  carrés,  à  la  somme  de  n  carrés  de  formes  linéaires 
des  mêmes  variables. 
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TABLE 

des  arcs  et  de  leurs  rapports  trigonométriques ,  exprimés  en  parties 
décimales  du  rayon  1 ,  pour  les  90  premiers  degrés. 


ARC. 

DEGRÉS. 

0" 

SINCS. 

COSINUS. 

TAXC. 

COT. 

0,00000 

0,00000 

1 ,00000 

0,00000 

X 

90 

1,670-9 

1 ,66334 

0,01-45 
0,03490 

l 

0,01745 

",999''*» 

o,oi7',6 

67,2900 

89 

0 

o,o34qo 

".99939 

0,00^92 

28,6363 

88 

1 ,58689 

o,o5236 

3 

0,00234 

0,99863 

0,06241 

19,081 I 

87 

1,61843 

0,06981 

4 

0,06976 

0,99766 

0 , 06993 

14.3007 

86 

I ,60098 

0,08726 

5 
6 

0,08716 

0,99619 
0,99452 

0,08749 
0, io5io 

I 1 , 43o I 

85 

1,48353 

0,10472 

0,10453 

9,6i436 

84 

1 , 46607 

0, 12217 

7 

0, 12187 

0,99200 

0,12278 

8,14435 

83 

1,44862 

0,13962 

S 

0,13917 

0, 10640 

0,99027 

0,14064 

7,11637 

82 

I, 43117 

0, 15708 
0,17453 

9 

0,9^769 
0,98481 

0,98163 

o,i683S 

6,81375 

81 

1,41071 

10 
il 

0, 17365 

0.17633 

.^,67128 

80 

I , 89626 

0,19198 

0, 19081 

0,19438 

6,14455 

79 

1,37881 

0,209^4 

12 

0,20791 

0,97816 

0,21266 

4,70468 

78 

i,36i25 

0,22689 

13 

0,22496 

o>97437 

o,23o8- 
0,2493.3 

4,33i48 

77 

1,34390 

0,24434 

14 

0,24192 

o,97o3o 

4,01078 

76 

1,82645 

0,26179 

15 
16 

0,20882 

0 , 96693 

0,26796 
0,28676 

3,78206 

75 

1,80899 

0,27925 

0,27664 

0,96126 

3,48-4. 

74 

1,29.54 

0,29670 

17 

0,29237 

o,9563o 

0,30673 

3,27086 

73 

1,27409 

o,3i4i5 

18 

0.30902 

o.q6io6 

0,32492 

3,07768 

72 

1,26668 

o,33i6i 

19 

0,82557 

0,94552 

0.34433 

2,90421 

71 

1,289.8 

0, 3490(1 

■20 

(1. 34202 

0,98969 

0.36397 
..,38386 

2,74748 

70 

1,22178 

0 , 3665 I 

■21 

0,35807 

0,93368 

2,60609 

69 

1,20427 

0,38397 
0,40142 

00 

0,37461 

0,92718 

o,4o4o3 

2,47609 

68 

1,18682 

2.3 

0,39073 

1),  920.10 

0,42447 

2,35686 

67 

1,16987 

0,41887 
0,43633 

24 

0.40674 

o,9i356 

0,44523 

2,24604 

66 

1,16191 

•25 
■26 

0,42262 

0.90631 
0,89879 

o,4663i 
0,48773 

2,i445i 

65 
64 

..13446 

0,45378 

0. 43837 

2,o6o3o 

1,11701 

0,47123 

•27 

0,45399 

0.89101 

0,60963 

1,96261 

63 

I ,09900 

0,48869 

•28 

0.46947 

0,88296 

0.53171 

1,88073 

62 

1,08210 

o,5o6i4 

•29 

0,43481 

0,87462 

0,66431 

I, 80406 

61 

1,06466 

0,02359 

30 

0, 60000 

o,866o3 

0,67735 

I ,78206 

60 

I. 04719 

o,54io5 

3! 

0,61604 

0,86717 

0,60086 

1 ,66428 

59 

1,02974 

o,5585o 

:n 

0,02992 

o,848o5 

0,62487 

1 ,6oo33 

58 

1,01229 

0,57695 
0,59341 

33 

0,54464 

0,83867 
0.82904 

0,6494' 

1,68986 

57 

0,99483 

34 

0,55919 

0,67451 

1,48266 

56 

0,97788 

0,61086 

35 
36 

0,07358 

0,81916 

0.70091 

1,42816 

55 
54 

0,93993 

0, 62831 

0,68779 

0,80902 

0,72654 

1.87638 

0,9^247 

0,64577 

37 

0,60182 

0,79864 

0,76355 

I ,32704 

53 

0,92002 

0, 663 22 

38 

0,61666 

0,78801 

0,78129 

»>2799'l 

52 

0,90767 

0,68067 

39 

0,62932 

0,77710 

0,80978 

1,23490 

51 

0,89011 

0,69810 

40 

0,64279 

0,76604 

o,83gio 
0,86929 

1 ,  191-5 

50 

0,87266 

o,7i558 

41 

0,66606 

0,75471 

i,i5o37 

49 

0,86621 

o,733o3 

42 

0,66913 

0,7434 

0,90040 

1, 11061 

48 

0,887-6 
0,82000 

0,76049 

43 

0,68200 

o,73i36 

0,98262 

i,o3653 

47 

o,7'>79'i 

44 

0,69466 

0,7193'] 

0,96669 

46 

0,80286 

0,78539 

45 

0,70711 

0,70711 

1,00000 

1 ,00000 

45° 

0,78689 

COSINCS. 

SINBS. 

COT. 

TASG. 

DEGRÉS. 

ARC. 

FIN    DU    ÏOMK    QL  ATRIKMK. 
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